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Vorrede. 


Die Vorlesungen; die ich hiermit der Oeffentlichkeit übergebe, 
behandeln insofern das ganze Gebiet der reinen Mechanik^ d. h. der 
Lehre von denjenigen Erscheinungen, bei welchen ausschliesslich 
Beioegungen ins Auge zu fassen sind, als sie sich mit der Bewegung 
materieller Punkte; starrer ; flüssiger und elastischer fester Körper 
beschäftigen. Es ist aber bei ihnen die Annahme festgehalten; dass 
die Materie stetig den Raum erfüllt, wie sie es zu thun scheint; die 
Tlieorieeri; die auf der Annahme von Molekülen beruhen, sind in 
ihnen nicht berührt. 

Der Ausgangspunkt der Darstellung, den ich gewählt habe, ist 
von <lem gewöhnlichen verschieden. Man pflegt die Mechanik als 
die Wissenschaft von den Kräften zu definireri; und die Kräfte als 
die Ursachen^ welche Bewegungen hervorbringen oder hervorzu- 
bringen streben. Gewiss ist diese Definition bei der Entwicklung der 
Mechanik von dem grössten Nutzen gewesen, und sie ist es auch 
noch b(?i dem Erlernen dieser Wissenschaft; wenn sic durch Beispiele 
von Ivrilften; die der Erlährung des gewöhnlichen Lebens entnommen 
sijid, erläutert wird. Aber ihr haftet die Unklarheit an; von der 
die Begriile der Ursache und des Strebens sich nicht befreien lassen. 
I)ies(i Unklarheit hat sich z. B. gezeigt in der Verschiedenheit der 
Ansichten darüber, ob der Satz von der Trägheit und der Satz vom 
[\'ira,llel()grainm der Kräfte anzusehen sind als Resultate der Erfahrung, 
als Axiome oder als SätzC; die logisch bewiesen werden können und 
bewiesen werden müssen. Bei der Schärfe; welche die Schlüsse in 
der Mechanik sonst gestatten; scheint es mir wünschenswerth; solche 
Dunkelheiten aus ihr zu eiitternen, auch wenn das nur möglich ist 
durch eine Einschränkung ihrer Aufgabe. Aus diesem Grunde stelle 
ich es als die Aufgabe der Mechanik hiii; die in der Natur vor sich 
gellenden Bewegungen zu beschreiben, und zwar vollständig und auf 
die eiiihichstc Weise zu beschreiben. Ich will damit sagen ; dass es 
sieh, nur darum liandeln soll, anzugeben, ivelches die Erscheinungen 
sind, die stattlinden; nicht aber darum; ihre Ursachen zu ermitteln. 
Wenn man hiervon ausgeht und die Vorstellungen von Raum, Zeit 
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hat auch auf diesem Wege es Definition desselben zu 

und ist nicht im Utende, ein p^g^ition hat hier aber keine 

geben. Die Unvollstandigkeit dies U nur ein 

UnHarheit zur Folge, da di • vereinfachen, um nämlich 

Mittel bildet, um l^eken die ohne Hülfe dieses 

in kurzen Worten Worte sieb würden wiedergehen 

Namens nur schwerfällig Dunkelheit zu entfernen, die 

lassen. Hier reicht es _ aus, 3f j,, Mechanik, in dem 

Kräfte soweit zu definiren, m joi^uncen übersetzt werden kann; 
von Kräften die Rede ist, m 

und das geschieht Stoffes der°in verhältnissmässig 

Bei dem grossen Umfange des > Erschöpfung des 

kleinem Raume 7°’" ' •’mg.ye die getroffene Auswahl 

Gegenstandes nicht erwartet werden, möge „ 

als eine zweckmässige befunden werden. 


Berlin, im Januar 1876. 


Rer Verfasser. 


Die ™.ite AeSege »f' "rJSeSrt 

in »erheltnissmessig tat „nteränäertet AWrnck 

waen sinl, tata icl, l.iet » 

verbessern gesucht. 


Berlin, im November 18.76. 




Auch die dritte Auflage dieses Buches ist ein fast ungmäuderter 
Abdruck der früheren, bei dem ich _ mich nur bemüht habe, klemo 
Fehler und Mängel zu verbessern, die dort sich vorhnden. 

Berlin, im September 1883. 


Der Verfasser. 
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Erste Vorlesung. 

(Aufealx* «IrT Mcrliaiiik. hcluiiüon <?iiu3s iiuitüriollon Punktes. Geschwin- 
digkeit. B<‘H(‘hl«Minigiing oder iM'H-hlcMinigeiidi* KraJ’t. Iktwogung eines Bcliwercii 
Pimkti»H. Bewegung riti»*: Plauciiui um die. Suum^ Satz vom Farallolograimn 
der Kräl'te. IdHV*rcnt ialgleitdumgmi d<‘H IVdikmiK der drei Körper.) 

§ 

Die i\h‘('lianik isi die Wis.s(*ns(*.lia.ft von dor Hewogung; als ihre 
AuT^gahc l)ez<*i(‘hueii wir: di(* in dtn* Natur vor nicli gellenden Be- 
wegungtMi iiinl (tuf dir rJnf(fr/is/c ll’rhe zu kcHchreiben. 

PM‘Wt‘gimg i.^i Aendermig «les ()rt(‘s mit dtu' Zeit; ms sich he- 
vvt^gi, isi <li<' Materie. Zur AiilTas.sung einer Bewt^gung sind ilieYor- 
sitdluugen vtm Itauin, Zeit und Mai(‘rit‘ uöihig, aJau' auch liin reichend. 
Mii diestm Mitteln muss die .Mfudianik suelumy ihr Zitd ym erreickcn, 
und mit ihnen muss sie <l!e 1 Inli’shegriile eonsiriiinm , die ^ie dahoi 
id'dhig hat, /. 1*. die Megg’itle der Kraft und dtn* Ma,sse. 

Iv, , nil dir Ur ehreihnng der i Huvc'gungtm (din^ re/As7d>////</6* soiii. 
Dir I »rdriil iiiig dii rf IMrdmuio; i-f vollkumimm klar; cs soll oben 
keine Id’im'e, dif‘ in lietrelV drr lh>\v<‘gimgen gt‘slellt werden kimn, 
unheanlumtri Mrihrti. .Na ht sn klar ist. <lie Dethmtmig dtu* //weiten 
l'\n*drrim''\ das , dir 1 5r rhrrilune': dir ( /n/'t/d/sfe sei. l^Js isii von vorn 
jjrrrin ehr u'dil d»mlJ»ar, d.i ..Zwriirl dariilno’ heslehen ktHinmi^ oh 
(dijc tnlrr «'ine andrn* Dr. «dirrihiing; ••'ruissrr Mrse.heinungen die tvin- 
jjirlirrr i ,! : r! i d aurli drukhai*. da r. rine I »esclireihmig gewisser 
Kr rhriiüiii's'rn , dir hriitr lui/u rirrlhan di(‘ einlaeliste isi^ tliu iiinn 
i'*aii!}. jiäter, hri wrilrrn* Idni w iekrlung’ «ha* VV issmisehurt.;, durch 
I.jtir iiM( 1| «■i!ita«dirrr rr ri/l wird. Dar; Arhnlitdies sia.ifgtdu luhui hat, 
dalli!' hadri dir t ,r (diieht«* «Irr .Merliauik maiiiiighilt.ige Deispiele dar. 

,r 

Dir Dri-cnn-*- riü«* Kiirprf.;, d. h. eint's Thtnle.s dtvr Matorit^ 

jvg ./rüaa ir An--- '‘'da i. immer einr srhr eumplicirt.t; .Krsehciiuiiig. 

Dill fr. Irr 'd.i'e, d. !- i'md-v « lili-ndrri isi. dndit sieh währtuid Sinnes 
Duri: rlimirii dahi m dir nn. hald in jenton HiuutD ein<‘ Idüssigkindi, 

dir au: rmrin Uri.'i r au '.'j'iXe 'eil I t, fmdtn’i.j wjUirmid SH‘ hllllij in 
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änderungen kommen in weniger auffallender 'Weise bei jeder 
eines Körpers Tor. Wir werden — mit dem Einfaclieren iteKif iii-iul 
— zunächst den Fall betrachten; dass alle Dimensionen des hTii'iters 
unendlich Män sind; einen solchen Körper nennt man eimm mutfridkn 
Punkt Auch ein materieller Punkt wird im Allgemeinen hei seiner 
Bewegung sich drehen und seine Gestalt ändern; dahei wird aber, 
eben weil er unendlich klein ist, sein Ort in jedem Augfüihlieke dtirch 
einen geometrischen Punkt angegeben werden können. VV'ir wtjnlen 
uns darauf beschränken die Aenderungen seines Orte.s zu untersnehen 
und nicht in Betracht ziehen, wie er sich dreht und .seine (<e.Ht:ilt ändert. 

Wir werden n, y, z die Coordinaten des materiellen Pnnkti-.s, 
um dessen Bewegung es sich handelt, in Bezug auf ein beliuhige.s, 
festes, rechtwinkliges Ooordinatensystem zur Zeit / nennen. Dünn 
sind X, y, z Functionen von t, und zwar Functionen, die einwerthig 
und stetig sind für das ganze Intervall von t, welches <ler Dauer der 
Bewegung entspricht. Werden sie angegeben, so wird dadurch <li(* 
Bewegung, so weit wir sie in Beti-acht ziehen wollen, vudlständig 
beschrieben. Sie .sind abhängig von dem gewählten Cuonlinaten- 
system. Führt man ein anderes, gleichfalls rechtwinkliges und festes 
Ooordinatensystem ein und nennt a:', y', z' die < 'ounlimiteii in ilim 
des Punktes, dessen Coordinaten im früheren .r, //, .sind, so ist 
bekanntlich 

x' = a -j- «•>// -j- ' 

2/' = ^ + Aa- + /ki?/ + A,' 1) 

z ==• C y^x y,,y -|- y.^z, 

wo a, b, c und die Grössen a, ß, y Goustanten sind, die von der 
relativen Lage der beiden Coordinaten.sy.siem(; ahluingen; es sind 
a, b, c die Werthe, die x', y', z' für .n = 0, y (i, " o haben, 
und es ist . ' ^ 

/ ^ 

«1= cos {x x) , «2= COS (x'y'), «.J = cos (x z) 
ßj—eos(yx)^ ß2=cos(y'y), ß^ == coh (y' z) ;>i 

yi==COS (z'x), J/j = COS y., = C 0 S 

wo {x'x) ein beliebiger von den beiden zu 2® sich erg.-lnzenden 
Winkeln ist, die die Richtungen der .r-Ach.s(- und .r' ,<\elise mit 
einander bilden, und die Bedeutung der ähnliclien, <'in.u.iiiltrien 
/ieicaen die analoge ist. 


Die Bewegung eines Punktes lässt sich aueli auf and.nv WVis, 
beschreiben, die weniger direct, aber oft einfacher sind, als <lic I, 
sprochene. Der Zweck ist erreicht, wenn die Werthe ang(!g,d)cu .sin 
die X, y, z für einen Werth von t, z. B. für < = t), 

Werthe, welche ^ 


dx 

di 


dt ’ dt Werthe von / liahcu. Du 


§ 3. Gesclfwindigkeit. 
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können diese Differentialqiiotienten als Fanctionen von t, oder als 
Functionen von \j ^ z oder — und das ist der allgemeinste Pall, 
den wir in lletracht ziehen — als Functionen von xj, z und t ge- 
gtd)en sein ; jedenfalls aber müssen diese einwerthig sein für alle Werth- 
sysi^enie ihrer Argumente, welche bei der Bewegung Vorkommen. Ist 
für / == 0; 



wo .rjp gegohmo Oonstanten, ti, v, lo gegebene Functionen 

der hezeichneten Art von .r, y, z und (. bedeuten, so sind x, ?/, z für 
jinlen V\ ertli von t im Allgemeinen eindeutig bestimmt, wie aus der 
1duMnu(Ml(*r Diiferentialgleichimgen folgt. Um ?/, sr zu linden, hat 
man <lie Dillerentialgleiclmngon 3) zu integriren und die dabei auf- 
indnndttn 3 willkürlichen Oonstanten aus den für l == 0 geltenden 
lh‘dingung(‘n zu bestimmen. 

Die durch (li(^ Obucluuigtin 3) deilnirten Grössen w, iv nennt 
nuiu <li(? ('(utiiiancnlvii <ler (inickvundhjkcU des Punktes zur Zeit if nach 
d(Mi Achsen dtu' ?/, :r. Der Geschwindigkeit selbst kommt eine 
g(*wiss(‘ Gr()ss(‘ und eine gewisse lliclitung zu. Um diese zu linden, 
betrae.hhi man n, n. iv als die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes 
in H(‘zug Jiuf (uii Goordinatonsystem, dessen Anfangspunkt beliebig 
ist, (l(*HS(m A(dis(‘ii aber (hm Achsen der .n, //, er rosp. parallel sind; 
die I?i(dii.ung d(‘r (h‘seliwin(ligk(ut ist die liichtiuig der geraden Linie, 
die von (bmi Aufangspunivte der xi, xa nacli (hmi, Punkte (?/, y , xv) 
gedit, (li(‘ GrÖHS(^ der (^‘schwindigkeit ist die ijÜuge dieser Linie. 
I)i«‘S(* I)(‘liiiilioncn sind g1ei(!hb(,‘.(h;ntend mit d(vn folgcmden: die Grösse 
(I(‘r G(‘schwindigk(ut ist duj positiv zu nehimmde Wurzel 


j/y'i 

ihr(‘ Iti(;htuiig (Ii(‘ Ib’clitiing einer Linie, die mit den (Joordinaten- 
a.clisen Winlnvl bil(l(vl,j (binm (Josinus 

// V in , . 

4) 

/ //'• -|- /'■* "1 IV- ^ id -p "p in'^ ’ ytd -p ir 4" IV* 

sind. 

fls ist l(‘ichi. ersiditlicli, dass hiernach die Geschwindigkeit eines 
ihiiild(^s aJb'iii von seiner Bewegung abliängt und nicht von dem 
1 ■oor<rnnit(‘nsysteme, das man zur Untorsuclmng dieser Bewegung ge- 
wülill. hat. Man (ukemnt die .Dichtigkeit dieser Behauptung, wenn 
nuin ({iesi‘lh(‘. Bewegung einmal auf ein, dann auf ein anderes Coordi- 
natensysicm Ijfizielit und beide Male nach der aiifgestellten Definition 
dir G(‘sch\viii(ligkeii- aufsucht. Es seien wieder x'^ y'^ z' die Ooordi- 
nate!i in Gneni mmen Systeme des Punktes, dessen Goordinateii in 
'»Hol. 1/ - yiuJ* vci liocjf.olinn y. wi eTi diesen (trössen dann 


Erste Vorlesung. 
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die Gleichungen 1). Differentiirt man diese Gleichungen und benutzt 
die Gleichungen 3), sowie die diesen entsprechenden: 


dx 

dt 
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in denen u, v\ w' die Componenten der Geschwindigkeit des Punktes 
zur Zeit t nach den Achsen der x'^ y\ z' bedeuten, so erhält man: 

u == + « 2 ^ + 

v' — ß2V -jr 

lo' = + ^3^* 

In Folge der in den Gleichungen 2) angegebenen Bedeutung der 
Grössen cc^ ß^ y drücken diese Gleichungen auS; dass v, tv und 
u\ v', w' die Coordinaten eines Punktes in zwei Systemen sind, die 
einen gemeinschaftlichen Anfangspunkt haben und von denen die 
Achsen des einen denen der Xy y , z, die Achsen des anderen denen 
der Xyy\ z' parallel sind. Die gerade Linie, die nach diesem Punkte 
von dem gemeinsamen Anfangspunkt gezogen ist, bestimmt der Grösse 
und Richtung nach die Geschwindigkeit^ um die es sich handelt, mag 
man das Coordinatensystem der x,y,z oder das der x\ y\ z' benutzen. 

Nennt man äs die unendlich kleine Strecke, welche der Punkt 
in dem Zeitelement dt zurücklegt, so ist 


]/ dx^ + dz^ = äs 

und daher 

/m‘^+ v'^ + w‘^ = — 

d. h. die Grösse der Geschwindigkeit ist gleich der unendlich kleinen 
Strecke, welche der Punkt in einem Zeitelement zurücklegt, dividirt 
durch dieses Zeitelement. Die in 4) angegebenen Cosinus der Winkel, 
welche die Richtung der Geschwindigkeit mit den Coordinatemich.sfm 
bildet, werden durch Einführung von ds 

ds ’ ds ^ ds ’ 

es sind dieses die Cosinus der Winkel, welche mit den Achsen die 
Tangente bildet, die im Punkte (x, y, z) im Sinne der Bewciguiig 
des Punktes an die Bahn desselben gelegt werden kann. Die 
Richtung dieser Tangente ist also die Richtung der Geschwindigkcil,. 

Der einfachste Pall der Bewegung ist derjenige, in dem u, v , ’ir 
Constanten sind. In ihm ergiebt die Integration der Ditlerential- 
gleichungen 3) : 

X = Xi^-\-Ut, y = y^-^vt, Z — Zq-{-IüL 

Die Bahn ist hiernach die gerade Linie, deren Gleichungen 

^ -« ^0 ^ .'/ - ’Jo __ Z - z„ 



§ 4. Besclileunigung. 
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sind, (1. h. die gerade Linie, die in der RieMung der constant 
bleibenden Geschwindigkeit durch den Punkt Zq) gezogen ist. 

Eine solche Bewegung eines Punktes nennt man eine gleichförmige. 


§ 4 . 


Die Bewegung eines materiellen Punktes ist ebenfalls im Allge- 
nioinen vollkommen bestimmt, wenn für ^ — 0 Ort und Geschwindig- 


keit und für jeden Werth von t die Werthe von 


gegeben sind. 


und allgemein 


Es sei für / = 0 : 



X 

— ^' 0 ; U 

= 2/», 

0 
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dx 



dz 


dt 



(V^x 


X = 

- V 

d^Z r. 

dfl 




dt^ ~ 


1?^ ’ 


dhj d^z 
dfi ’ dfi 


5) 


WO die mit dem Index (, versehenen Zeichen gegebene Oonstanten, 
A% Y, Z gegebene Functionen von x, y, z, t be- 

deuten, die für alle vorkommenden Werthsysteme ihrer Argumente 
üiiiwerthig sind. Iiitcgrirt man die Diüerentialgleichungen 5) und 
verfügt über die 6 dabei aiiftretendcn willkürlichen Constanten so, 
dass den für l = 0 geltenden Bedingungen genügt wird, so bestimmt 
man rr, y, z als Functionen von t. 

Die durch die (deichungen 5) delinirten Grössen A", Y, -Z nennt 
mau ilie Ciymponcnlcn nacli den Coordinatcnachsen der Beschlauniytmg^ 
der Punki, hat, odin* der bexcMenmgcmlen Kraft, die auf den Punkt 
wirkt. Die vXiisdriudve: Beschleunigung und beschleunigende Kraft 
wcn’den. wir ziiiiäclist als ganz gleichbedeutend ansehen und nach Will- 
kdr l)ald den ebion, bald den andern gebrauchen. Der Kürze wegen 
wulli'u wir (lal)ei das Beiwort hescfilaimgend fortlassen, aber stets 
liiii/.udeiiken, bis wir zur EinlÜhrung der sogenannten heivegmäen 
Ki'jirto kommen. Der Beschleunigung kommt eine gewisse Grösse 
und eine gewisse Richtung zu 5 ihre Grösse ist 

yx^ + , 

iliru ItichtüHg diejenige, die mit den Coordiiuiteiiachseii Winkel bildet, 
deren Gosiniis 


.V y y> 

//x‘^ + X*' ’ yy ’ + ^ 

siiid. iMii, andern Worten: betrachtet man X, F, Z als die rocht- 
wiukiigen Coordinaten eines Punktes in einem Coordinatensysteme, 
dessen Aclisen den Achsen der x, y, z parallel sind, so ist die Länge 
der von dem Anfangspunkte nach diesem Punkte gezogenen Linie 
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Diese Definition der Beschleunigung ist ganz entsi.recliond «hn- 
iehiffen die im vorigen § von der Geschwindigkeit gegeben ist; an 
sie lassen sich ganz ähnliche Betrachtungen knüpfen wie sie dort 
entwickelt sind. Führt man, wie es dort geschehen ist, neben dem 
Coordinatensystem x,y, z ein zweites ein, auf welches man i le 
gestrichenen Buchstaben bezieht und differentiirt die Gleichungen 1), 
die dann wieder gelten, zweimal, so erhält man 


d^x' 

d^y' 

dt^ 

d^z' 


= a. 


d^x 


dt^ 
d^x 

'JF 

d^x 

■■yi-iw 


-ßi 


dh/ 

■ “’S 

ß 

t 

+ yi'iF' 


, d<‘z 
+ «3 7 


+ ßä 

+ y:< 


dl^ 

d'^z 

dF 

dH 




oder bei Rücksicht auf die Gleichungen 5) und die diesen ent- 
sprechenden , welche die gestrichenen Buchstaben enthalten . 

X. = j JL cc^ Y “I“ ^ 

F' = ß,x+ß,r+ß,z 

und hieraus folgt, dass die Grösse und Richtung der Beschleunigung 
ebenso, wie die Grösse und Richtung der Geschwimligktiii, unab- 
hängig sind von dem Coordinatensysteme , auf welches man dir Ih‘ 
wegung bezieht. 

Wie im vorigen und in diesem § die ersten und zwtu'ieu Diflrnui 
tialquotienten der Coordinaten des bewegten ruiikies nach drr /auf 
eingeführt sind, so könnten auch die dritten und noch hiiluuHui ciu’ 
geführt werden. Die in der Natur vorkominenden Bewegungen sind 
aber erfahrungsmässig der Art, dass dadurch die .EinfacJilicii ihrer 
Darstellung nicht gewinnen, sondern im Gegcntheil vindiereii würde. 
Es hat das darin seinen Grund, dass, wie aus der Erfahrung hal 
geschlossen werden können, bei allen Bewegungen, di<j in der Natur 
vor sieh gehen, die zweiten Ditferentialquotienlien (hu* rourdinat(*n 
der materiellen Punkte nach der Zeit Eiinctionen der roordiiiaftui 
selbst sind. 


§ 5. 

Nach den gegebenen Definitionen sind wir schon ini Hiaiuh* (‘im* 
Klasse von Beweguiigsersclieinungen, die auf der Erde verkeinnuui, 
in sehr einfacher Weise und mit einem lioiicn Grade von ( Jenanigkidt 
zu beschreiben, die Bewegung fallender iiiul geworleuer Kiiriuu* näin 
lieh in so weit, als diese als materielle Punktti a,iig(‘.seh(.‘n wuuahui 
können, die Dimensionen ihrer Bahnen lui endlich khun gegen die 
Dimensionen der Erde sind und der Einüuss der Luft, so wie der 
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§ 5. Bewegung scliwerer Körper. 


ist die genannte Bewegung beschrieben durch den Ausspruch, dass 
auf die Körper in vertical abwärts gekehrter Richtung eine constante 
Kraft wirkt, eine Kraft, welche die Schwere genannt wird. 

Nimmt man die Achse vertical abwärts gekehrt an und be- 
zeichnet die Schwere mit g, so ist dieser Ausspruch gleichbedeutend 
mit den Differentialgleichungen 


(Px 

HW 


= 0 , 


d^y 

dP 


= 0, 



Die Integrale derselben sind: 


X — a a't 


y=b-\-h't 


vio a, c und a, b\ c 6 willkürliche Oonstanteii bedeuten, von 
denen die 3 ersten die Coordinaten des Ortes, die 3 letzten die Oom- 
ponenten der Geschwindigkeit zur Zeit / = 0 angeben. 

Zwischen x und y kann man durch Elimination von t eine lineare 
Gleichung bilden; cl. h. der Körper bewegt sich in einer verticalen 
Ebene. Nimmt man diese zur -Ebene, so wird x==0, und, elimi- 
nirt man aus den Gleichungen für y und .er die Zeit, so erhält man 
zwischen y und eine Gleichung, die y in den beiden ersten Po- 
iicnzen , in der ersten Potenz enthält. Hiernach ist die Bahn eine 
Parabel, deren Achse der .s-Achse parallel, also vertical ist. Ist noch 
= HO geht die .Parabel in eine verticale gerade Linie über. 


§ ö. 

Bin tui(l(n*cs l^eispiel, welches zeigt, welche Veremlächimg die 
B(is('Jir(‘il)uiig natürlicher Bewegungen durch die Einführimg des Be- 
grills (1er Krall erniJjrt, ist die Bewegung der Planeten um die Sonne. 
.I^s isi. (li(‘se jnit einem gewissen Grade der Genauigkeit beschrieben 
dureh die sogenannten KeplePsciien Gesetze; es wird uns gelingen 
<lies(‘ zusa.mme,n zu .lassen in einen Satz von grosser Einfachheit. 

Na.ch dem ersten Kcipler sehen Gesetze bewegt ein Planet sich so, 
(hiss sein von der Sonne gezogener radius vcctor in gleichen Zeiten 
gleich (i Flä(.'henräumc liesch reibt; nach dem zweiten ist die Bahn eines 
Planei-en (fme Ellipse, in deren einem BrG.unpunkte die Sonne steht. 

Wir nehmen die Ebene der Bahn zur cTy-Ebene; dann ist z=0 
und daher, wenn wir A', Y, Z die Uompouenten der auf den Planeten 
wirlv(m(!en Krall nennen, Z = 0; d. li. die Kraft ist der Ebene der 
.Ihihn parallel. Wir legen ferner den Anfangspunkt der Coordinaten 
in die Sonne und setzen 
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mit der näheren Bestimmung, dass r positiv sei. Es ist tlium /* die 
Länge des von der Sonne nach dem Planeten zur Zeit i gezogeiuui 

radius vector und (p ist der Winkel, 
den dieser mit der rr-Achse bildet und 
den er beschreibt, wenn er aus tler 
Lage, bei der er mit der .t-Achst* zu- 
sammenfällt, in die Lage, die er zur 
Zeit i hat, in dem Sinne gedreht wird, 
in dem die ^-Achse gedreht wenlen 
muss, um nach einer Drehung von 
einem rechten Winkel in die Achse zu fallen. Die Achsen der 
X und y denken wir uns so gewählt, dass (p mit der Zeit wätdisi. 

Die doppelte Fläche eines Dreiecks ist gleich dem IVucluct zweier 
Seiten und des Sinus des eingeschlossenen Winkels. Ist dieser 
Winkel unendlich klein, so kann er selbst für seinen Sinus gesedzi 
werden, vorausgesetzt, dass Einheit des Winkels der Wink<‘l von 

180 » 



ist. Diese Einheit führen wir ein für alle mal ein. Die duppeUe 
Fläche des Dreiecks, welches der radius vector des Planeten in dem 
Zeitelement dt beschreibt, ist dann r^dcp] wir setzen 

T^d(p^cdt\ !») 


nachdem ersten KepleFschen Gesetze ist dann c eine (Vmsiaufe, und 
nach der Annahme, die wir über die Lage der CoordinaliMiaeliMui 
gemacht haben, eine positive. Differentiirt man die (dcicliuiigmi Ht, 
so erhält man 

dx = cos 95 dr — r sin tp d(p 
dy = sin g? + r cos cp dcp ; 

multiplicirt man diese in geeigneter Weise mit den (ilejchuiigvn S) 
lind subtrahirt sie von einander, so ergiebt sich 


Nach 9 ) ist daher: 


xdy ~ ydx = r-dq). 


X 


dy 


y ~ 


dt dt 

und durch Differentiation dieser Gleichung erhält nuin 






■ y 




di- 


■■(), 


Bei Rücksicht auf die Gleichungen 5) hat man daher 

X-.Y^x:y. 

Diese Proportion spricht ans, dass die auf den Planetc 


Iviaft nach der Sonne io-f- rvrii-«,. 


n wirk<‘!idf‘ 


§ 6. Bewegung eines Planeten. 
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liat, (lass, wie man dieses ausdrückt, die Kraft eine von der Sonne 
ausgehende Anziehungs- oder Abstossungs- Kraft ist. Ihr ‘zufolge 
kann man setzen 

r ^ r ’ 

dabei ist dann der absolute Werth von E die Grösse der Kraft, und 
es ist diese eine anziehende, wenn E positiv, eine abstossende, wenn, 
E negativ ist. Multiplicirt man diese Gleichungen mit dx^ dy und 
addirt sie, so ergiebt sich bei Rücksicht darauf, dass 

X- y- — 

also xäx ydy = rdr 11) 

ist: Xdx -f- Tdy = — Edr. 

Die linke Seite dieser Gleichung ist aber nach 5) 

+ oder 


wenn man v die (uiscliwindigkeit des Planeten nennt. 

Ferner erhälL mau aus den Gleichungen 10) und 11), wenn man 
diese, natdidem die erste mit dl nuiltijdicirt ist, (jiiadrirt und addirt, 


Daraus folgt: 



12 ) 


Dies(^ Gleieliung v(U'l)iuden wir mit einer, die aus dem ziveiten 
1 r'sc.lnm Ges(d.ze si(*li (irgiebt. Es sei a die Hälfte der grossen 
Achse y c thh l<l\(!(miri(dtät <ler ellij)tischon Dahn, wobei dann a und 
r' Grr)ss(m sind und e kleiner als 1 ist. Die .r-xlchse sei die 

grosse Achs(‘ und .micdi dem Deriliel gerichtet, dem Punkte der Balm, 
(Fr (Fr Souiu^ am iiäelisten ist. Die Gleichung der Balm ist dann: 


od.T (.»: + (Ulf + J = «■ 

oder )'* 

Zi(*iit nuiii di(^ Wurzel uud berücksiclitigt, dass /* stets positiv ist, so 
(‘rh.'ill man lii(‘r;ius 




r -^ (( {\ C') ■ car. 


)a.rajis i’olgi, 

(Pr 

> . V /> 





(IP 

r 


(xFr nach L*>) 
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Erste Vorlesuag. 


. 

a(l-e») r' 

Dieser Ausdruck von R ist positiv; daher ist die aul' den Dhine 
wirkende Kraft eine von der Sonne ausgehende Anziehungskr 
Dieselbe ist ferner dem Quadrate der Entfernung von der Soi 

umgekehrt proportional. , ■ ’ i . . 

Wir wollen den für diese Kraft gefundenen Ausdruek liadu 
umformen, dass wir in ihn die TJmlaufszeit des rianeten einlülu 
Wir bezeichnen dieselbe durch T. Da cdt nach 0) das l)uiijHdie 
Fläche ist, welche der radius vector des Planeten in dem Zeiitdcm 
dt beschreibt, so ist cT das Doppelte der i hiebe, welche von 
elliptischen Bahn begrenzt wird; d. h. es ist 

cT = a^]/T^^2}C 

und daher nach 14) 

Nach dem dritten Kepler'schen Gesetze hat aber dan Verluiiti 
für alle Planeten denselben Werth; es folgt daraus, dass 
irgend einen Planeten 



ist, wo M für alle Planeten denselben coiivstiiriten VV(‘rf h lud , < 
in Worten: dass die Sonne alle Planeten mit Kriirteii anzi<*hi , dir 
Quadraten der Entfernungen von ihr umgeluihrt |»ro|H>riioruil siru 
Dieser Satz rührt von Newton her. Von ihm ausgidumd k: 
man durch eine Kechnung, die den umgekehrten WVg niinnd , 
diejenige, die wir durchgeführt haben, die Kejder sehen Ges<‘t/j‘ 
leiten. Er ist daher nur ein anderer Ausdruek dir dieseibt^ Sm 
als diese es sind, aber ein einfacherer. Die gri’issen* 
bildet indessen nicht den einzigen und auch niehi dmi wirbt ig 
Vorzug, welchen der Newton’sche Satz vor den KeplrrVu'hni 
setzen voraus hat; es liegt dieser darin, daSvS der Newiiui'sehr 
seinen Entdecker zu einem Gesetze leiten konnti», widehes rdlgnur 
und genauer ist, als er selbst und die Kepler ’seluui Grsei/.e; rir 
Gesetze, welches die Bewegung aller Himmelskörper in so w<*it, 
diese als materielle Punkte angesehen werden kiuinen und un; 
Kenntnisse reichen, genau darstellt. 

§ 7 . 

Um dieses NewWsche Gesetz aussprechen zu können, uiii; 
wir den Begriff der Kraft allgemeiner fassen, als wir es bis jetzt 
than haben. Die Ausdrücke Kraft und Beschlewuf/iiNg hai>en w ir 
jetzt als ganz gleichbedeutend gebraucht; nach der Verallgemeiiier 
des Begriffs der Kraft, die wir nun eintreten lassen wollen . 




§ 7. Zusammensetzung von Kräften. 
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wir das nicht mehr dürfen. Bis jetzt mussten wir sagen: es wirkt 
auf einen Punkt immer eine Kraft; jetzt werden wir uns des Aus- 
drucks bedienen: es wirken auf einen Punkt gleichzeitig mehrere 
Kräfte, oder es wirkt auf ihn ein System von Kräften. Wir werden 
dabei eine jede Kraft, gerade wie bisher, durch ihre Componenten 
nach den Coordinatenachsen bestimmen; so dass, wenn 

JPo; ^ 2 ; • • • Componenten von Kräften sind, die zusammen 
auf den Punkt (.x, y, z) wirken, diese Kräfte der Grösse und Rich- 
tung nach übereinstimmen mit den Linien, die vom Anfangspunkte 
der Coordinaten nach den Punkten gezogen sind, welche die Coordi- 
natcn Kj , Z^j . . . haben. Der Ausspruch, dass 

das bezeichnete System von Kräften auf den genannten Punkt wirkt, 
soll gleichbedeutend mit dem Ausspruche sein, dass die Bewegung 
des letzteren den Gleichungen 


'dF~ 


Xi -f- ^^2 + • • 


d^y 
dt 2 

d:^z 

dt'^ 


= ri + J"2-f-- 

— ■^1 + -^2 + • • 


15 ) 


gei i lävss geschieht. 

J^iu iS^/siem von Kräften, welche auf einen J hinkt wirken, ist 
ininim: ghhcliwerthig mit einer einfachen Kraft, die man die Resxdicmte 
des Hystenuis nennt. Sind A', P, 7j die Componenten nach den 
(.'oordinatenachsen d(ir Itesultante des bezeiclmeten Systemes, so hat 
man nach In) und f)): 

-I- + - • • 


Ks siml di(‘S(‘s di(^ ( I leicluingen , welche, wenn das System nur aus 
7AV(‘i Kräflnn besteht, den analytischen Ausdruck des sogenannten 
Salzes va/n Var aileloy ramm der Kräfte bilden. 

Ks isi, einleuchtend, dass, wenn man eine bestinimto Bewegung 
(‘in(‘s l?uiikt(js als ])edingt durch mehrere Kräfte ansieht, diese nicht 
einz(du bestiniint sind; nur die Resultante ist bestimmt; alle Einzel- 
kräftii l)is auf eine können beliebig angenommen und diese eine kann 
daun immer so gewählt werden, dass die Resultante der Beschleunigung 
wird. Aus der Bewegung allein kann die Mechanik nach 
imsrrcr A iiffassiing die Definitionen der Begriffe schöpfen, mit denen 
si<* es zu thun hat. Es folgt daraus, dass nach Einführung von 
i\r:iii«‘svsi,(‘m(ui an Stelle einfacher Kräfte die Mechanik ausser Stande 
i;s{ , rinr vollständige Delinition des Begriffs der Kraft zu geben. 
d’rot/Aem ist di<‘s(i KinfiUiruiig von der höchsten Wichtigkeit. Es 
benilii das daraul ., dass, wie die Erfahrumr irezemt hat. bei den natür- 
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Erste Vorlesung. 


liehen Bewegungen sich immer solche Systeme finden lassen ^ deren 
Einzelkräfte leichter angegeben werden können, als ihre Itesultaiiteii. 


§ 8 . 

Ein Beispiel hierfür bietet die Bewegung der Himnielskr>rper. 
Es seien 1, 2, . . die in Betracht kommenden Körper, f/ij , . Con- 

stanten, welche sich auf dieselben beziehen, rj 2 , . * die Ent- 
fernungen je zweier zur Zeit ihre Bewegungen sind dann ho, dass 
sie angesehen werden können als bedingt durch Kräfte, mit denen 
jeder auf alle übrigen wirkt, der Art, dass der Körper 1 den Körper 2 
mit einer Kraft anzieht, die 

^ 

ist. Dieser Satz ist das Newton'sche Gesetz. 

Wären nur 3 Himmelskörper vorhanden und kennzeiclnnm wir 
die Coordinaten derselben durch die Indices 1,2, 3, so wären hii‘r- 
nach die Differentialgleichungen ihrer Bewegung diese: 


^ Yn- 


dt^ 




?/2— Vi 

dt^ ^2 

d^Zy 


di^ 


= m. 


22 -Zl 


^ t/3 — '1/2 


' ns'’ 

_j_ ffi 

' •' ns” 

+ »h 

' r,3-i 


dc^ 

d% 

dt^ 

df>' 


‘3 —y'-r 

^23 


= m.3 


■■ nts 


«3 — Z2 




+ »h 

^21 

' 1!> 


^ = m 


dfi 

d^z, 

dfl 


■■ m. 


V 

n — % 

3 

^31 


;| ' - -2 

, 

21 

a-;, 

32* 

+ ^2-Ts-"' 

+ '"2 -~ n ’ 

'32 


Die Aufgabe, diese Differentialgleichungen zu in(,egrireii, wird das 
ProMem der drei Körper genannt. Sie ist mit Strenge bis j<dy,i, niehi 
gelost. Unser Planetensystem bildet ein noch schwierigeres l'nd.l.mi 
dar da die Zahl der Körper in ihm grösser als 3 ist. Durch Ilc- 
nuteung des Umstandes, dass bei jedem Planeten die yoii der Sonn., 
ausgehende Kraft, bei jedem Trabanten die von seinem Planeten aus- 
ge ende die andern auf ihn wirkenden Kräfte weit überwiegt, halxm 
die Astronomen trotzdem sich überzeugen können, dass clic lle- 

SrentsprechT sehr, genau dem Nowton’sel.nn 


Zweite Vorlesung. 


j Bewegung eines Punktes, der nickt frei ist. Einfaches Pendel. Bewegung 
öiae as System es von Punkten, für welches Bedingungsgleichungen gelten. Masse 
esiiie« materiellen Punktes. Bewegende Kraft. Lagrange’s Grundgleichungen 
dior ‘yechanik.) 

§1. 

Einen wesentlichen Nutzen leistet die Einführung eines Systemes 
won Kräften, die auf einen materiellen Punkt wirken, an Stelle einer 
auch in dem Palle, den wir nun betrachten wollen. Der Pall 
iist der, dass man von vorn herein eine Gleichung zwischen den 
CIlooi:r(linaten des Punktes, oder eine zwischen diesen und der Zeit 

hiseümt Das findet z. B. statt, wenn der Punkt in eine Schale von 

# 

Missi unter Gestalt gelegt ist und in ihr so sich bewegt, dass er mit 
iilr in Berührung bleibt. Kuht die Schale, so ist die Gleichung ihrer 
Obesdläche eine Gleichung zwischen den Coordinaten des Punktes-, 
xmixcl die Schale in bekannter Weise bewegt, so hat man eine Gleichung 
>04wjRchen diesen Coordinaten und der Zeit. Wir schreiben die gedachte 
C:}l(]3idiung 

<p (x, y, z, t) = c, 1) 

0 ( 1 ( 11 * 1 ' kürzer cp = c, indem wir durch c eine Constante bezeichnen. 
ilkinuL S|)rachg(d)rauche folgend, nennen wir sie eine Bedingtmys- 
und sagen: Der Punkt ist 7Ücht frei^ sondern gezwungen^ 
( li(s-(T Bedingung gemäss sich zu bewegen; wir verbinden mit diesen 
.\Aiis;( h'ücken aber keine andere Vorstellung als die, dass die Gleichung 1) 
f 1 )Osteli t. 

In (knu genjinnten Palle stellen wir die Bewegung des Punktes 
1 üs (liir(di zw(‘i Kräfte bedingt dar; wir setzen nämlich 


dC- 


X + 


dk 

d^z 

dl^ 


= r+ r, 


2 ) 


Die Coniponenten der ersten Kraft, Z, Y, Z, sollen vollständig 
{Tug o(>}reben , für die Coniponenten der zweiten, 7j, Zj, aber nur 
iAiis drücke aiil gestellt werden, die noch eine unbekannte Grösse, die 
i nemieu wollen, enthalten. Durch die Bedingungsgleichung 


Zweite Vorlesung. 
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lässt sich diese bestimmen. Aus derselben folgt näinlicdi, .1uh.s l'fir 


jeden Werth 

von 

i 



d(p 

dz 

* 




dq) 

dt 

0 d. 

h. -1^ 

ox 

dx 

dt 

1 d<p liy 1 

~r Sy dt 'T' 

dz 
dt 

+ 

' . (1 
( l 

und 

auch 









d^(p 


A 

dcp d^x 

_ J-. 

dtp d^y 1 J 

d^z 



dp 

= u Q. n. 

U 

d'x dt^ 


dy dt^ ’ 6 

h i 

dt^ 





+ 

d^cp f rficV 
dx"^ \ dt ) 

1 (^}/X 

• dy^ \dt J 

+ 

d'^cp 

'dz^ 

\,u 

:)’+ 



+ 

9 

dxdy 

dx 

dt 

dy ,n 

dy 

dt 

dz 

fit 


> dz tij' 

(JZe J' tii dt 



+ 

9 1 

dxdi 

ix . c) 

dt dydt dt 

+ 

2 / 
tj 

j 

i (t 

dz 

di 

ist. 

Substituirt man in die letzte Gleichung 

für 

d'^a 

dt^ 

tpy rpl .. 

^ dp ’ dp 


Werthe aus 2), so erhält man eine Gleichung, weicht» l tlurch 
und t auszudrücken erlaubt. JtMlc van thui 


d£ ’ dt ^ dt 


Componenten Zj , werden wir gleich A , niultiplicirl uiii «‘iunu 

von A unabhängigen Factor, setzen; die Gleichung für A wird dünn 

linear, es wird l und es werden Z^, Z, , also au(*h , 

eindeutig und als endliche Grossen bestiinini, vorauNgcsiU/d, dass 

der Coefficient von l in der genannten Ghuchuiig luVlit vcrschwind»*f. 
Die ganze Bewegung ist daher vollständig lH‘.stinnni, woun nncli di«* 
Anfangswerthe der Ooordinaten und Gescliwindigkt*ifscon‘|»<ui«*nl!*n 
angegeben sind. Diesen Schlüssen liegt die \h)raussid/,iuip mit /.n 
Grunde, welche im §4. der ersten Vorlesung ühm* «li«* ( '«>ni{M»n«‘ut«*n 
einer Kraft ausgesprochen ist und die ausnahmslos }icilM*!ialo*ii u«Tdrit 
wird, die Voraussetzung, dass diese Conijium'ntcn im allgfm»'ii!'d«*u 

Falle eindeutige Functionen von o;, y, c:, , / ni,|. .\l.s 

solche Functionen sollen Z, F, F, und di«* Kac.loivn \uu l in 
Fj, angegeben werden. 

Im Uebrigen können die zuletzt genauid(*n Faolnivii n.sn/ br 
liebig gewählt werden; immer ist die th*s(*hivibmur dm- 
eine vollständige. Wir wollen aber eine ganz spciuVll«* \\ alil tr^-flbui 
nämlich ^ n 

Z = A V 2 y ’ ^ n 

1 ^ dcc ’ 0 „ ’ , 

setzen, wodurch die Gleichungen 2) wenhni: 


dp 


= z + A ff . 


dt^ 


§ 1. Bewegung eines nicht freien Punktes. 
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Die Zweckmässigkeit dieser Wahl beruht auf zwei Eigenschaften, 
die die Gleichungen 4) besitzen. Die erste von diesen ist die, dass 
die Gleichungen ihre Form behalten, wenn das Coordinatensystem 
geändert wird. Um das einzusehen, bezeichne man durch 9 ?' die 
Function von x' y y\ Zy t, in welche cp übergeht, wenn man hier 
Xy y, z mit Hülfe der Gleichungen 1 ) der ersten Vorlesung durch 
x'j y' y z' ausdrückt, so dass 

cp' ^ cp 


eine mit Rücksicht auf diese Gleichungen identische Gleichung ist. 
Da aus der Auflösung dieser Gleichungen sich ergiebt: 


so folgt hieraus 


dx 

/V 

dy 

^ /y 


dx' 

— «1 

dx' 


dx '* 

dx 

=^1 • 

dy 

- = /3, 

—ß 

dl/' 

dy' 

dy' 

dx 

=?1 • 

dy 



Tz” 

dz' 

- = ^2 

-r 

dz' 

d(p' 

dx' 

II 

: «1 

, d<p 
dy 

“2 + -g j” 


dcp' 

dy 

c)cp' 

'dz' 


doc 

dcp 




dip 


3, 


5 ) 


Mult.i])licirt man die Gloicliungcn 4) mit «j, cc.^, oder (3,, ß.^, ß^ 
oder y,, y.,, und addirt sic jedesmal, so crliiilt man daher und, 
weil bei den gcmacditen Festsetzungen die Gleicliungen 6 ) und 7) der 
(n’si.(!n Vorlesung g(dten: 


dt^ 


= A"+ A 


dq>' 

d»'/ 


d^ij 

dt:^ 

d?z 

di:^ 


== r+ A 'K' 

dy 

= Z'+ A|f' 


Di(^ zweite Eigenschaft, welche die Gleichungen 4) auszeichnet, 
ist die, dass sie ihre Gültigkeit behalten, wenn man die Form der 
llediugungsgleiehung beliebig ändert, d. li. wenn man die Gleichung 
c^) = c ersetz! durch die Gleichung 

F = Oy 

WO F eine lieliebige Function von 9 , und C den Werth bedeutet, 
den diese iür 9 = c aiinimmt. Statt der Gleichungen 4) erhält 
mau dann 



Zweite 'Vorlesung- 


r + i-lj- 

■X 1 i.^4- aus riluifluiiig 

p = C oder, was oasseioe , 

ist. Da aber ^ ^ ,, ^ 

^ ^ ^^^ identisch mit den (Jleirhuugeu 4 ), 

so werden, die Gleichungen 6) idenüsch 

wenn man , 5 


-r+L-^ 


x4^ = ^ 


macht. . 1 j-g Gleichung <; '' 

übersetzen, werden wir sag • ^ ^ itührrnti vf’iii#^ //f' 

wegmg der Bedingung (p ^ ,„. 

Die Kraft, deren Oomponenten a , i 7/ ’ < = 

„idmen wi. dem sp«chB.wta i:,;,’;;:,,:;;:;.:; 

aaas der Pedet 8-«”«» ä“ ..'l:.. I,.' . d... 

mXd a dem .*,m.„,e,e„ .a„ , d,„., ., 

die Gleicbung ^ ^ 

* a. /'-i •»•'»'» 1 <'i { i: ^ I* I 'ft */.('* 1 1 liiH t 

1 4-^iu ia+* rlpTin wenn INoiiu*iit um . 



IjL • : 4 - == cos (iKc) : ci.s l/i//) : i'i'- t « > ; 

dx ' dy ' 'd~- 

ihre Grösse ist der absolute Werth von 


i*/.r|i"liili'* 


V(l-y +('?;)'+(■'’ >’ ■ 


1 ' V“- " ' 

Nicht unerwähnt möge bleiben, <la;ss .Ih- 'il.'.Hi 
die einzigen sind, welche die beiden Kigens.-hahm li;. 
nachgewiesen sind: zu gelten für jedes Conrd.nai. o 
Form der Bedingungsgleichung. Dte.sell)en higen-rli. 
Gleiclmngen 


jtni h:i 


^_z+x (* + /.'“; 'CU 


( J 


§ 1. Bewegung eines nicM freien Punktes. 
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(If +,.-'f/(||.)’+(^)V(|fy). 

wenn li eine Constante oder eine beliebig gegebene Function Yon 
/^("^) -j- ("ff) + ("*^) bedeutet. Diese Grleichungen sind; wenn 

sie an Stelle der Gleichungen 4) gesetzt werden, wirklich wohl ge- 
eignet zur Beschreibung gewisser Bewegungen, solcher Bewegungen 
nämlich, bei denen, wie man sagt, eine Reibung sich merklich macht. 
Wir halten indessen die Gleichungen 4) fest wegen ihrer grösseren 
Einfachheit. 

§ 2 . - 

Die im vorigen § besprochene Methode wollen wir zur Be- 
schreibung der Bewegung eines einfachen Pendels benutzen. Es besteht 
ein solches aus einem Körper, der als ein materieller Punkt betrachtet 
wird und der an einem festen Punkte mit Hülfe eines Fadens auf- 
gehängt ist. Der Faden wird als unausdehnbar angenommen, sein 
Einfluss im Uebrigen vernachlässigt. Wird der Körper in geeigneter 
Weise in Bewegung gesetzt, so bewegt er sich so, dass er auf der 
Kugelfiäche bleibt, die mit der Länge des Fadens um den Auf- 
hängungspunkt beschrieben ist. Eine solche Bewegung wird voraus- 
gesetzt. Sind ferner noch die Annahmen erfüllt, die bei der Unter- 
suchung eines freien, geworfenen Körpers im § 5 der ersten Vor- 
lesung ausgesprochen sind, so ist die Bewegung des Pendelkörpers 
durcli die Aussage beschrieben, dass auf ihn die Schwere wirkt, 
während er gezwungen ist auf der genannten Kugelfläche zu bleiben. 

Führt man ein Ooordinatensystem ein, dessen Anfangspunkt der 
Aoriiängepunkt, dessen ^r-Achsc vertical abwärts gerichtet ist, und 
nennt / die Länge des Fadens, so ist diese Behau.ptung durch, die 
folgenden Gleichungen ausges] )rochen : 


d-x 

df 

d^y 

di'^ 

d'^z 

d Ir 


— Xx 
= Xy 
~ y Xz 


8) 


_|_ fß -f = l'\ 

Aus der letzten von diesen folgt 

xdx + ydy -f- zdz — 0, 

und daher aus den ?> ersten, indem mnn sie mit dXy dy, dz multi- 
jdicirt, addirt und integrirt: 

dx^ -j- dtß -f- dz' — {2g z -f- h) df, 9) 

wo h eine willkürliche Constante bedeutet. 



18 


Zweite Vorlesting. 


Multiplicirt man die beiden ersten der aieichungen 8) mit ~ y 
und -f Xf addirt sie und integrirt, so erhält man 

xdy — ydx = cdtj K)) 

wo c eine zweite willkürliche Constante ist. 

Nun führe man statt der rechtwinkligen Coordinaten Polar- 
coordinaten ein; man setze: 

o; == / sin 'O’ cos w 

y = / sin '9’ sin iv 11) 

Z == / cos 

woraus folgt 

dx = l cos cos wd%' — / sin '9’ sin wdw 
dy =>l cos # sin wd^ + ^ sin cos todio 
dz = — l sin %'dd'. 

Man hat daher 


dx^^ + dy^ + dz^ == 72 (d^^ + sin 2 ^dxv^) 
xdy — ydx == P sin^ ^dw, 
und die Gleichungen 9) und 10) werden: 


72 (^7'9’2-|- sin 2 %dw^') = (2^7 cos d' + //) df' 


Hieraus folgt 


72 sin2 ^dtv == cdL 



cos -f- 


h _ 

■ 


12 ) 


Durch Integration dieser Gleichung kann man als (dlipiisrln* 
Function von l ausdrücken. Hat man ^ gefumkin, so (n*g{rhi, sich 
w durch nochmalige Integration aus der zweiten der Gleichungon 12). 

Ist c = 0, so folgt aus der zweiten der Gleichungen 12) ir - ■ eonst,, 
nach 11) geschieht die Bewegung dann in einer vc^riicalmi Khone 
und nach der ersten der Gleichungen 12) ist 

(^)=_2 fc.S»+l. 

Je naeh dem Werthe von h ist die durch diese (;i<‘ielnm^' darije 
stellte Bewegung der Art, dass der absolute Werth von ft mit der 
Zeit unbegrenzt wächst, oder der Art, dass zwischen einem 
Mimmuni und einem Maximum hin und her geht. Wir wollen nur <len 
zweiten Fall verfolgen, den Fall, dass das Pendel Sclnohu,wy,rn aus- 
tuhrt. Bezeichnen wir die Amplitude der Schwingungen', d'. I, den 

grössten Werth von durch «, so ist = 0 für tt = also 
nach 13): 


0 = 24 cos« + 4. 

i ' p 


§ 2. Pendelscliwmgungen. 

Zieht man diese Gleichung von 13) ab, so erhält man 

4 ^ (sin’- ~ - sin^ • 
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Setzt 


man 


sin - 


sin 


sin ipj 


so erffiebt sich hieraus 


di 


=/? 


dnp 




■ sin^ ~ sin^ 'ifj 


Ist T die Dauer einer einfachen Schwingung, so findet man J, in- 
dem man diese Gleichung von ^ — — cc bis = -[- d. h. von 

== — bis i/; = integrirt; es ist also 


T: 




d'tp 


0 ]/l 


1 — sin^ ~ sin^ 'if; 

Ist CC nur Iclein, so ist bei Vernachlässigung seiner vierten Potenz 

1 + l- sin‘ “ sin'^ 'tjj- 


da. lern er 


/ 


1 — sin^ - fiiii* 'ij) 


7t 

4 


SO wird (la.im 


oder auch 


j sin- 

T = « // ' (l + 1 su>' ”) 

(i + S)- 


Isi. (( iineiidlicli Ivl(u'n, so wird 


I = 7 t> 

Der Pa, 11 unendlich kleiner Schwingimgen lässt sich auch ohne 
die Voraiisseiziingj dass sic ebene sind, leicht vollständig behandeln. 
\V<vnn die Schwingungen, d. h. wenn x und y unendlich klein sind, 
so ist (‘s auch / c ; und zwar ist dieses von der zweiten Ordnung, 
wenn jeu(‘ von der ersten Ordnung unendlich klein sind, wie aus der 
vicu'ien der Gleichungen 8) hervorgeht. Die dritte dieser Gleichungen 
sprielii daher aus, dass bis auf Grössen der zweiten Ordnung 
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ist, und die beiden ersten geben; 
iPa; 

dfi ~~ l 




di^ 


Die allgemeinen Integrale dieser Differentialgleichungen sind: 


ic == ö: sin j/y a' ■— t 
y = & sin 


wo flf; Z?, a, d' willkürliche Constanten bedeuten. Eliminirt man 
aus diesen beiden Gleichungen indem man die in ihnen vor- 
kommenden Sinus und Cosinus berechnet und die Summe der Qua.» 
drate der gefundenen Werthe = 1 setzt^ so findet man als Gleichung 
der Bahn des schweren Punktes die Gleichung einer Ellipse. Die 
Dauer eines Umlaufs ist^ wie sich aus den Ausdrücken von x und y 
ergiebt, 


§ 3 . 


Wir fassen jetzt den allgemeinsten Pall ins Auge, der in der 
Mechanik materieller Punlcte zu betrachten ist. Es handle sich um 
ein System materieller Punkte, die wir 1, 2, . . . neunen wollen. 
Die Buchstaben x, y, z mit den Indices 1, 2, . . . mögen ihre 
Coordinaten zur Zeit i bezeichnen. Zwischen diesen und der Z(iit 
sollen von vorn herein n von einander unabhängige Gleichungen 
bekannt sein, die wir 


9? == c, ■4> = e, . . 14^ 

schreiben, indem wir unter (p, i>, . . Functionen der sämmtlielien 
Coordinaten und der Zeit, unter c, e,. . Constanten verstehen. Don 
Differentialgleichungen der Bewegung der Punkte wollen wir eine 
Form geben, die der Form entspricht, in der wir im § 1 die Diffeivm- 
tialgleichungen der Bewegung eines Punktes, der cino- Bedingung 
unterworfen ist, anfgestellt haben. Die Bewegung eines jeden Punkies 
stellen wir als durch n + 1 Kräfte bedingt dar; von den sämmtlielien 
in Betracht kommenden Kräften soll für jeden Punkt eine vollstämlic. 
angegeben, für die übrigen sollen Ausdrmcke aufgestellt werden die 
zusammen n unbekannte Grössen enthalten. Wir setzen nämlicJi 


d^Xt 

dl^ 

dfi 


= x,+ 


I dep 

7 «! dOSi 

X d(p 

nit dyi 


+ 

+ 


dili 

dx'i 

diji 

8i/i 


+ 

+ 



§ 3. Bewegung eines Systemes verbundener Punkte. 
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l 

d^> 

1 


dp 

dfi'" 

— -^1 ^ 


dzi 



dzi 


— y Ju 

X 

dq) 

, 4_ 


dp 

dt^ ~ 



das 2 



di/z 


— 17^ r. 

% 

dg> 

4- 


d'<l) 

dt^^ ~ 

— r 2 -t 

^2 

dyz 


^2 

8’ji 


15 ) 


Fjy Zi, X 2 P Kj, . . sind hier die Oomponenten der Kräfte, die 
in jedem Falle, auf den die Gleichungen angewendet werden, voll- 
ständig angegeben werden sollen als Functionen der Coordinaten und 
Geschwindigkeitscomponenten der Punkte und der Zeit; • • 

positive Goiistanten, die gleichfalls angegeben werden sollen ; A , . 

die 71 Unbekannten, die ihre eindeutige Bestimmung finden durch 
die )ip in Bezug auf sie linearen, Gleichungen 

_ A _ A 

dfi ~ ’ di^ ^ ‘ > 

die nach dem Muster der Gleichung 3) zu entwickeln sind. 

Die Gleichungen 15) gelten für jedes rechtwinklige Ooordinaten- 
system. Der Beweis hierfür ist in derselben Weise zu führen, wie 
die entsprechende Tliatsaclie in § 1 bewiesen ist, dadurch, dass die 
Gleicliungen, die auf jeden Punkt des Systems sich beziehen, mit cc^, 
a^p ^3 oder , ß.yj ft oder y^p y^ multiplicirt und jedesmal 
addirt werden. 

Die Gleichungen 15) gelten auch für jede Form der Bedingungs- 
gleichungen, mit welchem Namen wir wieder die Gleichungen 14) 
belegen; d. li. sie gelten auch, wenn man diese ersetzt durch die 
Gleichungen 

F = Cp Cr = Ep . , 


wo Fp Cp . . 71 von einander unabhängige Functionen von q)p 11 ^, , , p 
und Cp Ep . . die constanten Werthe bedeuten, die sie annehmen für 
(p = c, p ^ e, . . . Für die Grössen A, . hat man dann nur 
andere zu setzen, die Lp Mp 


genannt werden mögen und die aus 


den Gleichungen 




dJ<[ 
d(p 
d V 
dip 


+ M a H 

ZU bestininien sind. Die liichtigkcit dieser Behauptung leuchtet ein, 
wenn man erwägt, dass, wenn x irgend eine der Grössen 
x.jp , . . . bedeutet, 


16) 


I ? 


d/'' I 

da: dep dp das ' 

dC^ dG dep I All. JL 

da: d(p da: dp da: ' 
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also, wenn die Gleichungen 16) erfüllt sind: 




dG 


+ 


= 2 


d(p 

dx 




dx 


ist. 

Wir bemerken ; dass die Geltung der Gleichungen 15) für jedes 
Coordinatensystem oder für jede Form der Bedingungsgleichungen 

aufhören würde, wenn statt des gleichen Factors — , der in den aut 


den ersten Punkt bezüglichen Gleichungen verkommt, verschiedene 
Factoren in einer Verticalreihe oder in einer Horizontalreihe gewählt 
wären. Auf der Hand liegt übrigens, dass die Gleichungen 15) nicht 
die einzigen sind, die die eben bewiesenen Eigenschaften besitzen; 
nach dem Muster der Gleichungen 7) kann man leicht solche bilden, 
die sie auch haben; und die Gleichungen 15) verlieren sie auch nicht, 
wenn man die Grössen . . nicht als constant, sondern als 

beliebig veränderlich annimmt. Durch eine solche Verallgeineinerung 
der in Rede stehenden Gleichungen würde man aber, der Erl'ahrung 
zufolge, für die Einfachheit der Beschreibung der natürlichen Be- 
wegungen nichts gewinnen. 


Die Grössen m^, m^, - ■ nennen wir die Blassen der materiellen 
Punkte 1,2,.. 


Mit der Form der Gleichungen 15) und der Bezeichnung nehmen 
wir noch eine Veränderung vor. Durch Multiplication mit m ^ , m ., , . . 
schaffen wir die in ihnen vorkommenden Nenner fort; es treten dann 
die Producte m^I^, m^Z^, m^X^, . . auf; die.se l'ro- 

ducte sollen nun durch Z,, Zj, . . selbst bezeie.hnet und 

die Componenten nach den Coordinatenachsen der heweyenden Kn'ifle 
genannt, werden, die auf die Massen . . oder die materiidicn 

Punkte 1, 2, . . wirken. Heber den Begriff einer bewegend(;u Krall, 
den wir hiermit einführen, können wir Folgende, s .sagen: .Mine Ije- 
wegende Kraft entspricht immer einer beschleunigenden; ihr kommt 
wie dieser eine gewisse Grösse und eine gewisse Richtung zu; die 
Richtungen beider stimmen überein; die Grosse der bewegetiden 
Kraft ist gleich der Grösse der beschleunigenden, midtiplieirt milder 
Masse, auf die sie wirkt; bewegende Kräfte, die gleichzeilig auf einen 
Punkt wirken, setzen sich gerade so zusammen, wie l)e.sehieunigende. 
Es ist bisher ausschliesslich von beschleunigenden ,Kr;Ut(*ji <li(‘ 
gewesen; es wird von jetzt an ausschliesslich von bewegenden Krällen 

die Rede sein und der Kürze wegen das Beiwort beweyend forb 
gelassen werden. 


Wenn wir sagen, dass auf ein System von Punkten, deren i/a,se, 
y m,, . . sind, und für tvelche die Bedingumjen m = e. th .... 
esiehen^ Kräfte wirken ^ deren Componenten F, Z Y r 
sind, so soll dadurch hiernach ansgedrückt sein, dis dk^Bew<>gun. 


§ 3. Gleicliungen von Lagrange. 

der Punkte den folgenden Gleicliungen gemäss geschieht: 


m 

m 

m 

m. 


d?Xy 

‘ dfi 

1 dh 
<3^-1 

1 dfl 

■2 'Tfi' 

2 dt^ 


^'. + J 4!- + (.*- + 


Syi 

dtp 


Syt 

dtp 




+ 


jr, + z 


dxi 






+ 
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17) 


(p = c, ^ . 

Es sind dieses die Grundgleichungen der Mechanik materieller Punkte, 
die zuerst von Lagrange in seiner analytischen Mechanik aufgestellt 
sind. 

Die Grössen l , A , A .sind die Componenten einer 

Kraft, die auf den Punkt 1 wirkt; man bezeichnet sie als eine Folge 
davon, dass der Punkt 1 gezwungen ist, sich der Bedingung (p — c 
gemäss zu bewegen. Es sei, um ein naheliegendes Beispiel zu be- 
trachten , 

(P = ((aJi — x^y + iUi — , 

‘ wodurch ausgedrückt ist, dass die Punkte 1 und 2 mit einander fest 
verbunden sind. In Folge dieser Verbindung wirken dann, wie man 
sagt, auf die Punkte 1 und 2 Kräfte, deren Componenten 


A - 

^2) 7 

^(2/1 - 

-2/2)^ 

X (Zj — Z2) 

A - 


^(2/2 - 

- 2 /|); 

X (Z2 Zj) 


sind, Kräfte also, die dieselbe Grösse haben, und deren Eichtungen 
die beiden Richtungen der Verbindungslinie von 1 und 2 sind. 



Dritte Vorlesung. 

(Das d’Alemljert’sche Prinoip. Arbeit. Das Hamilton’scbe PrincijJ. Poten- 
tial oder Kräftefunction. GleiehgewicM. Das Prinoip der virtuellen Vcr- 
rückungen.) 

§ 1 - 

Die in der vorigen Vorlesung für die Bewegung eines Systemes 
materieller Punkte aufgestellten DifFerentialgleichungen 17 ) setzen die 
Einführung eines rechtwinkligen Coordinatensystemes ^ welches be- 
liebig gewählt sein kann, voraus. Dieselben lassen sich, wie nun ge- 
zeigt werden soll, auf eine Form bringen, bei welcher eine Beziehung 
auf ein solches Coordinatensystem gar nicht vorkommt. 

Wir fassen die Lage der Punkte ins Auge, die einem bestimm- 
ten Werthe von t entspricht, und denken uns die Punkte aus dieser 
unendlich wenig verschoben. Dabei mögen die Coordinaten , yp ? 
X2» ^2) • • ^^2; *^^2? • • wachsen. Diese 

Componenien der Verrückungen sollen, ausser dem dass sie unendlich 
klein sind, nur der Bedingung genügen, dass sie mit den Bedingungs- 
gleichungen ^ = c, f = Cj . . vereinbar sind; damit ist gemeint, 
dass sie den Gleichungen 

genügen, in denen x irgend eine der Grössen x^j x.,j g^j • • 

bedeutet, und das Zeichen U andeutet, dass die Summe in Bezug auf 
alle diese zu nehmen ist. Solche Verrückungen nennt man virtuelle 
im Gegensätze zu den wirklichen, actuellen, die in einem Zeiteleniento 
di stattfinden. Es möge hervorgehoben werden, dass hierbei keines- 
wegs der Pall ausgeschlossen ist, dass die Zeit in den Bedingimgs- 
gleichungen 9 == c, ^ = e, . . vorkommt, in welchem Falle der Aus- 
druck die Verrückungen sollen ?nit diesen Gleichungen vereinhar sein an 
sich keine bestimmte Bedeutung hat; seine Bedeutung wird dann erst 
festgesetzt durch die Gleichungen 1). Virtuelle Verrückungen sind 
dann solche, welche den Bedingungsgleichungen gemäss sind, wenn 
die Zeit in diesen als constant betrachtet wird. Ist z. B, ein Punkt 
gezwungen auf einer Kugelfläche zu bleiben, die mit gegebener Ge- 
schwindigkeit fortschreitet, so ist eine virtuelle Verrückung des Punktes 
eine solche, die ihn auf der ruhenden Kugel fortführeii würde. 



§ 3. Das Hamilton’sche Princip. 
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Multiplicirt man die Differentialgleiclmngen 17) der vorigen Vor- 
lesung mit . . und addirt sie, so erhält 

man bei Rücksicht auf die Gleichungen 1): 

+ + Z)Sz, 2) 

WO die Summe in Bezug auf alle Punkte zu nehmen ist. Diese 
Gleichung ist, wenn man hinzufügt, dass sie für alle virtuellen Ver- 
rückungen gelten soll, ganz gleichbedeutend mit jenen Differential- 
gleichungen 17). Wir haben sie aus jenen hergeleitet, es lassen sich 
auch jene aus ihr herleiten, d. h. es lässt sich zeigen, dass es Grössen 
A, . . giebt, die die Gleichungen 17) erfüllen, wenn die Gleichung 2) 
für alle Werthe der dx besteht, die den Gleichungen 1) genügen. Es 
geschieht das durch eine Betrachtung, die der Theorie der linearen 
Functionen angehört. 

Der durch die Gleichung 2) ausgesprochene Satz heisst das d*Alem- 
bcrt'sclie Princip, 

§ 2 . 

Wir wollen die Gleichung 2) noch umgestalten. 

Den Werth von 

JCdx+ Fdy + ZSz 

nennt man die Arbeit der Kraft (JT, F, Z) für die Verrückung (d'.r, dy ,Öz) 
ihres Angriffspunktes; dieselbe ist, wie man sieht, wenn man die Grösse 
der Kraft und die Grösse der Verrückung einführt, gleich dem Pro- 
ducte dieser beiden und dem Cosinus des Winkels, den die Richtungen 
beider mit einander bilden. Sie ist unabhängig von dem Coordinaten- 
System und ist positiv oder negativ, je nach dem Vorzeichen des ge- 
nannten Cosinus. Hat man ein System von Kräften, die auf ver- 
schiedene Punkte wirken oder denselben Angriffspunkt haben, so 
nennt man die in Bezug auf sie genommene Summe 

^ (Ädx + Fdy + Zdz) 

die ArbeiL des Systenics für die gedachten Verrückungen. Haben die 
Kräfte denselben Angriffspunkt, so ist ihre Arb<ht gleich der Arbeit 
ilirer Resultante, da die Componenten nach den Coordinatenachsen 
der Resultante gleich den Summen der entsprechenden Componenten 
der Einzelkräfte sind. 


§ 3 . 

In der Gleichung 2) wollen wir 

2 {Jdx + Vdi/ + Zdz) = ü' 3) 

setzen, also mit (/' die Arbeit der Kräfte (Äj F, Z) für die gedachten 
Verrückungen bezeichnen. 
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Die Grössen x, z sind Punctionen der Zeit; auch die Grössen 
dy; 8z können und wollen wir als Functionen der Zeit ansehen, 
die nur unendlich klein sein und den Bedingungen 1) genügen müssen. 
Man hat dann . 


dt^ dt \ dt ) dt dt ^ 

Wenn bei gleich bleibendem Werthe von i sich x um äx ändert^ so 
ändert sich auch ; wir werden den Zuwachs, den es erfährt, durch 

dt * 

d 4t- bezeichnen. Aus dieser Definition folgt 

dt 

^ dx • d{x-\-Bo^ dx d8x 

^ ~di Tt dt dt 


Es ist daher 


dx d8x 
dt dt 


^ ^ 4^ oder auch = 

dt dt 





wenn allgemein durch Vorsetzen des Zeichens 8 die Aenderuug be- 
zeichnet wird, die der dahinter stehende Ausdruck dadurch erleidet, 
dass X, z um 8x, 8y ^ 8z geändert werden. Die Gleichung 4) ist 
hiernach : 




Für X kann hier auch y oder ^ gesetzt werden. Da ferner, wenn 
man die durch das Zeichen 8 bezeichneten Aenderungen Varkämicm 
nennt, die Variation einer Summe gleich der Summe der Variationen 
ihrer Theile ist, so folgt hieraus 




di dt 




Die in dem letzten Gliede dieser Gleichung vorkommende Suniine 
nennen wir die lebendige Kraft des Systems und bezeiclmen sie durcJi 
T\ es ist dann 

(*,) 

wenn v die Geschwindigkeit bedeutet. Hiernach und nach der 
Gleichung 3) wird die Gleichung 2): 

Die rechte Seite dieser Gleichung enthält keine Beziehung auf ein 
Coordinatensystem und auch die linke enthält eine solche nur schein- 
bar, da 
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das Product aus der Geschwindigkeit v in die Verrückung (.dxj dy, 8z) 
und den Cosinus des Winkels ist, den die Richtungen beider mit 
einander bilden. 

Mit der Gleichung 7) nehmen wir endlich nun noch die Aenderung 
vor, dass wir sie mit dt multipliciren und integriren zwischen 2 be- 
liebig zu wählenden Werthen von die wir und nennen wollen. 
Wir erhalten dann 

[2 -S- + S 

fo tQ 

wo das Zeichen auf der linken Seite des Gleichheitszeichens die 
Differenz der Werthe bedeutet, die der in den eckigen Klammern 
stehende Ausdruck für t — und t — annimmt. Nun wollen wir 
den Variationen 8x, 8z die neue Beschränkung auflegen, dass 
sie sämmtlich für t — t^ und t = verschwinden; dann wird 



Der Satz, dass diese Gleichung gelten muss für alle unendlich kleinen 
Variationen der Oerter der Punkte, welche mit den Bedingungen 
verträglich sind, denen die Bewegung unterworfen ist, und welche 
für t == /(j und t = verschwinden, heisst das HamiUon' sehe Prmcip, 
Wir haben dasselbe aus dem d'AlemberPschen Principe, d. h. aus der 
Gleichung 2) abgeleitet; überzeugen wir uns nun, dass auch das 
Umgekehrte möglich ist. 

Bei Benutzung der in 3) und 6) gegebenen Definitionen und der 
identischen Gleichung 5) wird die Gleichung 9): 

0 dl 2 ('« — ^10 ö'a; + (m - — F) öy + {m - Z) öz. 

Erwägt man nun, dass die Werthe der 8x, dy, 8z für alle Zeit- 
elemeiite bis auf eines, die in dem Intervall von t = bis / = 
liegen, — 0 angenommen, in diesem einen aber beliebigen virtuellen 
Verrückungen gleichgesetzt werden können, so sieht man ein, dass 
für dieses eine Zeiteleinent die Gleichung 2) bestehen muss; sie muss 
immer bestehen, da dieses Zeitelement beliebig gewählt werden kann. 

Da-s ilaniilton’scho Princip, das dAleinberPsche und die Lagrange- 
schen DiiTerentialgleichungen (die Gleichungen 17) der vorigen Vor- 
lesung) sind dalier vollkommen gleichbedeutend. 

§ 4. 

Der grosse Nutzen, den das Hamilton'sche Princip gewährt, be- 
ruht darauf, dass man mit seiner Hülfe in die Differentialgleichungen 
der Bewegung eines Systemes materieller Punkte statt der recht- 
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winkligen Coordinaten andere Variable verhältnissmässig leicht ein- 

führen kann. , , 

Es seien i)j-, • • irgend welche Grössen, die die Oerter der 

Punkte bestimmen; durch welche, mit andern Worten, die sämmt- 
lichen X, y, z ohne Hinzuziehung anderer Variabein ausdrückbar sind. 
Ist X eine der rechtwinkligen Ooordinaten eines der Punkte, so ist dann 

I dos dpz I 

~di dVi di ^ di 

und 

wo die Differentialquotienten • als Functionen von />, , p .. , • • 

zu denken sind. Die Kraftcomponenten Z, F, Z, die in dem in .‘5) 
für V gegebenen Ausdrucke verkommen und im Allgemeinen Func- 
tionen der Grössen x, 4t und t sind, werden daher, bei Einführung 
der p, Functionen der Grössen p, und /; U' selbst also eine lineare 
homogene Function der dp, deren Coefficienten von den p, und 
t abhängen. Ferner wird T eine homogene Function zweiten (irades 
der , deren Coefficienten von den p abhängen; 8T also eine ho- 
mogene lineare Function der Grössen dp und 8 oder, was das- 
selbe ist, deren Coefficienten die Grösseny; und enthalieii. 

Es ist hiernach dT-\- ü' von der Form 


2'(Wj+0^), 1») 

wo die Summe in Bezug auf alle dp zu nehmen ist, luid wo /' und 
Q abhängig sind von den Grössen p, und L 

Die Grössen^ brauchen nicht unabhängig von einander zu sein; 
es können zwischen ihnen und der Zeit Bedingungsgleichungen lie- 
stehen. Die Gleichung 9) soll dann nur erfüllt werden für virtuelle 
Variationen dp, d. h. für solche, die diesen Beclmgirngsgleicluuigini 
entsprechen, wenn in ihnen die Zeit als constant betraclii.et wird. 
Diese dp lassen sich darstellen als lineare homogene Fiuictionen von 
voneinander unabhängigen, unendlich kleinen Grössen, die . . 

genannt werden mögen, und deren Anzahl gleich ist der Diirereiiz 
der Anzahl der Grössen p und der Anzahl der zwischen diesen be- 
stehenden Bedingungsgleichungen; die Coefficienten der Grössen f in 
diesen Functionen hängen ab von den Grössen p inul der Zeit. 
Differentiirt man die Gleichungen, welche die Grössen dp in der ge- 
dachten Weise darstellen, nach/, so erhält man für die Grössen 



§ 5. Potential. 
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j e 

lineare homogene Functionen der Grössen a und — , deren Coeffi- 

cienten die p, und i enthalten. Die Folge davon ist, dass der 
in 10) für dJ-j- U' aufgestellte Ausdruck 





wird; wo die Summe in Bezug auf alle e zu nehmen ist und die 
Grössen R und S von den p, und von t abhängen. Nach 9) 
muss daher 


^0 


11 ) 


für beliebige unendlich kleine a seiU; die nur der Bedingung genügen, 
für l — /q und = zu verschwinden. Es ist aber 






und daher die Gleichung 11) 

Da nun die Grössen a ganz beliebig gewählt werden können; abge- 
sehen davon, dass sie für die Grenzen des Integrales verschwinden 
sollen, so folgt hieraus durch eine Schlussweise, wie sie bei der Ab- 
leitung des d’Alembert^schen Principes aus dem Hamilton'schen an- 
gewandt wurde, dass der Coefficient eines jeden a verschwinden muss, 
dass also die Diöerentialgleichungen der Bewegung die Gleichungen 


sind. 


dS_ 

di 


§ 5. 

In einem Falle, der oft sicli der Betrachtung darbietet, lässt die 
tlleiclinng 9), die das Hamilton'sche Princip ausspricht, sich noch 
auf eine etwas einfachere Form bringen. Der Fall ist der, dass die 
durch die Gleichung 3) defiiiirte Arbeit U' gleich der, der gedachten 
Verrückung entsprechenden Variation einer Function der Grössen, 
welche die Lagen der Punkte bestimmen, und der Zeit ist. Eine 
solche Function, wenn sie existirt, heisst das Poienllal der Kräfte 
oder auch die Kräflcfwicüon. Bezeichnen wir sie mit U, so ist also 

U'=dU 12) 

und die Gleichung 9) lässt sich schreiben 
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Nennt man das Integral, dessen Variation hiernach verschwinden soll^ 
Sl, so ist diese Gleichung eine nothwendige Bedingung dafür, dass 

ein Maximum oder ein Minimum ist. Ist x eine der recht- 
winkligen Coordinaten eines der Punkte, und wäre dSl nicht Null 
für ein System virtueller Variationen so erhielte man aus diesem 
durch Umkehrung aller Vorzeichen ein zweites System virtueller 
Variationen, und zwar eines, für welches SSI den dem früheren ent- 
gegengesetzten Werth hätte. Durch Variation der Grössen x könnte 
daher Ä sowohl vergrössert als verkleinert werden, wäre also weder 
ein Maximum noch ein Minimum. Es ist aber die Gleichung 13) 
nicht die hinreichende Bedingung dafür, dass Sl ein Maximum oder 
ein Minimum ist. 

Ist wiederum x eine der Coordinaten eines der Punkte, und Ä 
die entsprechende Componente der auf diesen wirkenden Kraft, so 
ist nach 12) und 3) 

^ = 14 ) 

• Es ist hieraus ersichtlich, dass, wenn ein Potential existirt, die Krälfe 
nur von den Coordinaten und der Zeit, wie das Potential selbst, ab- 
hängen können, nicht aber von den Geschwindigkeiten. 

Aus 14) folgt auch, dass, wenn zwei Systeme von Kräften, von 
denen einem jeden ein Potential zukommt, zusammen wirken, aiudi 
ein Potential existirt, und zwar eines, das die Summe der Poteutiah» 
ist, die den einzelnen Systemen entsprechen. 

Sind die Kräfte vollständig und als einwerthige Punctiouen der 
Coordinaten und der Zeit gegeben, so findet man das Potential, wenn 
ein solches existirt, durch Integration nach den Coordinaten; daljei 
tritt eine willkürliche, additive Constaiite auf; es wird das Pot(?niial 
also nur bis auf eine additive, von den Coordinaten unabhängige 
Grösse, die aber willkürlich gewählt werden kann, Ijekaunt. Dalnn’ 
kann auch der Fall eintreten, dass das Potential als eine melirwerili ige 
Function sich ergiebt. 

Beispiele, in denen ein Potential vorhanden ist, Juiberi wir einige 
schon zu betrachten gehabt. • 

Bei einem Punkte, auf den die Schwere // wirkt, und d(*ss(‘ii 
Masse m ist, ist, wenn die z-Achse vertical abwärts gekehri, ist, 

X=0, Z==0, Z^?nrj, 

Diese Gleichungen lassen sich zusammenfassen in die eine 

U == m^z. 


§ 6. Das Princip der virtuellen Verrückungen. 
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wenn 

r* = a;2 + 4- z« 

ist, m die Masse des Planeten, M die Masse der Sonne bei passend 
gewählter Einheit der Masse bedeutet, und der Anfangspunkt der 
Coordinaten in der als ruhend gedachten Sonne liegt. Hier kann 
man setzen 

j-T m M 


Bei einer beliebigen Zahl von Himmelskörpern, die nach dem New- 
tön^schen Gesetze auf einander wirken, gilt bei einer Bezeichnungs- 
weise, wie sie schon am Ende der ersten Vorlesung benutzt ist, die 
Gleichung 





? 


WO die Summe in Bezug auf alle Combinationen zu je zweien der 
Massen zu nehmen ist. 


§ 6 . 


Die Ruhe ist ein specieller Pall der Bewegung. Den Theil der 
Mechanik, der sich mit ihm beschäftigt, hat man Blatik genannt, 
den anderen Ihjnamik, Um auf den Pall der Ruhe zu kommen, 
müssen wir annehmen, dass die Anfangsgeschwindigkeiten Null sind, 
dass in den Bedingungen 9 ==^, .. die Zeit nicht vor- 

kommt, und dass die wirkenden Kräfte der Art sind, dass die Be- 
schleunigungen, die sie ergeben, verschwinden. Von Kräften dieser 
Art sagt man, dass sie mit einander im Gleicligewichle stehen. ^Als 
Bedingung des Gleichgewichts folgen aus den Lagrange'schen Glei- 
chungen 17) der zweiten Vorlesung die Gleichungen 


d^) 

dx^ 

+ 


df 

dxf 

+ 

dcp 

c>yi 

+ 


d'ip 

hh 

+ 

dcp 

dz, 

+ 


d'ip 

dz. 

+ 

dtp 

dx2 

+ 


d'tp 

dx2 

+ 

^ == 

e, 


, 



0 === -{“ X 

0 = + A 

0 = + A 

0 = JV) -f- A 


9 = 

Nach dem d'Alembert'schen Principe, also der Gleichung 2), ist 
dieselbe Bedingung die, dass für alle virtuellen Verrückungen 


0 = 2 
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ist d h die Arbeit der sämmtlichen Kräfte verschwindet. Der 
Sa4, dass dieses die Bedingung für das Gleichgewicht ist, iulirt den 
Namen des Princips der virinellen Verrückungen (oder auch (Meachiohh 
äigkmten). Haben die Kräfte ein Potential U, so ist die Bedingung 
für ihr Gleichgewicht die, dass für jede virtuelle Verrückung der 


ist- eine Gleichung, die erfüllt sein muss, wenn U ein iVla.viniun. 
oder ein Minimum ist, die aber nicht immer ein solclie.s .Maximum 
oder Minimum zur Folge hat. 



Vierte Vorlesung. 

(Satz von der lebendigen Kraft. Stabilität eines Gleichgewichts. Sätze 
von der Bewegung des Schwerpunktes. Bewegung eines Systemes um seinen 
Schwerpunkt. Plächensätze. Drehungsmomente.) 

§ 1 . 

Aus den allgemeinen Gleichungen für die Bewegung eines Syste- 
mes materieller Punkte^ die wir in den beiden letzten Vorlesungen 
aufgestellt haben, wollen wir nun unter gewissen Voraussetzungen, 
die die Bedingungen betreffen, welchen die Bewegung unterworfen 
ist, einige Schlüsse ziehen. 

Die erste Voraussetzung, die wir verfolgen, ist die, dass die Be- 
dingungen die Zeit nicht enthalten. Dann sind die Verrückungen, 
welche die Punkte bei ihrer Bewegung in einem Zeitelement ät er- 
leiden, virtuelle Verrückungen, wie aus der Definition hervorgeht, 
(He von diesen in den Gleichungeir 1) der dritten Vorlesung gegeben 
ist. Tu (len dort ausgefilhrten Ltechnungon Ivanii man daher überall 
statt des Zeielicns d das Zeichen d s(d,zon, welidies si(3]i auf die Ver- 
iliulerungeii bezieht, die bei der Ixitrachteten Bewegung in dem Zeit- 
elenuuite dt stattlindeu. Thut man das in der Gleichung 2) und 
ink’igrirt dieselbe, so findet man 

= y 2 

wenn und 1\ die Werthe der lebendigen Kraft zu dem beliebig 
g(;wählten Zeiten und /j bedeuten. Es ist der Begriff der Arbeit, 
dnreb die Gleichung B) der dritten Vorlesung, bisher nur für unend- 
lich kleine Verrückungen definirt; wir verallgemeinern diesen Begrifi' 
jetzt; wir wollen auch von der Arbeit von Kräften für endliche Ver- 
schiebungen ihrer Angriffspunkte sprechen und darunter verstehen 
die Humme der Werthe, die die Arbeit für die unendlich kleinen 
Verschiebungen hat, aus welchen die endlichen zusammengesetzt wer- 
den. können. Die Gleichung 1) lässt sich dann dahin aussprechen, 
dass der Zuwachs, den die lebendige Kraft des Systemes in irgend 
einem Zeitintervall erleidet, gleich der Arbeit der wirkenden Kräfte 
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erfahren. Dieser Satz wird der Satz von der Mmurujni Kraft 

Haben die wirkenden Kräfte ein Potential, U, und enthalt dn-ses 
die Zeit nicht, so ist die rechte Seite der Gleichung 1) (he Dillen-nz 
der Werthe, die V f ür < = h und ^ = hat; die Gleichung lässt 
sich daher schreiben j,. 

WO h eine Constaiite bedeutet. Ist ü eine einwerthige FuiKttion, so 
folgt hieraus, dass, wenn alle Punkte des Systemes in Lag<‘ii zuiüeJv“ 
gekehrt sind, die sie schon früher einmal hatten, aucli die hdxnuligc» 
Kraft den Werth wieder angenommen hat, den sie (lanials lH‘sa.ss. 
Dieser Satz ist unter dem Namen des Satzes von der 'Rrlmltnntj der 
lebendigen Kraft hek&nnt 

Wirken keine Kräfte oder stehen die wirkenden Kräft(‘ Immer 
im Gleichgewicht, so ist die lebendige Kraft coiistant. 


§ 2 . 

Von der Gleichung 2) wollen wir nun auf die Lehre vom (Jli‘ich 
gewicht eine Anwendung machen, die von üirichlet ang(‘g(‘b(*n isi 
(Crelle’s Journal, Bd. 32, p. 85). Bei der in der vorigem N'orlesiing 
gegebenen Definition des Gleichgewichts ist bereits aiigod’üliri, dass 
von einem solchen nur die Rede ist, wenn die Bedingungtm von drr 
Zeit unabhängig sind, die Voraussetzung also erfüllt isi, dio (Imi Br 
trachtungen des vorigen § zu Grunde liegt. Um die (il(*iciiung !,fi 
anwenden zu können, nehmen wir ferner an, dass die wirkenden Kraft r 
ein Potential, U, haben, das die Zeit nicht enthält. Nach (‘iiirr am 
Schlüsse der vorigen Vorlesung gemachten P>ein(U'kniig limhd dann 
ein Gleichgewicht zwischen den Kräften für eine La,g(^ des Svsirnir> 
statt, für welche U ein Maximum ist. Kür eine solclic Lage hat da,. 
Gleichgewicht eine ausgezeichnete Kigeiisclial’i, die iliin hdill, umn 
ü statt eines Maximums ein Minimum oder wiahn- das rinr imrh «las 
andere ist, eine Eigenschaft, in Folge deren c‘s m’n slt/fdlfs grmninl 
wird. Um diese Eigenschaft zu erkeimen, denlom wir uns das Sv-hnu 
zur Zeit ^ == 0 in einer Lage, die unendlich wamig von der grdarh 
ten Gleichgewichtslage abweicht, und nehmen an, dass allr Punkt*- 
unendlich kleine Geschwindigkeiten hositzen. Es s<‘i /' , drr 
Maximumswerth von Z7, der also der Gleichgewiciiislagv (mt.spnVjif , 
Nach der Gleichung 2) ist dann 

eine Constante, und zwar eine iniendlich kleine ( !oiisia,ni(‘, da- für / o 
sowohl T als ü,ri — ü unendlich klein sind. Bea,chiei man nun, da-. 
T eine positive Grösse ist, so kann man liim’aus schlicsscn. da^ 
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üm — U im Laufe der Zeit nie einen positiven endlichen Werth an- 
uehinen kann. Führt man aber das System aus der Gleichgewichts- 
lage^ oder einer dieser unendlich nahen, über in irgend eine am etwas 
Endliches verschiedene Lage, so durchläuft, wie aus dem Begriffe des 
Maximums sich ergiebt, TJ^x — V endliche positive Werthe. Daraus 
tblgt, dass bei den gemachten Annahmen das System sich nur un- 
endlicli wenig von der Gleichgewichtslage entfernt. Dabei bleibt 
auch 7’, mithin die Geschwindigkeit eines jeden Punktes unendlich 
klein. 


§ 3. 

Wir wollen nun annehmen, dass die Bedingungen, denen die 
Bewegung der Punkte unterworfen ist, der Art sind, dass sie eine 
Verschiebung dieser in der ßichtung der a;-Achse ohne Aenderung 
ihrer relativen Lage gestatten. Auf eine solche Verschiebung, deren 
Grösse u' genannt werden möge, wollen wir die Gleichung 2) der 
dritten Vorlesung, welche das crAlembert'sehe Princip ausspricht, 
anwenden. Wir haben dann in dieser 


dkr ==: II ^ 8y — 0, 8z — 0 

m s(‘tz(rn- dadurcli erhalten wir bei Fortlassung des Factors u': 



(VKx 

dl- 


= 2JÄ. 


3 ) 


Wir ivKU'ken an, dass die Arbeit der wirkenden Kräfte für die ge- 
(lacJiie VerriM'.lvung » 

= 7i'2JX 4) 

isiu 

Ist Vers(4n'(d)ung des Systemes ohne Aenderung der rela- 

iiv<ui Lag(^ der ibinkte aucli in der llichtung der //-Achse und der 
.■’~A(dis(‘ möglich, so (indet man eixmso: 




m 


ir 


und 




ö) 


Wir nehnnm mit diescji Ghnclningen noch enne Veränderung durch 
di(‘ l^ünli'ilirnng einiger neuer Zeiclien, vor. Wir setzen: 


M== 2Jm, 

MX=~-U?nxy /lltj — Umf/j M^=Z!?nz- G) 


ma,n nennt dajin /// die /Ur/ssr drs Si/sfrmc,s\ (Joordiiiaten 

s(;in(‘s Srfupc/'piin/drs. Es ist einleuchtend, dass nach dieser Deiinition 
(b‘r S(diw(U’punki, (‘ines Systemes unabhängig von dem Coordinaten- 
systeme ist, das man zu seiner Bestimmung benutzt; denn führt man 
iKilam dem System der a;, ?/, z ein zweites, das der .r', i/\ z' ein, wie 
wir rs schon melirmals getlian haben, multiplicirt die Gleichungen 1) 
d(M* <‘rst(m Vorlesung, die dann gelten, mit /;/, summirt in Bezug auf 
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alle Punkte des Systemes und setzt dann, entsprechend den Glei- 
chungen 6): 

Mt' = Mn = Emy% Ml' = Umz, 

so erhält man durch. Division mit M\ 

r = + «2^ + ^3? 

5 ' = ^ + + ^ 3 ^? 

also diejenigen Gleichungen, welche ausdrücken, dass t j j 

tf n 7 t Coordinaten desselben Punktes in den beiden benutzten 

Systemen sind. 

Da die Massen positive Grössen sind, so ist der Schwerpunkt 
eines Systemes von Punkten ein gewisser mittlerer Punkt; d. li. jede 
Coordinate desselben liegt zwischen der kleinsten und der grössten 
der entsprechenden Coordinaten der einzelnen Punkte. 

Es ist nützlich zu bemerken, dass bei der Berechnung der Lage 
des Schwerpunktes gegebener Massen beliebige Gruppen dieser iu 
ihren Schwerpunkten concentrirt gedacht werden können; und dass 
der Schwerpunkt von Massen, die auf einer Geraden liegen, auf der- 
selben Geraden sich befindet. Die Richtigkeit der ersten Behauptuug 
folgt unmittelbar aus der in den Gleichungen 6) enthaltenen Deliui- 
tion; die der zweiten ergiebt sich, wenn man hinzuiiinimt, dass di(‘ 
Gerade, auf der die Massen liegen sollen, zur .r-Achse genoiuuum 
werden kann, wobei dann ^ = 0, = 0, also auch t; == 0 utid 

g = 0 wird. 

Bei Benutzung der nun definirten Zeichen werden die Glei- 
chungen 3) und 5): 

es sind hierdurch die sogenannten Sätze von der Betocymuj des Sr/nrer- 
punkts ausgesprochen. Man kann diese in den einen Satz zu.suiuiiieu- 
ziehen, dass der Schwerpunkt eines Systemes von Massen so sicli lic- 
wegt, als ob in ihm alle Massen vereinigt wären und aut ihn alle 
Xräfte wirkten. Beliebigen Bedingungen kann dabei die Bew(!gung 
des Systemes unterworfen sein; nur müssen sie Verschiebungen in 3 
auf einander senkrechten Richtungen ohne Aenderung der relativen 
Lage der Punkte gestatten. 

Sind die wirkenden Kräfte der Art, dass ihre Arbeit für eine 
der a'-Achse parallele Verschiebung gleich Null ist, so ist nach 4) 
21A = 0; diese Gleichung und die beiden entsprechenden, die sieh 
auf die y-Achse und die 2 - Achse beziehen, sind erfüllt, wenn (li(! 
Kräfte ein Potential haben, das nur von der relativen ijage der 
Punkte abhängt; in der That ändert sich da.s Potential dann nichi. 
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§ 4. Bewegung eines Systemes um seinen Schwerpunkt. 


wenn alle entsprechenden Coordinaten der Punkte um dieselbe Grösse 
verändert werden. Es ist das z. B. der Pall bei unserm Planeten- 
system, wenn man von der Einwirkung der Fixsterne absiebt. Die 
Gleichungen 7) geben dann 


0 = 0 

dt^ 


-^ = 0- 
dt^ 


d. h. der Schwerpunkt bewegt sich in gerader Linie mit gleich- 
bleibender Geschwindigkeit. Man nennt diesen Satz den Satz von 
de?' Erhaltung der Bewegung des Schwerpunkts. 

* Wirkt auf die Punkte des Systemes die Schwere und keine an- 
dere Kraft y so werden die Gleichungen 7); wenn man die 2 :- Achse 
vertical abwärts gekehrt annimmt, 


^ 0 


d. h. der Schwerpunkt bewegt sich auf einer Parabel, wie ein ein- 
zelner schwerer materieller Punkt. Ein Beispiel hierfür bietet ein 
starrer^ schwerer Körper, der angesehen werden kann als ein System 
fest mit einander verbundener materieller Pimkte; dass die Zahl dieser 
eine unendlich grosse ist, ist unwesentlich. 


§ 4. 

Die angeführten Beispiele zeigen, dass bisweilen die Bewegung 
des Schwerpunktes eines Systemes materieller Punkte sich in beson- 
ders einfacher Weise angeben lässt. Es empllehlt sich dann die Be- 
wegung der Punkte nicht zu beziehen auf ein im Raume festes 
Coordinateiisystem, sondern auf eines, dessen Anfangspunkt der be- 
wegte Schwerpunkt ist, und dessen Achsen unveränderliche Richtungen 
haben. Auf ein solche^ Coordinateiisystem sind aber nicht unmittel- 
bar die allgemeinen Gleichungen, die wir für ein festes aufgestellt 
haben , anwendbar. 

Führen wir neben dem im Raume festen Coordinateiisystem der 
. 1 ;, y, z ein zweites bewegtes, das der x\ y', z\ ein, der Art, dass 
für jeden Punkt 

X = y 2 : == § + z' 

ist, wo rj, ^ gegebene Functionen der Zeit sind. In den neuen 
Coordinaten lautet dann die Gleichung 2) der dritten Vorlesung, die 
das d’Alenibort’sche Princip ausspricht; 

ö - 2 (-»-'S +”•41---’^)«*' 

+ 47 ^ + ® 41 “ ~ 
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Vierte Vorlesung, 


und diese Gleichung muss für alle virtuellen* Variationen ^ ö y dz 
bestellen; d. b. es kann das d^Alembert^sche Priucip in derselben Form 
auf das bewegte, wie auf ein ruhendes Coordinatensysteni angewaiuli 
werden, falls man zu jeder Kraft (JT, K, Z) die Kraft hinzufügt, deren 

Oomponenten — m , — m m sind. 

Ist der^ Punkt (1, ri, t) der Schwerpunkt eines Systenies von 
Massen, für welche der Satz von der Erhaltung der Bewegung des 
Schwerpunkts gilt, z. B. der ‘ Schwerpunkt unseres Planetensystems, 
so sind die bezeichneten Zusatzkräfte gleich Null; um den Schwerpunkt 
bewegen sich die Massen dann also gerade so, als ob dieser riilite. 

Ist (I, 71 ,' l) der Schwerpunkt eines Systemes materieller Puiiktn, 
auf welche die Schwere und keine andere Kraft wirkt, und wcdehe 
so mit einander verbunden sind, dass in den Eichtiingen der Coor- 
dinatenachsen Verschiebungen ohne Aenderung ihrer relativen Lag(^ 
möglich sind, so gelten, wenn die z- Achse wieder vertical abwärts 
gerichtet angenommen wird, die Gleichungen 8); zugleich ist aber 
X=0, P = 0, Z^7ng', 

daraus folgt dann, dass die Punkte um ihren Schwerpunkt so sieh 
bewegen, als ob gar keine Kräfte auf sie wirkten und ilir Sehw(‘r- 
punkt in Ruhe wäre. Einen speciellen, hierher geliürigtui hall bildef 
die Bewegung eines starren, schweren Körpers. 


§ 5 . 

Nehmen wir endlich an, dass die Verbindungen der Ihinkh‘ des 
Sjstemes so beschaffen sind, dass sie eine Dreliuug um di(‘ Acdise 
ohne Aenderung der relativen Lage der Punkte gestathni. S<‘(z(*ii wir 
a: ^ cos ff , y = p siii ff , 

‘so entspricht einer unendlich kleinen Drehung um die j-Aclis(‘ eim* 
Vergrösserung der sämmtlichen, auf die einzelnen PunJde des Sj simnr.. 
bezogenen Winkel ff um dieselbe unendlich kleine (f rosse, die /■' ge- 
nannt werden soll. Für eine solche Drehung ist daher 

da; = — p sin ff • Srj == p cos ff • r d z 0, 

= — yr', =a;r'; 

diese Werthe können also bei der gemachten Aiinahim^ als virliedio 
Variationen in die Gleichung 2) der dritten Vorlesung gt;seizt werdon. 
Bei Fortlassung des Factors r' erhält man dadurch 

2 ® - y 'ht) ~ y I 

Wir merken au, dass die Arbeit der wirkeudeu Krilile für di,, ov 
dachte Drehuns^ 

o 


= r' (nf-V V\ 


5, Die Plächen-Sätze. 
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ist 5 den Factor von r in diesem Ausdrucke, also die recMe Seite der 
Gleichung 9) nennt man das Breliunrisinoinent der wirkenden Kräfte 
in Bezug auf die Achse. 

Nim ist, wie wir schon bei der Erörterung des ersten Kepler- 
scheu Gesetzes in der ersten Vorlesung gesehen haben, 



uud Q- d%' ist das Doppelte der Fläche, welche der radius vector q in 
dem Sinne, in dem & wächst, während des Zeitelements di beschreibt. 
Es lässt sich hiernach die Gleichung 9) in die Form bringen: 

Sie spricht den sogenannten Flächensalz für die -Ebene aus. 

Ist das Drehungsmoment der Kräften'n Bezug auf die 0 - Achse == 0, 
so wird die Gleichung 11) integrabel und giebt; 

Den hierdurch ausgedrückten Satz nennt man den auf die a;y-Ebene 
bezüglichen Salz von der Erhallnng der Flächen. 

Die Betrachtungen, die wir für die 3 -Achse durchgeführt haben, 
gelten iiueli für die a> und die y- Achse, wenn man die Zeichen 
passend vertauscht. 

[.laben die Kräfte ein Potential, welches nur von der relativen 
Lage der Puiikto abhängt, so ändert sich dieses nicht bei einer 
Drehung des Systeines um irgend eine der Coordinatenachsen ; das 
Drehungsiuonient der .Kräfte in Bezug auf jede der Coordinatenachsen 
ist daher ■•== 0; gestatten die Verbindungen der Punkte eine Drehung 
um jede Ooordinatenachse, so gilt daher der Satz von der Erhaltung 
der Lläclien für jede Ooordinatenebene. Ein Beispiel hierfür bietet 
unser l^Ianetensystem. 



Fünfte Vorlesung. 

(Bestimmiing der Lage eines starren Körpers. Unendlich kleine Verrück ung 
eines solchen. Schrauhenbewegung. Abhängigkeit der Drehungymomente eiiiCK 
Kräftesystems von den Coordinatenachsen. Hanptdrehungsmoment.) 

§ 1* 

■ Wir haben in der vorigen Vorlesung; um aus dem d'Alembcrt- 
schen Principe Folgerungen zu ziehen; gewisse unendlich kleine Ver- 
rückungen betrachtet; welche ein System materieller Punkte; die lesi. 
mit einander verbunden sind, erleiden kann; nämlich eine Verschiebung 
in einer gewissen Richtung und eine Drehung um eine gewisse Achse. 
Wir wollen jetzt die allgemeinste unendlich kleine Verrückung ins 
Auge fassen, die bei einem solchen Systeme möglich ist. 

Wir führen zwei rechtwinklige Coordinatensystenie eiii; von 
denen das eine mit dem gedachten Systeme, oder mit dem Kör per ^ 
wie wir dieses nennen wollen, fest verbunden, das andere im Itaunui 
fest ist; x, y, z seien die Coordinaten eines Punktes des Körpers 
im ersten, > 2 ? S die desselben Punktes im zweiten Systeme. Es 
ist dann 

n = ß + ßix-i- + ßsz 1 ) 

g = y -j- yja: + 72«/ + y3Z, 

wo die 12 Grössen a, ß, y von der relativen Lage der Goonliiiatnn- 
systeme, also von der Lage des beweglichen Körpers abhängoii. 1 )i(‘ 
Grössen a, ß, y ohne Index sind die Werthe, die ^ ITir .r o, 

y — 0, z~0 haben; die 9 übrigen sind die Cosinus der Winkd, 
welche die Achsen der x, y, z mit den Achsen der t;, 'c, bildi'ii. 
Aus dieser geometrischen Bedeutung der genannten Grössen lölgl, 
dass umgekehrt 

a; = «1 (I - ß) + /?! (■rj _ ^3) -j- (^ _ y) 

y = «2 (I - ß) + (j? — ^) + y., (g - y ] 2 | 

^ = «3 (1 — «) + ^3 C’?- ^) + y, (5 — y) 

ist. Sowohl durch die Gleichungen 1), als durch die Gleicluiugon 2) 

muss die Gleichung 

(I - ß)2 + (i? — ßf + (§ — yf = -f >/ -f 


§ 1. Bestimmung der Lage eines starren Körpers. 


zu einer identischen werden. Daraus ergiebt sich: 

«1^ + ßl^ + = 1 CC^CC^ + -f ^2^3 = 0 

«2= + ß^i ^y2=l + ß^ß^ -I- = 0 3) 

«3^ "f" ßs^ “f" ys* =1 *^2 4" ^2 + yi ^2 ~ ö 

und 

« 1 ^ + « 2 * + « 3 * == 1 ßiri + ß2r2+ ßsr-i^o 

= 1 yi«:i + y2«2 + y3«3 = 0 4) 

yi'-* + y2^ + r^- = i ^ißi + ‘>‘ 2 ß 2 + «si^s = o. 

Es sind dieses 6 von einander unabhängige Relationen zwischen 
den 9 genannten Cosinus in zwei verschiedenen Formen. Es fiiessen 
aus ihnen noch andere, die wir gebrauchen werden. Löst man 
die Gleichungen 1) nach rr, i/j z auf, so erhält man Gleichungen, 
welche mit den Gleichungen 2) identisch sein müssen. Hieraus folgt, 
wenn man 


^ = «1 iPiVz — ß-iVi) + ßi (y2«3 — y3«2) + 7x (« 2/*3 — « 3 /^ 2 ) 5} 

setzt , 

a = ^ 2^3 Pa 72 


ßt (y2«3- 

- ya«: 

ßtVs — 

PsVa 



72 0^3 — 


L“" J 






Quadrirt und addirt man diese Gleichungen, so erhält man bei Rück- 
sicht auf die Cleichungen 3) 


da nach diesen 




{^2 + ^2^ + 72) + Vz') (^2 ^3 + /^2 /^3 + 72 73)^ = 1 

d. h. 

{ßtV-i — ßi7‘2? + (y2«3 — + («2Ä — « 3 ^ 2 )' = 1 

ist. Der Werth von J kann + 1 <^der — 1 sein, kann aber nicht 
bei der Bewegung des Körpers sich sprungweise ändern. Wir denken 
uns den Körper in der Lage, bei der die rr-Achse mit der ^-Aclise, 
die //-Achse mit der 7 ;- Achse dieselbe Richtung hat*, dann ist = 1, 
= -j- 1 oder == — 1, während die G andern Cosinus ver- 
schwinden, wie aus den Gleichungen 3) und 4) mit Leichtigkeit ab- 
ziilciten ist; d. h. die --Achse hat dieselbe oder die entgegengesetzte 
Richtung als die Achse. Im ersten Falle ist, wie 5) zeigt, ^ == -f- 1, 
iin zweiten — 1. Es sollen die Coordinatensysteme der x, ?/, 2 : 
luid der ^ &o gewählt sein, dass der erste Fall stattfindet, dass 

sie, wie man sagt, congruent sind, wenn die rr- Achse der Achse, 
die 2 /-Achse der i^-Achse, die 2 -Achse der g-Achse entsprechend an- 
genommen wird. Dann ist also 
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Fünfte Vorlesung. 


«1 = 1^2 

A = 72 «3—^3 ^2 

7i = «^2A-“ ^aÄ* 

Die Gleicliungen 1) bleiben uDgeändert, wenn man in ilineri die 
ludices i, 2, 3 und gleichzeitig die Buchstaben^; y, 2' cyldiscli ver- 
tauscht; bei einer solchen Vertauschung bleibt auch z/ ungeänderi, 
wie die Gleichung 5) zeigt; man darf sie daher auch in den 
Gleichungen 6) vornehmen und erhält dadurch; 

^^2 = ßzrt - ßiVz ^3 ^ßir2- 

/52= 73«1--“ 7i«3 /53= 7iÖ^2— 72^1 ) 

72 =^zßi— ßs 73 == ß2 - ^2 ßl‘ 

Zwischen den 9 Cosinus Uj ßj y bestehen 6 von einander unab- 
hängige Relationen; sie müssen sich also durch 3 von einander un- 
abhängige Grössen ausdrücken lassen. Wir wollen sie jetzt so aius- 
drücken. 

Zwischen ß^p y^ besteht die eine Gleichung 
+ ßs^ + 73^ = 1 5 

wir können diese Grössen durch 2 von einander unabhängige Grr>ss(‘n 
‘ü’ und (p ausdrücken ; indem wir setzen 

ci'3 = cos (p sin S' 

ß.. = sin (p sin '9* 

73 = CÖS 

wodurch jene Gleichung erfüllt wird. Durch ^9 und 9; sind cc.,^ ß.., y., 
eindeutig bestimmt; das Umgekehrte liiidet aber nicht slaili. Aiissrr 
deiB; dass 9 und q) um beliebige Vielfache von 2jr veniieJirL wunbui 
köDueii; kann das Vorzeichen von 9 beliebig gewählt weu-drn^ wiuiii 
^^3; ßi} 73 gegeben sind. Wechselt man das Vorzeichen von 9-^ so 
hat man <p um tc zu vermehren. Bei einer specielleii Lage des 
Körpers sollen nach Willküi; so weit sie nach dem eben A ngoriihrieu 
gestattet ist, die Werthe von 9 und 9 gewäJilt werden; f’ür j(‘d(! 
Lage; die stetig aus jener hervorgeht; wird daun jede I lnl)(‘sliiuniL 
heit in den Werthen von 9 und (p durdi die iH‘.sis(dzring gidiohmg 
dass diese stetig mit der Lage des Körpers sich äud(;rn ; voraiisgeselzL 
dass diejenigen Lagen vermieden werdeii; in denen 9 Nidl otiin' (du 
Vielfaches von 7t und daher (p unbestimint ist. Es liahen 9 und (/. 
einfache geometrische Bedeutungen; 9 ist ein Winkel; den die c-Afhs(‘ 
und die ^Aclise mit einander bilden; (p ein Winkel, den (dne dundi 
die g-Achse gehende Ebene beschreibt, wenn sie aus einer Lage*, lua' 
der sie der Achse parallel ist, in eine Lage, bei der sie der >Ach.s(‘ 
parallel ist,, in dem Sinne gedreht wird, in dem sie um eimm reichten 
Winkel gedreht werden muss, um der n-Achse naralid vm wonho, 
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§ 1. Bestimmung der Lage eines starren Körpers. 


Es sind O’ und 9 Polarcoordinaten auf einer Kugelfläclie des Punktes, 
der der Richtung der z- Achse entspricht, deren Pol der Richtung 
der Achse entsprechend ist; der Winkel g? wird von dem grössten 
Kreise, der die g^-Ebene darstellt, ab gezählt. 

Zwischen den Cosinus besteht die Relation 

wir erfüllen sie , wenn wir setzen : 

y^ = COS f sin d'j yo '— sin / sin O’, ^3 = cos <0’. 

Sind y^j y.^j gegeben, so ist hierdurch /’ bis auf ein hinzuzu- 
fügendes Vielfaches von 2 :7i; bestimmt, 
da d' bereits bestimmt ist. Es hat / 
eine ähnliche geometrische Bedeu- 
tung wie gp ; es ist ein Winkel, den ^ 

eine durch die z- Achse gehende 
Ebene beschreibt, wenn sie aus einer 
Lage, bei der sie der u;- Achse pa- 
rallel ist, in eine Lage, bei der sie 
der §-Achse parallel ist, in (?cm Sinne 
gedreht wird, in dem sie um einen 
recliton Winkel gedreht werden muss, 
um der ;//-Achse parallel zu werden. 

Es sind und /' Polarcoordiuaten 



auf einer Kugelfläche des Punktes, der die Richtung der g- Achse 
aiigiebt, deren Pol durch die Richtung der z- Achse bestimmt ist, 
während der grösste Kreis, von dem aus der Winkel /' gerechnet 
winl, der crr-Ebene parallel ist. 

Aus dcji f) (irössen /tj, y.^ y, , y.^ lassen sich nun die 4 anderen 
^17 <^‘>7 ß\7 ß* ilülfe der Gleichungen G) und 7 ) eindeutig be- 
reclmen; diejenigen von diesen G Icichimgeu , welche und ß., aus- 
drücken, geben 

«1 (> — ?s’) = — 
ßz (1 - n’) = — «»ri — ßzYzyz--, 
diejenigen, welche cc.y und ausdrücken , 

«2 C — + ßz7i 

/^i (I - y.VO = «;!?■> — Air iy:i- 

Substitiiiri man hier Für ß.^^ y.j, y,, y.^ ihre Wertlie, so hebt sich 
iler Factor I - y..’ d. h. siir d' fort; man hat daher: 


= — cos (p cos f cos d' — sin (p sin / 

— sin <p cos /' cos d' -p cos (p sin / 

y^ = cos f sin d' 

™ cos cp sin /* cos + sin gp cos f 

~ — yül (p yiu /' COS d' — COS <P cos / 


8 ) 
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Fünfte Yorlesung. 


= sin f sin ^ 

«3 = cos (p sin d' 

= sin g) sin d' 
y^ = cos '9’. 

§ 2 . 

Wir nntersuclien nun eine unendlicli kleine Verrückung, die der 
Körper, und mit ihm das Coordinatensjstem der x, z erleidet. Die 
Veränderung; die irgend eine der in Betracht kommenden Grössen 
dabei erfährt, bezeichnen wir durch ein vorgesetztes Ö. Nach den 
Gleichungen 1) ist dann: 

da yda^-l- zda.^ 

071=:^ dß + xdß, + ydß, + zdß, 9 ) 

+ y^r2 + 

Die 3 Grössen da^ dßj dy können beliebig gewählt werden, nicht 
aber die 9 Grössen da^j d/3^, . .5 diese sind durch 3 unabhängige 
Grössen, etwa durch dd'^ dq), df mit Hülfe der Gleichungen 8 ) aus- 
drückbar. Statt d%', dcp, df wählen wir aber, um die Symmetrie 
der Formeln' zu wahren, 3 andere unendlich kleine Grössen, die wir 
7t' j p' nennen und durch die folgenden Gleichungen definiren: 

+ ß2^y2 + ßz^rz 

%' = + y2^^2 + 1 ^ 1 ) 

p'= + ^z^ßz- 

Verbindet man diese Gleichungen mit denen, die durch Variation 
der Gleichungen 4j sich ergeben, nämlich mit 

0 ^ a^ d a^ a^d a^ a^da.^ 

0:=ß,dß, + ß,dß,+ ß,dß, 

^ = r\^ri + 72^?2 + 7z^yz 

— = y^dß^ + y2dß,+ y.^dß;. 

— %'=== + «2^72 + ^zdy:i 

p = ß^ d a^ -j- ß^d a2 -j- ß<^ d a .^ , 

so kann man die 9 Grössen d«,, Sß, . . durch x', ausdriickcn. 
Man findet so bei Eücksicht auf die Gleichungen 3 ): 

= ^iZ' — ßtP' ^ßi = atP' — y,3t' Sj/j = ßjjt' — rc^x' 

Sct 2 — y.,x' ~ ß.,Q' Sß 2 = a^p' — y^jt' dy.^ == ß^n' ~ n.^x' > 

^“3 = r^z'—ßzp' ^ßs = «3?'— y^x' d>3 == ß^n' ~ a.^x'- 

Die Gleichungen 9) werden hiernach bei Benutzung der Glei- 
chungeu 1 ): 
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^ 1 = 


-7)x — in — 

ß)9' 


dri — 

+ (1 - 

-«)?'— (5 — 

7) 

12) 


^7 + iv- 

-ß) (1 — 

■ «) X 


^i== 

8a. — y% 

+ ßQ'+t%'- 

- V9' 


drj = 

8ß — ß:p' 

+ 7^' -{■ Sp'- 

— 

13) 


8y — ßjt' 


- H'- 



Wir definiren nun einen Ausdruck, den wir gebrauchen wollen. 
Wir nennen eine unendlich kleine Verrückung irgend eines Systemes 
materieller Punkte zmmnmenge^etzt aus mehreren unendlich kleinen 
Verrückungen des Systemes, wenn die Aenderungen der Coordinaten 
eines jeden Punktes bei jener gleich sind den Summen der Aende- 
rungen der entsprechenden Coordinaten bei diesen. Diese Definition 
bezieht sich auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem, das eingeführt 
sein muss; aber die Pormeln der Verwandlung rechtwinkliger Coor- 
dinaten, von denen wir schon mehrfachen Gebrauch gemacht haben, 
z(^igen unmittelbar, dass eine Verrückung, die mit Bezug auf ein 
Coordinatensystem aus mehreren andern zusammengesetzt genannt 
werden kann, auch so genannt werden kann mit Bezug auf jedes 
andere. Sie zeigen auch leicht, dass zwei Verrückungen eines Punktes 
sich gerade so zusammensetzen, wie zwei Kräfte, die auf einen Punkt 
wirken, näinlich nach dem Satze vom Parallelogramm. 

Die durch die Gleichungen 1.2) dargestellte Verrückung unseres 
Körpers lässt sich hiernach bezeichnen als zusammengesetzt aus 6 
Verrückungen, aus denjenigen nämlich, die stattfinden, wenn nur je 
eine der b Grösseji de:, Öß, 7c\ q' von Null verschieden ist. 

Ist nur Öy von Null verschieden, so ist d§ = 0, d^ = 0, 
dg == öy] d. h. der Körper erleidet hi der Richtung der g-Achse eine 
Verschiebung, bei der alle seine Linien sich selbst parallel bleibeai, 
und die = dy ist. Ist nur de: oder nur 8ß von Null verschieden, 
so erleidet der Körper eine eben solche Verschiebung in der Richtung 
der Achse um 8 a oder in der Richtung der ^-Achse um 8ß. Ist 
^'==0, so erfährt der Körper eine ähnliche Ver- 
seil iehnng in der Richtung und um die Länge der Linie, deren Pro- 
jeetionen auf die Achsen der g sind: de:, d/5, 8y. 

Ist nur Q von Null verschieden, so werden die Gleichungen 12) 

8^ = — (;ri — ß) 8ri = - a) dg = 0. 

Bei der hierdurch bestimmten Bewegung bleiben die Punkte der 
Lijiio g=fk:, 71 = ß an ihren Orten; eine solche Bewegung nennt 
man eine Drehung um die genannte Linie als Achse. Ein Punkt 
ausserhalb der Achse beschreibt bei ihr eine Strecke, die 


= , Cl. h. = p' Y^~- «)• + in -W ; 
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oder vielmehr = dem absoluten Werthe dieses Ausdrucks ist. Die- 
selbe wird gleich dem absoluten Werthe von wenn (1 — ß:)- -f- 
— ßy =:= 1 ist; es ist daher der absolute Werth von g' der JDrehunf/s- 
winlieh Wenn positiv ist^ so ist für Punkte des Körpers^ für die 
I — a positiv ist; 8^1 positiv; d. h. es hat die Drehung des Kih'jH'rs 
dann in dem Sinne stattgefunden, in dem eine Linie um einen rechten 
Winkel gedreht werden musS; damit sie aus einer Lage; in d(!r si(^ 
der |-Achse parallel ist, in eine komme, in der sie parallel der 
7 ^- Achse ist. Ist q' negatiV; so hat die Drehung im entgegengesetzten 
Sinne stattgefunden. 

Ist nur 7 t' oder % von Null verschieden, so ist der Körper um 
die Linie ti ■= ß, t ^ y oder die Linie ^ = y^- ^ = a um den ab- 
soluten Werth von 7 t' oder %' gedreht; den Sinn der Dreliung iiiid(‘t 

man aus dem eben ausgesprochenen Satze, wenn man in ihm di(‘ 
Buchstaben 1, rj, I und zugleich 7 t', %, g cyklisch vertauscht. 

Sehen wir nun zu, wie die 3 eben besprochenen Drehungen shdi 
zusammensetzen ; wenn sie zusammenbestehen. Die Gleiclunigen L?) 
geben dann 

* = — y)% —{n — q' 

dij = (I — a) ()' — (g — y) je' 
dg = (ij — ß) a:'— (I — a) %. 

Fassen wir Punkte des Körpers ins Auge, für welciic 

l — ß — y x' : Q 14) 

ist; SO ist hiernach für diese 


d| = 0, öf] = 0 , dg = (); 

d. k. die in Rede stehende Bewegung ist eine Drehung, deren 
die Gleichungen 14) hat. Das Quadrat der Strecke, 'wcdc.lu- 
ein Punkt durchlaufen hat, d. h. d|'--j- öt]'’ - j- dg-, lässt sieh 
auf die Form bringen 


Achse 

irg(‘ji(l 

I(‘iclif. 


(’*'■+ x'-+ q'-) f(l — «)- + (i] — ßy + (g - 
- (I ~ ß) + z' in — ß) + Q'(t- r)]-- 

Wählen wir den Punkt (|, tj, g) nun so, dass 

(I - «)2 + (,; _ ßyi + (g _ yy ^ 1 


- Ol) + X'in ~ ß) + 9' Ci ~ y) == 0 
ist, d. h. so, dass die Linie, die ihn mit dem l’mikte g -== n-, ^ ß 
g = y verbindet, die Länge 1 hat und auf der (dnrcl. ,]i,.sen Puuld' 
gehenden) Drehungsachse senkrecht steht; die (lurchhiuf.nm Hire<-ke 
ergiebt sich dann 


~ -j- -j- . 

d. h. dieser Ausdruck giebt den Drehungswinkol an. 

Es handelt sieh noch darum, den ,<?/»» üm- n,-.,!,,,..,.. „„ i i 
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§ 3. Zusammensetzung unendlicli Meiner Drehungen. 

Zu diesem Zwecke schreibe^ wir der Drehungsachse eine bestimmte 
Richtung zu, eine von den beiden entgegengesetzten, die wir ihr nach 
den Gleichungen 14) beilegen können; und zwar setzen wir die Cosinus 
der Winkel, die sie mit den Coordinatenachsen bildet, gleich 

'-r— ^ gl., 15 'S 

y7r'^-fx'’^ +g'- ^ ' l/j,: '2 '2 Zp ^ '2 ^ 

WO die Wurzelgrosse mit dem posilivcn Zeichen zu nehmen ist. Wir 
wollen ferner eine Drehung um eine bestimmte Achse als positiv 
oder negativ rechnen, je nachdem sie in dem einen oder dem ent- 
gegengesetzten Sinne gescliieht, und festsetzen, dass das Vorzeichen 
der Drehung nicht in das entgegengesetzte überspringt, wenn die 
Drehungsachse dadurch eine andere wird, dass q' sich stetig 

ändern, ohne gleichzeitig zu verschwinden. Wir können und wollen 
dann die durch irgend welche Werthe von 7t', q' bestimmte 
Drehung um die durch die Ausdrücke 15) bestimmte Achse als eine 
posUive bezeichnen. Ist it' — 0 und %' = 0, so findet eine positive 
Drehling um die der g-Achse gleichgerichtete oder entgegengesetzt 
gerichtete Achse statt, je nachdem 

e' 

positiv oder negativ, d. h. je nachdem q' positiv oder negativ ist. 
Eine positive Drehung um die g-Achse findet daher in dem Sinne 
statt, in dem eine Linie um einen rechten Winkel gedreht werden 
muss, damit sie aus einer Lage, in der sie der |-Aclise parallel ist, 
in eine komme, in der sie parallel der ly-Aehse ist. üm die Vor- 
stellung von einer positiven Drehung um irgend eine Achse zu er- 
](iiehi,ern, bemerken wir noch Folgendes. 

(iesetzt, das (Joordiuatensystem sei der Art, dass, wenn eine 
mcnschliciio Figur so gestellt ist, dass die von den Füssen nach dem 
Koj)fe gellende Linie der g-Aclisc parallel ist, und die Figur in der 
Richtung der 'ly-Adise liinsielit, die §-Aclise nach ihrer Bechlen ge- 
wendet ist. Eine positive Dreliung der Figur bringt dann ihi-e rechte 
Seite nach vorne. Eine positive Drehung um irgend eine Achse 
lu’ingt die reclito Seite der Figur aucli nach vorne, lalls sie so ge- 
stellt ist, (lass di(i Dreiiiingsachse von den Füsse]i zum Kopfe geht. 

Na('/h den angeshdlten .1 Jetrachtungen können wir sagen: be- 
ti'achi.ei, man 7r,\ %\ q' als die Coordinaten eines Punktes in dem 
( 'oordinateiisysteme der 7], so giebt die Richtung der von dem 
Anlangsjuinkte ]iach (liesem Punkte gezogenen Linie die Richtung 
der Drehungsaclise an, um die eine positive Drehung stattgefunden 
hat, und ihre Länge die Grösse dieser. Man heurtheilt hiernach 
leicht, wie die VVm’the von 7t', q\ die einer bestimmten Drehung 

entsprechen, sich äinh^rn mit dem Coordinatensystem; sie ändern sich 
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SO, wie die Componenten einer Geschwindigkeit oder einer Kraft; 
man nennt sie auch die Componenten der Drehung nach den Coordi- 
natenachsen. 

Man sieht ferner, dass jede unendlich kleine Verrückung des 
Körpers (die durch die Gleichungen 12) dargestellt ist) sich ansehen 
lässt als zusammengesetzt ans einer Drehung um eine gewisse, durch 
den willkürlich gewählten Punkt l—cc, i? = i3, t = Y gehende 
Achse und einer Verschiebung, bei der alle Linien des Körpers sich 
selbst parallel bleiben. 

Ganz ähnliche Betrachtungen, wie wir sie über die Gleichungen 12) 
angestellt haben, hätten wir an die Gleichungen 13) knüpfen können. 
Setzen wir 

8a — fx'+ßQ'=X' 

dß — uq' - j- yrt' — p' KI) 

äy — ßjt' ax' = v', 

so werden diese 

= 4' -|- tx' — VQ' 

87}= p' + — trt' 17) 

= r' -f r}jc'— lX‘ 

Hieraus ist zu schliessen, dass die gedachte Vei'rückung (h;s Körpers 
angesehen werden kann als zusammengesetzt aus einer Dndiiuig um 
eine durch den Anfangspunkt der i?, g gellende Achse, deren ('mn 
ponenten , x'> q' sind, und einer Verschiebung, deren Compoiienlen 
1', p', v' sind. Die Componenten der Drehung sind dieseliien, wie 
wenn die Drehungsachse durch den Punkt | = a, =- /i, i; p 
gehend angenommen wird, die Componenten der Verschiebung alier 
andere, wie die Gleichungen 16) zeigen. 

Die Gleichungen 17) gelten für jedes Coordiuatensystem ; wäiill. 
man dieses passend nach der zu betrachtenden Verrückung, so lassen 
sie eine erhebliche Vereinfachung zu. Man lege die ^Aidise parallel 
der Achse der Drehung, welche sich als der eine Tlieil d(u- Verrnckung 
bei Benutzung irgend eines Coordinatensystennis ergiebt; dann wird 
^' = 0, %' = 0 und die Gleichungen 17) werden 

= 1 ' — riQ' 

8ri = p'+i^' 

Hieraus geht hervor, dass es eine gerade Linie girdd., und zwar m-im 
der ^Achse parallele, für deren Punkte dg = 0 und 8>j =-= 0 ist dir 
Linie nämlich , deren Gleichungen ’ 

sind. In fiese Linie verlege man die g-Achse; dann winl T o 
und fl = 0, also: 
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(5'| = — tjq' 
dri = 

St = 

Die durch diese Gleichungen dargestellte Bewegung nennt man eine 
Schraulenhewegung, die g- Achse die Aclue derselben; eine Schrauben- 
bewegung ist zusammengesetzt aus einer Drehung um ihre Achse und 
einer Verschiebung in der Richtung dieser. Die allgemeinste unend- 
lich kleine Bewegung eines Systemes fest mit einander verbundener 
Punkte ist eine Schraubenbewegung. 

§ 3. 

Durch die Gleichungen 17) haben wir^die Verrückungen aller 
Punkte des betrachteten Systemes oder Körpers ausgedrückt durch 
die 6 von einander unabhängigen, unendlich kleinen Grössen A', ft', v' ^ 
die sich auf das Coordinatensystem der ^ beziehen. In 
ihnen ist die Verrückung des Körpers dargestellt als zusammengesetzt 
aus einer Drehung um eine durch den Punkt | 0, tj — 0, g = 0 

gehende Achse und einer Verschiebung; A', ft', v' sind die Compo- 
nenten der Verschiebung, jt', q' die Componenten der Drehung 
nach den Achsen der t- ähnlicher Weise lassen sich die 

Verrückungen aller Punkte ausdrücken durch 6 andere von einander 
unabhängige Grössen, welche sich auf das Coordinatensystem der 
.T, //, s: bei der Lage, welche dieses vor der Verrückung des Körpers 
bat, beziehen. Wir nennen diese 6 Grössen n', v\ w\ p\ r und 
definiren sie durch die folgenden Gleichungen: 

u ^ Sa ß^ d ß yi Sy 

v' == ^2 da -f- ß., ö ß + y^ S y 18 ) 

w ' ~ S a -f- ß.^ ö ß + y.^ S y 

und 

)>' = a., + + y.,äy., 

«'/'=«, d ' -f /3i 4^., + y , ^ 7;, 19) 

r' = n., ö c^^ -|- ß., Sßf -j~ y., Sy 

Verbindet, mau die ;> letzten mit denen, die durch Variation der 
Gleichungen d) sich ergeben, nämlich mit 

0 = «jdar, 4- -f y^Sy^ 

0 = a.,Sa.^ + ß.2Sß2 + y^Sy., 

0 = ß^Sß.^ + y^Sy^ 

-p' + 1^2^ Al + 3^2 ^>;i 

— i/ = c:.,d«, + ß^äßf -|- 73<5>, 

- r ' = ß, d «., + /3, d ß., -|- y, d y., , 

. Aiifl. 


Kirclihoff, Mßchaiiik, 


4 : 


^ Fünfte VorleBiing. 

so findet man bei Eücksicbt auf die Gleichungen 4): 

— a^q' S cc^ = a^p' — <^1^' dßg = «i !? « 2 /' 

8ß, = ß,r' - ß,q' Sß, = ß,p' - ß,r' dß, = ß, ^ ' - ß,p'^ 20) 

^y\ = ^Y^ — VzP' — ^Yn—Yi^ y-iP ■ 

Bildet man nun die Componenten der Yerrückung des Punktes (.r, y, r), 
oder, was dasselbe ist, des Punktes (I, ^ nach den Achsen der 

X, yy Zj d. h. die Werthe von 

+ y2^t 

« 3 ^^ + + 73^^^ 

so findet man hierfür ans den Gleichungen 9) mit Hülfe von 18) 
und 20) 

u -}- zq — yr' 

V xr' — zp' 21) 

w' Ar yp — ^q'^ 

Diese Ausdrücke haben dieselbe Form, wie diejenigen, welclie in 17) 
für 8y\y 8% angegeben sind; aus ihnen geht hervor^ (lass (li(‘ in 
Rede stehende Verrückung angesehen werden kann als zusammen- 
gesetzt aus einer Drehung um eine durch den Punkt a;==(), y 0^ 
^ = 0 gehende Achse und einer Verschiebung, deren ( 'OiniHmenien 
nach den Achsen der a;, z resp. sind p' y q'y r und 'u\ v\ ir\ 

Da p'y q'y r' und %' y %y q' die Componenten derselben Dnduing 
nach den Achsen der x, py z und denen der Tjj ^ sind, so muss 
nach einer von uns auf Seite 47 und 48 gemachten Beimu'kmig 

P'==^CC^7C' + ßiX+TAQ' 

q' == + ß^X + ?2Q' 22 ) 

r' ^ a^Tt' Ar ß^a + 

sein; mit Leichtigkeit ergeben sich diese Gleichungen aus 19) und II) 
bei Rücksicht auf 6) und 7). 

Verwickelter sind die Gleichungen, welciie n\ v\ w' dundi 
X'y p y V y 7t ' y %' y ausdrückcn ; sie ergeben sicli a,us 18) und Km 

u = a^X A“ ßip' f^v' 

+ (Yiß — ßi7)n' + (ccir ~yiK)x' + (ß,ri ajijf,' 

V = a^X' Ar ß2y'' Ar y2'^' 

^ + (r2ß — ß2r) + («2^ — 72 «) x' + ( A> « — a.ß) (> ' 

w = o'gA A" ß^p' Ar" 

+ (Y:<ß- ß-iP)^' + («3? - 73«)%' + (A« - a,ß) o’. 
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§ 4. 

Wir knüpfen an diese Auseinandersetzungen noch, die folgende 
Bemerkung. 

Nach den Definitionen, die wir von der Arbeit und von der Zu- 
sammensetzung unendlich kleiner Verrückungen gegeben haben, ist 
die Arbeit von Kräften, die auf ein System materieller Punkte wirken, 
für irgend eine unendlich kleine Verrückung des Systemes, die als 
zusammengesetzt aus mehreren betrachtet werden kann, gleich der 
Summe der Arbeiten derselben Kräfte für diese. Nun sei die Ver- 
rückung eine solche , bei der die relative Lage der Punkte ungeändert 
bleibt; die Arbeit für dieselbe kann dann gesetzt werden 

= + Zw' + MxP' + Myq' + M^r 24) 

oder auch 

= ^ Xv' M^Tt' ^ 25) 

wobei A“, Z, P/, Z die Summen der Componenten der Kräfte 
nach den Achsen der x, tj, z und Myy 

die Drehungsmomente der Kräfte in Bezug auf die Achsen der z/, z 
und bedeuten; es geht das aus den Bemerkungen hervor, die 

in der vorigen Vorlesung über die Summen der Componenten und 
die Drehungsmomente eines Kräftesystemes gemacht sind. Die beiden 
für die Arbeit aufgestellten Ausdrücke müssen einander gleich sein, 
sobald die Gleichungen 22) und 23) bestehen. Substituirt man aus 
diesen die Werthe von w', z;', w' , r', und setzt die Coefficien- 

ten von A', ft', v\ p' einander gleich, so erhält man , 

^ == Af “j— ßJ.) J ~{— cc^ Z 
ß^,F + ß,Z 

= (y,ß - ß, r) -L + (r, ß - ß,r) r +{y,ß~ ß, y) z 

-j— ßjj M-x ”j~' —j— cc.^M^s 

^ 4 ; = {oc-vy - yy a)X + {a.^y — y.^a) F + {a,^y - y^a) Z 
+ ßyMx + ß.My -hß,M, 

Mx = ißy cc — a^ß)X -f (ß^cc — a.,ß) F + (ß^a — a.^ß) Z 

+ yy Mx + r- ^4 + ^4. 

Diese Gleichungen leliren, wie die Summen, der Gomponenien und 
die Dreliungsmomente eines Kräftesystems sich ändern, wenn man 
von einem rechtwinkligen Coordinatensystem zu einem andern über- 
geht. Die 3 letzten von ihnen vereintächen sich wesentlich, wenn 
die beiden (Joordinatensysteme denselben Anfangspunkt haben, d. h. 

= 0, ^ = 0, y ~{) ist; sie werden dann 

== cc j 3Ix “f“ ^2 ^4 ”f" ]\'I ^ 

M,===ß,Mx + ß.,My + ß.JlL 
y]/. + 72 My -f y.^ M, 
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+ ßiMyj + ri 

My = «2 + ßi ^t] + 72 

M, = % #1 + A 3 + 7%^h 
und zeigen, dass, wenn My, M, als die rechtwinkligen Coordi^ 
naten in dem Systeme der u:, y, z eines Punktes angesehen wercnm, 
die Lage dieses Punktes von den Richtungen der Coordiuateinudisen 
unabhängig ist. Das Drehungsmoment in Bezug auf die Aclise^ die* 
durch diesen Punkt und den Anfangspunkt der Coordiuainn geht, 
heisst das Haupiärehungsmoment, 

Ist statt des Kräftesystemes eine einzige Kraft vorhanden, deren 
Componenten X, F, Z sind, und deren Angriifspunkt die Ooordiind.cni 
y, z hat, so ist nach der bei dem Ausdrucke 10) der vorigen 
Vorlesung gegebenen Definition der Drehungsmomente 

M:, = yZ-zF, My^zX^xZ, M, == rr V -- y X. 

Die Achse des Hauptdrehungsmomentes ist dann senknudit auf ilt*r 
Richtung der Kraft und auf der Linie, die vom Anlangspiwikh* nach 
dem Punkte (x, y , z) gezogen ist; denn es ist 

XMa,'^YMy+ ZM,-=^() 

und 

xM^ + yMy -f zM, = 0. 

Das Hauptdrehungsmoment ist 

= l/liT+Ml+ 

oder 

= f {X'^ + F2 qc ^2 j J ^ 

d. h. gleich dem absoluten Werthe des Products aus dem Abslandt* 
des Punktes (x, y, z) von dem Anfangspunkte , der ( irösse ({(‘1’ hraO 
und dem Sinus des Winkels, den die Richtun<r der KniH mit der 
Linie bildet, die den Anfangspunkt mit dem Punkte i.c, //, .> i ver- 
bindet. 



Sechste Vorlesnng. 

(Lebendige Kraft eines bewegten starren Körpers. Trägheitsmomente. 
Hauptachsen. Differentialgleichungen der Bewegung eines starren Körpers für 
den Fall, dass dieser frei, und den Fall, dass ein Punkt desselben fest ist.) 

§ 1 . 

Wenn ein System fest verbundener materieller Punkte sich be- 
wegt, so ist die Verrückung, welche dasselbe in einem Zeitelement 
dt erleidet, eine solche, wie wir sie in der vorigen Vorlesung erörtert 
haben. Wir können daher in allen dort abgeleiteten Formeln für 
das Zeichen 8 das Zeichen d setzen, welches die Veränderung an- 
zeigen soll, die die durch den folgenden Buchstaben bezeichnete 
Grösse in dem Zeitelement dt erleidet. Die sämmtlichen, mit ge- 
striclienen Buchstaben bezeiclmeten, unendlich kleinen Grössen müssen 
dann mit dt proportional sein; wir setzen eine jede von ihnen gleich 
d f j midtiplicirt mit einer Grösse, die wir mit demselben, iingestrichenen 
Buchstaben bezeichnen. Ein Buchstabe, der mit einem Striche ver- 
sehen eine Compone;nte einer Verschiebung oder Drehung bedeutet, 
bedeutet dann ohne Strich die entsprechende Componente einer Ge- 
schwindigkeit oder Drehungsgeschwindigkeit zur Zeit t. 

Den Ausdrücken 21) der vorigen Vorlesung zufolge sind dann 

u + zfj — yr' 

V -f- X7' zp 1) 

fa -\-yp — xq 

die (Join[)Oiieiiten der Geschwindigkeit eines der Piuikte nach den 
Achsen der .r, //, z bei dc7' Lage, welche diese zur Zeit t haben; 
die Bowegiiiig kann angesehen werden als zusammengesetzt aus einer 
Dreh I mg uni eine durch den Punkt x = 0, // == 0, z — 0 gehende 
Aclis(i und einer Verschiebung; p, q, r sind die Uompoiieuten der 
DrelHingsgesciiwindigkoit, rv die Coinponenten der Geschwindig- 

keit der Verschiebung nach den Achsen der x, y, z. 

Aus den Ausdrücken 1) findet juan durch Quadriren und Addiren 
(las yuadrat der Geschwindigkeit des Punktes (x, y, 2 :); nennt man m 
die Masse dieses und T die lebendige Kraft des Systemes, so ist 

In'pruM.rdi 
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2 f = 2 ’ 

wo die Summe in Bezug auf alle materiellen Punkte des Systemes 
ZU ii6hineiL ist. Entwickolt ist disse Grlöictiuiig . 

2 r = («2 + «2 _ f - m , 2 ) ^ « 

-{.2{vr-wq)'^mx + 2iwp- ur)^! "' 2 / + ^ (« q - vp)^ »i z 

+ p 2 ^ ^ (y 2 _|_ 22 ) _|_ g 2 )^ m [z^ + + r-_^ m ( .c'' + y - ) 2 ) 

— — 2rp^^mzx — 2pq , mxy^ 

sie zeigt, dass T eine homogene Function zweiten Grades der (! Ar- 
gumeute t ist, deren Coefücieiitcii von den Masntni 

der Punkte, ihrer relatiTen Lage und der Lage der Aehsen der 
X, y, z abhängen. Die allgemeinste homogene Lunciioii zweittni 
Grades von 6 Argumenten enthält 21 von einander unal)hängig(A 
Coefficienten; T enthält deren nur 10, und diese Zahl kann dundi 
passende Wahl des Achsensystemes auf 4 herabgesetzt werden. 

Um diese Behauptung zu beweisen, betrachten wir zuniielist 
eine Bewegung, bei der w = 0, ^; = 0, lo == ist, btd der also der 

Körper — um unser System wieder so zu nennen si(‘h um thm 

Punkt a; = 0, y==0, z dreht. Dann ist 

2T = p'^^ m (y2 -f- z-) + q^ ^ m (z' -f -f r m ( .r- ■ | //■ | 

— 2 qr ^ myz — 2rp ^ mzx — 2pq ^ m.ry 

und der Körper dreht sich um die Achse, die mit (li*r Linif zu 
sammeufällt, welche von dem Punkte — 0, // _ (), ■ . ii nach 
dem Punkte x—p, y — q, z = r gezogen wcrdim kann, mit inner 
Drehungsgeschwindigkeit, die der Länge dieser l.inie gleich i:.(. 
Setzen wir fest, dass 

J=.i. 

sei, so liegt der Punkt {p, q, ?■) auf der Fläche 

1 =p^ ^ m (y* -(- z^) -|- q- ^ m (z- -f- x-) -f- ^ m i .r- - 1 - y' i 

— 2qr^ myz — 2rq^ m zx — 2pq ^ m xy , ’ ’ ’ 

also auf einer Fläche zweiten Grades, deren Miitelj.unki, der Anfangs- 
punkt der x,y,zisk Jeder, von diesem Punkte a,us gezogene radiiis 

vector der Fläche ist der Drehuugsgeschwindigkeit gleich , welche der 

Körper haben muss, wenn er um ihn sich drehen und <lie lebendige 
Kraft 4 besitzen soll. Aus dieser BedenfuMn- <!<..• ii’i:;..;,,. r,,i.n 
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sie von den Richtungen der Achsen der z unabhängig ist; legt 

man diese in die Hauptachsen der Fläche , so müssen die mit 
qr^ 7'P, pq behafteten Glieder verschwinden, es muss dann also 

^^myz = 0y mzx — 0 , ^ mxy = 0 

und 

^ ^ ^ 

die Gleichung der Fläche sein. Aus dem Umstande, dass die Coefficien- 
ten von pP^ q-, in dieser Gleichung positiv sind, ist zu schliessen, 
dass die Fläche ein Bllipsoid ist. Die Hauptachsen desselben nennt 
man auch die Hauptachsen des Körpers für den Anfangspunkt der 
X, y, 2 :. 

Bei beliebigen Richtungen der Coordinatenachsen nennt man 

das Trägheitsmoment des Körpers in Bezug auf die ; 2 r- Achse. Es ist 
dasselbe gleich dem reciproken Quadrate des radius vector des Ellip- 
soids 3), welcher mit der 0 - Achse zusammenfällt; denn setzt man 
jp = 0 und ^ = 0, so wird r gleich der Länge dieser radius vector 
und die Gleichung 3) giebt 

^ m («■*' + iß) = ^ • 

Die Trägheitsmomente in Bezug auf die Hauptachsen des Ellipsoids 3) 
nennt man die HauirUrä.gheüsmomente des Körpers für den Anfangs- 
punkt der sie sind die reciproken Quadrate seiner Halbachsen. 

Das Trägheitsmoment eines Körpers in Bezug auf eine Achse 
von gegebener Richtung ändert sich, wenn diese Achse sich selbst 
})arallei versclioben wird. Welches diese Aenderung ist, sieht man 
leicht ein, wenn man neben dem Coordinatensy stein der a:, y, 2 : ein 
zweites, das der x^^ //j, z^ einMirt. Beziehen sich die Zeichen 
Xj y, 2 : und x^y y, , z^ auf denselben Punkt, so soll 

Xi = Xy y^ =0 fjy == C -f 2: 

sein, wo iiy by c Constanten bedeuten; dann ist 

^ m (.X-, -+ y I + 2 a^mx+2b^my. 

Die hier iiuftreteiideu Summen ^ mx und ^ my yind die mit 
der Masse des Körpers multiplicirten x- und y-Ordinaten seines 
Schwerpunktes; legt man den Anfangspunkt der x, y^ z in den 
Schwerpunkt, so verschwinden sie und man hat 

^ m + y^') = ^ m [x^ + y^) + («■' + b’’) ^ m. 
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Da die z-Achse jede beliebige Richtung haben kann, so spricht diese 
Gleichung den Satz aus, dass das Trägheitsmoment eines Körpers in 
Bezug auf eine beliebige Achse = ist dem Trägheitsmomente des- 
selben in Bezug auf eine Achse, die der gegebenen parallel diacli 
den Schwerpunkt gelegt ist, -f- dem Producte aus der Masse des 
Körpers in das Quadrat der Entfernung des Schwerpunktes von der 
gegebenen Achse. 

Nach den nun gemachten Auseinandersetzungen erkemd, mau 
leicht die Lage, die man dem Coordinatensysteme der x, //, r ertliei- 
len muss, um den in der Gleichung 2) für die lebendige Kraft T 
gegebenen Ausdruck auf die einfachste Form zu bringen. Man hat 
zu diesem Zwecke als Anfangspunkt der x, y, z den Schwerpunkt 
des Körpers zu wählen und als Achsen der x, y, - die Hauptacdiseu 
für den Schwerpunkt. Die. Gleichung 2) wird dann 

2 (?/ + z‘^) + m ( z" -f- .r"j 

“h 4'“ ir) • 


§ 2 . 

Es sollen nun die Differentialgleichungen der Hewegnng eiu(‘s 
freien starren Körpers aus dem Hamiltoxi'schen Priiu'i|M*, also «Im* 
Gleichung 9) der dritten Vorlesung abgeleitet wenleji. Nach den 
an der angeführten Stelle gemachten Ansemanderseizungen lud ninn 
zu diesem Zwecke die Variation der lebendigen Kniff, h 1\ und dn* 
Arbeit der wirke.iiden Kräfte, für irgend eine Vjiriation der Lage 
des Körpers zu bilden und die Summe d T-f- U' auf dii^ Lonn 

zu bringen, wo die Grössen £ unendlich kleine, von einander uiiali 
hängige Grössen sind, die die Variation der l;ag(! de.s K;irpers he 
dingen. Die Differentialgleichungen der Bewegung sind dann ilie 
Gleichungen 


Wir nehmen die Bezeichnungen der vorigen Vorlesung uieih r nul : 
für die Grössen £ können wir dann entweder n\ r'. ,r\ //'. ,, , r' 
oder V, g', v' , i, q' wählen; wjr erlnilten die ge.vuchfen 
Differentialgleichungen dadurch in zwei können, von denen eine jede 
eigenthümliche Vorzüge besitzt. Die Arbeit //' wird in dem eitlen 
Falle durch den Ausdruck 24), in dom zweiten dnndi den Aus- 
druck 25) der vorigen Vorlesung unmittelbar in der verlangten l•’..rm 
angegeben. Einige Rechnung aber erfordert die BildnmLies .\n,s- 
drucks für dr. « ■ • • 
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Da, wie wir. bewiesen haben, T ausschliesslich eine Function 
von Uj V, lü, p, q, r und Oonstanten ist, so hat man zunächst 


ÖT- 


Su -f -g- dv + -^dw 


du 

xdT^, dT- 

+ Ti 


I 3*’ ;» 


5) 


wir suchen die 6 Variationen Sv, Sio, dp, d^, Sr zuerst durch 
u, v', w\ p , q , r auszudrücken. Wir gelangen hierzu, indem wir 
benutzen, dass die Variation des Difierentialqiiotienten einer Function 
gleich dem Differential quotienten der Function ist. 

Nach den Gleichungen 18) der vorigen Vorlesung ist 
S a — a^u' a^v' -j- a.^iv' 

und nach der Bemerkung, die den Ausgangspunkt dieser Vorlesung 
bildete, daher auch 

^ CC I I 

-JJ = -f- a^iv. 

Bilden wir nun die Gleichung 

dd a 
di 

und benutzen, dass nach 20) der vorigen Vorlesung 
d^j = a^r' — 
also auch 


= d' 

d t 


- (^2P\ Ö) 


dax 

dt 

= «2^' — 


d(X2 

dt 

^w'P 


da-^ 

dt 

= a^p — a.^p 7) 

ist, SO 

ergicbt sich 







0 Ciy 

/ d 'U ' 
dt 

— d U + 

vr 

— v' r + 

lü ' q 

— wq'^ 


+ 

/ d id 
\ dt 

S v + 

mp' 

— w'p + 

xt r 

— ur'^ 


+ «a 1 

/ diu' 

l'r// 

— - d '10 •~j"' 

uq 

— uq + 

v'p 

— vp'\ 


Beachtet man nun, dass die liechnung, die uns zu diesem Resultate 
gelÜhrt hat, auch gilt, wenn man, ohne sonst etwas zu ändern, den 
Huchs tabon a durch den Buchstaben ß oder y ersetzt, dass also auch 
die gefundene Gleichung bei einer solchen Veränderung richtig bleibt, 
so folgt bei Itücksicht auf die Gleichungen 3) der vorigen Vor- 


lesung : 


du ^ 

() V ^ 

S lü — 


n/ — i)' q 


du 
dt 

'dl + »U>'-~w'p+ u'r 
~ + nq' — u'q-\- v'p 


U) ({ 


ur 


vp 
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Um Sp, Sq, dr zu finden, entwickeln wir die Gleichung 

ä&cci » dai 

indem wir die Gleichungen 6) und 7) benutzen; dadurch ergiebt sich 

^ = “2 (-Tt ^r + pq'- p'q^ 

- «3 (-J Sq + rp'— r'p^. 

Diese Gleichung bleibt richtig, wenn an Stelle des Buchstaben « der 
Buchstabe ß oder y gesetzt wird, und auch, wenn man die Indices 
1, 2, 3 und zugleich die Buchtaben p, q, r cyklisch vertauscht. 
Daher folgt aus ihr mit Hülfe der Gleichungen 3) der vorigen V orlesung: 

H-^-^rp'-r'p \y) 

Sr + pq — p'q. 

Wir drücken nun du, dv, dw, dp, dq, dr durch l', p', v', 7r\ i\ (>' 
aus; zu diesem Zwecke benutzen wir die Gleichungen 

^== a^v + a^w, d«= ^' + rx' - lh>', 

von denen die zweite unter den Gleichungen KJ) der vorigen \'or- 
lesung sich befindet. Nach den Gleichungen II) der vorigen Vor-^ 
lesung ist 

S«i = rtx'— ß^q', = y.,i — ß.^Q', 

und ferner ist 

= ßj U + ß^v + ß^ w, '1^- == ■y^ H + y., r - j ^ j-,, «•. 

Hiernach wird die Gleichung d : 

a^8^c -j- a^Sv -j- a.^S w == -j- y ~ ß . 

Nun darf mau die Buchstaben 

ß, 7 
X, p, V 

gleichzeitig cyklisch vertauschen; daher ist auch 

ßiSti + ßidv -f- ß.Jzo = -f Ci ‘ 

de ' dt ‘ dt 

V< S u -i- -i- itm I O die. (/ v' 
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woraus bei ßücksicbt auf die Grleichungeu 3) der vorigen Yorlesung 
folgt: 


du 


dV 


+ ß 


+ iriß - ßir) 


dv 


dV 

^2 dt 


+ ß‘ 


' di 
d%^ 

~ifr 

2 di 


+ 71 


dv 

dt 


+ («17 — 71«) ^ + (/5i« 


hß) 


dt 


+ 72 


dv' 

dt 


+ ir-iß - ß2r) 4“’- + («27 - 72«) ^ + (^2« - «2/3) 10) 


dt 




dl 

+ {7-iß — ßit?) + («37 - 73«) + (Ä« — «3^) 


dt 


d^' 

dt 


Um dpj dq, dr zu findeii; entwickeln wir die Gleichung d 
indem wir setzen 


^ a^q, da^ = y^x' - ßiQ^ 

und benutzen, dass 

^o‘2=r2X' — ßiQ' , -7^ = /3,r — ^3^ 

^«3 == 73 ^^' ~ ßsQ > ^ = 72 ^ — 7 . 3 ? 
ist; so ergiebt sich 


a^^dr -- a.^dq = y^ 


a . 

dt dt 


dSa^ 
dt ^ 


Hieraus folgt durch cykliche Vertauschung der Buchstaben a, ß, y 
und 7t ^ q: 


ß.,dr 
y,y d r 


— ßw^ q — cty 


dg' dTt/ 

ar -- -dt 


ßi 


dn 

dt 


«1 


<1%' . 
dt 


Diese 3 Gleichungen geben bei ßücksicht auf die Gleichungen 6) und 
7) der vorigen Vorlesung 


dq 
dr = 


(3„ 


dt 

du 

dt 


dt 


4- y,, 
i dt 


+ A3 ~ff + 73 


dg' 
d t 


11) 


woraus durch Vertauschung der Indices 1, 2, 3 und der Buchstaben 
p j f/ , )' aucli folgt : 




dit' 

dt 


+ K. ■% 


+ 7i 


dg' 

dt 


11 ) 


Nun setzen wir zunächst die in 8) und 9) für du, dv, dtv, dp, 
dq, dr gegebenen Ausdrücke in die Gleichung 5) für dT, setzen für 
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1 Vf.rlesun2 und bilden die Gleichung 

V den Ausdruck 24) der q' wählen. 

4), indem wir für e der Reihe nach u,v, w,p,q, 

So erhalten wir 


und 


A il- 

di du 
_d dT 
di dv 
J dT 
dt dw 


dT 
^dv 
_ d^ 
U ~dq ^ 




dT 

r -iT' ■ 
du 

dT 

^ dw 

dT 

du 


dT 
dT 

-prv+^ 


-+7 


12 ) 


d dT 
dt dp 
d dT 


dq ^ 




dt dr du 


du 

dT 


dT 


dr 

dT 

dp 

dT 


+ M, 

+ .1G. 


i:i) 


Wenden wir aber die in 10) und 11) gegebenen Ausdrücke von 
du, dv, dw, dp, dq, dr an, für U’ den Ausdruck 25) der uw.ge.. 
Vorlesung und bilden die Gleichung 4), indem wir lui i d< i u ... 
nach r, p', v, n', %, q' setzen, so erhalten wir 


11 ) 





V 

H 

d ( 

■“ dt y 

1Z1 + 

1 du ^ 


dir 1 






H 

di D 

If + a!' + 

dT^ 
()w j 






Z 

=iSlf+r=l''+.'. 

dTi 
CAr j 



und 











d 

(riß 

— 


-i~ (ruß ' 

- ßur)ll + ^ruß 

-ß:u\ 

^ 1 
?r 1 

11 

dt \ 


+ 

dT 

dp 

+ 

d T , 

CC>, . . “j" 

- rJ<l ' 


f 

((: 

( 

^ 1 
/■ 1 

II 

d 1 

[(«ir 

— 


+ («•■}"' 

+ 

(«i.r 

r-.P'V 


dt 

1 

+ 

dT 
P' dp 

4" 

ff. '"‘J -f 

' ' d(/ 


ß:: ' 

'/ 1 

tf r ! 


d 


— 



— cc,,ß) '^!/ -|- 
■' d v ' 

(ß-.p-^ 


/' j 

dt 

1 

1 

+ 

dT 

dp 

+ 

vT . 

y-^d, + 



, / 
tr i 

Wirken 

keine 

Kräfte, so haben 

die Gleichun 

g.-ii 

Il^s und 

i:; 


li') 


'\\j ;ils 


u, IV, Pj q, r; die Gleichungen 14) niid If)) die Kigiuisrhutl^ dass 

:i • .4. L.j :.a ita. 


U} V, IV, Pj II J / J UIC 'UlClUllUil^CH LTJ UJIVI I t/ I 

eine jede von ihnen unmittelbar iiitegrabcl ist. Die Dkdrliuiigiei M ) 
sprechen die Sätze von der Bewegung des Scliwcu'iiunkisj 
ehnuo-fiu die Fläehensätze für den Fall, den wir iietracl 


die Dl(‘i 
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§ 3. 


Die entwickelten Formeln setzen voraus, dass der Körper frei 
ist; nehmen wir nun an, dass ein Punkt desselben fest sei, und 
wählen wir diesen zum Anfangspunkte sowohl der x.^ z als der 
5- dann 


0, v = 0, w — 

aber es verschwinden auch ti'j v\ w' und A', fc', v' und es fallen 
daher die Gleichungen 12) und 14) fort, die wir aus dem Hamilton- 
schen Principe erhalten haben, indem wir die Coefficienten dieser 
Grössen = 0 setzten. Die Gleichungen 13) werden 


d ay .. 

dt dp 
d dT 
dt dq 
d dT 
d t dr 


= (J 


dT 

dr 

dT 

dp 




dT 

dr 


+ 




16) 


uud die Gleichungen 15), da nach den gemachten Festsetzungen ß =0, 
ß = 0, y — 0 ist, 



17 ) 



Siebente Vorlesung. 

(Integration der Differentialgleichungen der Bewegung für einen starren 
Körper, der um einen festen Punkt sich dreht, und auf den keine Kräfte wirken. 
Stabilität der Drehung um die Achse des grössten und des kleinsten Trägheits- 
momentes. Fall, dass 2 der 3 Hauptträgheitsmomente einander gleich sind. 
Drehung eines schweren starren Körpers um einen festen Punkt. Integration 
der für diese geltenden Differentialgleichungen unter gewissen Voraussetzungen.) 


§ 1 - 

Die Differentialgleichungen der Bewegung eines starren Kiirpers 
um einen festen Punkt, die in der vorigen Vorlesung abgeleitet sind, 
die Gleichungen 16) und 17) derselben, sollen nun in spe/jellen Ifällen 
integrirt werden. Der erste dieser Fälle sei der, dass keine KriU*t(* 
wirken. Die Gleichungen sind dann: 

di dp dq dr 

dt dq dr ^ dp ‘ ^ 

A __ AL __ , 

dt dr ^ dp ^ dq 

und 



Sie gelten nach einer Bemerkung, die am Ende des § ■! der vierfen 
Vorlesung gemacht ist, auch für die Bewegung um den Scliwerpunld, 
eines freien, schweren Körpers. 


Nach den in der TOrigen Vorlesung gemachten Ans(dmind(.r- 


setzungen ist T eine homogene Function zweiten Grades von /> // 
lässt man die Achsen der x, y, z in die Hauptachsen d.^s Körp’er.s 

n y> ^ fallen und be/.eiclnmi, d„rcl, 

P, Q, R die Trägheitsmomente des Körpers in Bezug anl’ dies.dl.mi 

SO ist n ^ ; 



also 
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2T = Qq^+ Rr\ 

Pp, 
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3 ) 


dT ,, dT 
dp dq ° 

Die Gleichungen 1) werden dann 

dp 
~~dt 
dq 
dt 


0,, t^-Rr. 

Ör 


p- 

Q 


iQ- 

(R 




■ R)qr 
' P) rp 
0) PQ- 


4) 


Um ihre Integrale zu finden, vergleichen wir sie mit gewissen anderen 
Differentialgleichungen 5 die wir ableiten wollen. Wir bezeichnen 
durch ii und Tj; zwei reelle Variable, die durch die Gleichung 

u 


=: r 


sin^ ij) 

Zusammenhängen, in der % einen reellen, echten Bruch bezeichnet 
und die Wurzelgrösse positiv zu nehmen ist. Dann ist u eine ein- 
deutige, stetige Function von ^ und umgekehrt, da der Differential- 
quotient — ” immer einen endlichen positiven Werth besitzt. Es durch- 
läuft ferner ti alle Werthe von — oo bis + oo, wenn t/j diese durch- 
läuft, und umgekehrt. Man nennt ^ die Amplitude von u nach dem 
Modul oc und schreibt 

^ == am ti. 

Der Kürze wegen setzen wir ferner 

y~l — sin- ijj — ^ zpj 

wo dann eine stets positive Grösse und 


d?i 


z/ ijj 


ist. 


Bei dieser Bezeichnungsweise haben wir die identischen Glei- 


chungen 


In diese setzen wir 


d COB 'ifj 
du 

(t sin if) 
du 

d /iip 

“ PiT 


= — sin jIjZIiI) 

= cos 

— — ot- sin 'iIj cos 


w == ;L/ 4- 

. 5 ) 

p = acos'ilj, ^ 

indem wir unter A, ft, dj b, c reelle Constanten verstehen. Dadurch 
erhalten wir 
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dp _ _ £± Af 
dt br 

dq_ ^ hL rp 
dt ca 


dr 

~di 


cl 


Diese Gleichungen sind von derselbeo Form, wie die Gleiehungen 4); 
sie werden mit diesen identisch, wenn 


i 

es 

1 

c» 

al 


1)C 

R-P 

hl 

Q 

ca 

P-Q ^ 

— y? 


ist. Lassen sich die 6 Constanten 1, fx, ü, //, r dit'.st^n 
chungen gemäss und so bestimmen,, dass sie alle reell .sind und k' 
kleiner als 1 ist, so haben wir in 5) Integrale der ( ileitduingen 4), 
und zwar die allgemeinen Integrale, da von den genannfen <> (\ni- 
stanten nur 3 durch die Gleichungen dj ihre lh*sfintinuiig iindinj, 
die 3 andern willkürlich bleiben. Es sind dir‘se aus den U erfhen, 
die Pf qf r im t = 0 haben, und die wir //(,, </„, }\^ neruien wullrn, 
zu bestimmen. 

Um die Werthe zu finden, die hiernach (hm ( *on>lant<‘n x, A, u, . 
öf, 1), c beizulegen sind, gehen wir von z\v(‘i Ini(‘gralen «1er Glei 
chungen 4) aus, die sich mit Leichtigkeit erg(‘hen. Multijdieirt rnaii 
diese Gleichungen nämlich mit p, «y, r oder mit /'//, o.;, /G-, uml 
addirt sie jedesmal, so kann mau mt(\griron; niau erhält sn 

P/;' 4" 0 4~ P — coii.si. 

und 

In einem Augenblick, in dem i, d. li. amül ,ai (.m. m \ ndka l,..!, 
von 2^5 gleich ist, istcos^=l, sin i/- = n, i; 

aus diesen Gleichungen 

Pa^ + == -I /,■ 

oder + //>„■' 

PiP - B.) Ö-’ = /'(/' - A -j.. ,/ io i; , 

B(P - = (>(/> __ /!, f. ‘ 

Diese Gleichungen ergeben (P und e, und y.war uls pusiliv.. Grds.^n 
wenn, wie wir nun annebmen wollen, u scimT Grd..- „a.h <lu’ 
mittlere von den 3 Träglieitsmomenteii /', o, /,• i.f iij,. 
chungen 6) lehren dann IP. TP «t,,! i.,. i,... , • 
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Multiplikation der beiden ersten und durch Division der ersten und 
dritten erhält man nämlich 






,2 _ „2 {P-li)iQ-R) 
A. _c ^ 


j ^ P(P-Q) _ 
fi{Q-R) 


8 ) 


Bei der über das Trägheitsmoment Q gemachten Festsetzung sind 
hiernach ^ positive Grössen; aber nicht immer ist kleiner 

als 1 ; ist die letztere Bedingung nicht erfüllt, so genügt es aber, um 
sie zu erfüllen, die -Achse mit der ^r- Achse zu vertauschen, oder, 
wenn man das neue Coordinatensystem mit dem alten congruent er- 
halten will, die neue avAchse der alten .cr-Achse gleichgerichtet, die 
neue 2 :-Achse der alten Achse entgegengesetzt gerichtet anzunehmen. 
Dabei vertauschen sich die Werthe von P und B und gleichzeitig 
die von und daher nach den Gleichungen 7) auch die von a‘^ 

und 6‘-, und der in 8) gegebene Werth von geht hiernach in sein 
Ileciprokes über. 

Die Gleichungen 8) ersetzen nicht vollständig die Gleichungen 6), 
aus. denen sie hergeleitet sind. Sind jene erfüllt, so muss man eine, 
etwa die erste, von diesen noch in Betracht ziehen und die Vor- 
zeiche.n ihrer beiden Seiten gleich machen. Durch diese Gleichung 
wird das Vorzeichen einer der Grössen a, b, c, X bestimmt, w^enn 
die der andern festgesetzt sind. Wir wollen X als positiv annehmen; 
die erste der Gleichungen G) bestimmt dann das Vorzeichen von b, 
wenn die Vorzeichen von a und c bekannt sind. Von diesen muss 
das Vorzoiclieii von c auf eine bestimmte Weise gewählt werden 
wegen der Gleichungen 

= a cos am g, , q^^—b sin am p , r^^ — c^d am ii , 9) 

welclie der Gleichungen b) wegen bestehen müssen, und welche die 
l(;tztcn sind , denen wir noch zu genügen haben. Aus der dritten 
von iliiien folgt, dass, wenn (jü, wie es sein soll, reell ist, c dasselbe 
Vorzeichen wie haben muss, da dann z/ am positiv ist. Das 
Vorzeichen von a können wir beliebig wählen, wir wollen es dem 
von Po gkucli annelimen; das Vorzeichen von b kst dann durch die 
erste der Gleichungen 6) bestimmt. 

Die (ileichungen 9) dienen zur Bestimmung der letzten der ein- 
geführten G (Jonstanten, der Grösse [i. Aus der ersten dieser Glei> 
chiingen linden wir 2 Werthe von am ft, wenn wir festsetzen, was 

wir tliun wollen , dass diese^ Grösse zwischen — ^ und -f- ^ liegt, 

da den Gleichungen 7) zufolge cP grösser als ist. Die zweite 
hebt die dabei übrig bleibende Zweideutigkeit, indem sie zeigt, dass. 
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am fl zwiscKen - f und 0 oder zwischen 0 und ” liegt, je nuelnl.-,,, 

die Vorzeichen von q, und h entgegengesetzt sind oder üher.-insiinnuen. 
Aus dem gefundenen, reellen Werthe von am g oder lolgf .iunn, 
einer vorausgeschickten Bemerkung nach, ein reeller W-rtli von 
Hiermit ist bewiesen, dass die Gleichungen 5) dn- Infegrale iler 
Gleichungen 4) sind, und die in jenen vorkomiaenden ( '<,ii..iiutteii 
sind eindeutig bestimmt. 

Die Werthe von p, r sollen jetzt benutzt werden, um die 
Winkel f, (f> zu ermitteln, die in den Gleieiiungen S) dni- fiuiften 
Vorlesung definirt sind und die die Lage des Kl’iri.ers in jedem 
Augenblick bedingen. Es könnten dazu die Gleiehnng.m dienm,, 
die zwischen den Differentialquotienten von it, / , i/ naeh der /cif 
und den Grössen p, q, r bestehen und aus den l'idgendcn Hefraeli 
tungen sieh ergeben. 

Eine der Gleichungen, die aus den Gleicdinngen l’n. der rinil'tcn 
Vorlesung durch die Bemerkung abzuleiten .siinl, die den iieerang 
der sechsten Vorlesung bildet, ist 


woraus folgt 
Es ist ferner 


dt 


dt 




: p sin /' — <y cos /. 


df: 


oder 


%/■= -— 5 'cos-V^ I 

~ 71 (yg/^ - y\ri ■ '/l* 7?»' y ; 
I y.'i'-' 

df p coH /■+ (/ sin /■ 

di' tq- o)- ^ ' 


Endlich hat man 
tg9 = 


j COS" q> -■-■■■ 


(Jen ß:i d «g 

^ 1 ” y:r 

fe/o — P';, t'. 1/ < 


/// 




dqj = yiP + Vy/ 


1 - 


1 1 


also nach den Gleichungen 6) und 7) der rüntten \ m-le 


7z- 


^ ;^COB/*+y Hill /• 

d/. ci.. ^ 


oder 


§ 1. Rotation eines Körpers um einen festen Punkt. 
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Wir merken an^ dass aus 11) und 12) 

df= cos d'dq) — rdt 13) 

und aus 10) und 12) 

(p2 4- de- = ^^2 _[_ ^^^2 14) 

folgt. * 

Bei der Bestimmung von f, (p ist man aber nicht ausschliess- 
lich auf die Gleichungen 10), 11), 12) angewiesen; es können dabei 
auch die Gleichungen 2) benutzt werden. Durch Integration der- 
selben und bei Benutzung des in 3) angegebenen Werthes von T 
ergiebt sich 

Pp 4“ «2 Oq cc^Br = A 
ß,Pp + ß,Qq + ß,Br = B 15) 

'yi^'p+ r^Oq + nBr == c, 

wo Aj Bj C Constanten bedeuten. Zwischen diesen und früher ein- 
geführteii Constanten besteht eine Relation; quadrirt und addirt man 
nämlich die Gleichungen 15), so erhält man 

p2p2 4^ 4_ _ J2 4_ 4_ 

woraus folgt 

^‘2 4„ 7/2 4^ pfi ^ 4_ 7^2 ^2, 10) 

Sieht man Pp, Qq^ Er als die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes im System der y, z an, so sprechen die Gleichungen 15) 
aus, dass A, R, C die Coordinaten desselben Punktes in Bezug auf 
die Achsen der g sind. Dieser Punkt ändert sich mit der Zeit 

nicht, da A, i?, C CoUvStanten sind; man kann daher die von dem 
Anfangspunkte der Coordinaten nach ihm gezogene Linie zur £-Achse 
nehmen. Das soll geschehen. Dann ist 

0; B = 0 

und nach 16) 

r = ///>2^2 4_ 

wo die Wurzelgrösse positiv zu nehmen ist. Hiernach erhält man 
ans den Gleichungen 15), wenn man sie mit cc^, ß^y oder /3o, y., 
oder /i.j, y.^ multiplicirt und jedesmal addirt: 

Pp Qq Pr 17 ^ 

Daraus bestimmen sich leicht die Winkel ^ und /’. Es ist zuerst 
^ aus der Gleichung 

y.^ = COS d' 

ZU ermitteln ; für eine Lage des Körpers kann dabei d' zwischen — jr 
Qud 4 - 7 t gewählt werden, oder, da nach einer am angeführten Orte 
<»*emachten Bemerkimg über das Vorzeichen von O’ nach Willkür ver- 
fügt werdeu kaiiu ^ zwischen 0 und jr. Die letzte der Gleichungen 5) 
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zeigt, dass r* nicht grösser als c* werden kann; nae h <](t l<d/,l.-ii d.*!- 
Gleichungen 17) erreicht daher oder cos^t nicht d.-n \Vcrtl. 1, 
und es überschreitet also & die Grenzen 0 und luclif. Hcnu-rkl 

möge werden, dass » auch den Werth f nicht üliersclinutd,. .la r 

nicht Verschwinden kann. 

Zur Bestimmung von / hat man 

= COS / sin yo /* 

und die beiden ersten der Gleichungen 17). h'iir aw Lage des Kör 
pers ist hierdurch / eindeutig bestimmt, wetm man lu.cli re.stsefzi. 
dass für sie / zwischen 0 und 2« liegt; die l'estsct/.uiig, dass / sich 
stetig mit der Lage des Körpers ändert, bestimmt es dann eimleufig 
auch für jede andere 'Lage, die der Körper bei seiner Ib'weoiing an 
nimmt. Es bleibt noch übrig tp zu ermitteln, llierltei muss man 
auf die Gleichung 12) zurückgehen. In Verbindung mit den (Jiei 
chungen 17) giebt diese 


Erinnert man sich an die Integrale der Gleiclnuigeii h, aus ilrnm 
die Gleichungen 7) hergeleitet sind, so kann man hirrl'iir sdirrihcn 


d(p:= ]/F^d' +lf(r 


P‘‘^d^+ l!h-- 


Hr 


di. 


oder, wenn man für r seinen Werth aus f)) sei/.i : 




P (P 4" dyr hdii'* am 1/ 
sin''“’ am t li 


I! 

II 


dp 




Die Integration dieser Gleichung führt auf ein ellipii.e In- lnle..ral 
dritter Gattung. 


Es ist von Interesse die jetzt gefundemm Inb'gnilubm bnimvn 
des Problems der Rotation eines Körpers, auf ilim kmn.- Krillfr 
wirken, um einen festen Punkt auf den Fall au/.uweml.-n , da . ,l. r 

Modul der elliptischen Functionen, die in iliesen i Ib.i. lmm.m, .nd 
treten, also k. Null oder uuemllich klein ist, F., ivdurnvn . i. 1, 
dann die elliptischen Functionen auf ti-igmmnudrisciie, 

_ Der in 8) für «2 angegebene Aasdruck zeigl , da , im.-ndhVb 
klein ist, wenn« unendlich klein, c endlich ist und /' n /; 
welche, nur nicht solche Werthe besitzen, für wdrbc .k-r I a,i,.r\.,n 

in dem Ausdruck von %■ unemllicli gro.ss wird. Nm b dm- l•r■iml 

der Gleichungen 8) wird dann auch h unendlich kbdn. Dl.. 

chungen 7) zeigen, dass a unendlich klein ist, wenn /, und 

sind, was wir annehmen wollen. Die Gleichungen b, 'udwu dann 
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§ 2. Rotation um eine Hauptachse, 
boi Vernaclilässigiing unendHch kleiner Grossen höherer Ordnung: 
p — a cos (A / -[- ft') ; q = b sin ^ + ft) , r~c]/l — sin^ (>l ^ + ft-)- 
Was die Werthe von fj (p anbelangt, so folgt aus den beiden 
ersten dieser Gleichungen in Verbindung mit den beiden ersten der 
Gleichungen 17), wenn man für b^ seinen Werth aus 8) setzt und 
unendlich kleine Grössen höherer Ordnung vernachlässigt, 

. ^ /P , P —0 . . 

sm^ = 7,,. [j, + sm^ + p)) . 

Es ist hiernach sin ü’ unendlich klein. Ist, wie wir annehmen wollen, 
die 2 r-Achse so gewählt, dass r, oder, was dasselbe ist, c positiv ist, 
dass also cos d' positiv ist, so ist hiernach und nach den allgemeinen 
über d' gemachten Festsetzungen ^ selbst unendlich klein und dabei 
positiv, die Gleichung bestimmt dann d' eindeutig. 

Ferner hat man 

+ f*)- 

Endlich ergiebt sich aus 13), da d' unendlich klein und r unendlich 
wenig von c verschieden ist, bei Vernachlässigung unendlich kleiner 
Grössen 

(p = ^ c t const. , 

wo man die Constante der Integration aus dem Anfangswerthe von 
(p zu bestimmen hat. 

Einer Festsetzung zufolge, die wir bei der Aufstellung der Glei- 
chungen 8) liaben machen müssen, kann die 2 - Achse die Achse des 
grössten oder die des kleinsten, nicht aber die des mittleren Haupt- 
träglieitsmomentes sein. Die durchgeführte Reclrnung zeigt daher, 
dass, wenn die augenblickliche Drehungsachse zur Zeit 1 = 0 unend- 
lich wcniig von der Achse des grössten oder der des kleinsten Haupt- 
trägheitsmomentos abwcicht, sie dieser immer unendlich nahe bleibt. 
Diese Idiatsache pHegt man so auszusprechen, dass man sagt, die 
ilotation. des Ivörpers um die Achse des grössten und um die Achse 
des kleinsten Jlaifptträgheitsmomentes ist eine ^labile. Es kann der 
Körper auch um die Achse des mittleren Hauptträgheitsmomentes 
rotiron, denn man genügt den Gleichungen 4) durch die Annahme 
= 0, r==0, {/ = const.; aber diese Rotation ist keine stabile, 
d. li. weicht die augenblickliche J'Irehungsachse für 1 = 0 unendlich 
wenig von der genannten Hauptachse ab, so wird diese Abweichung 
mit der Zeit (Ireilich erst nach Verlauf einer unendlich grossen Zeit) 
eine endliche. Sind nämlich und unendlich klein, so ist den 
Gleichungen 7) und 8) zufolge unendlich wenig von 1 verschie- 
den, die elliptischen Functionen von /, welche in den Gleichungen 5) 
Vorkommen, verwandeln sich in Exponentialfunctionen , und die 
üiscussion dieser führt zu dem ausgesprochenen Satze, was indessen 
hier nicht gezeigt werden soll. 
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§ ^ 

Di. lebt, d« Gleichui.g.n 8) lehrt d». » y.»»h.vi,..l.;l 
pJo ,irdi diesen Fell, also denl.U, dass s«.. v„„ , .. lla„|,t- 

Irigheitsmomenten einander gleich sind, »ollen wir jebl lietraclil™. 
Die Gleichungen 7) geben dann 

== Pu^ + ^'o^ ^ ’ 

den Gleichungen 6), die dasselbe aussprechen vvie die (Jl.nehiuigeu S), 

aber eine gewisse Unbestimmtheit in Betreh der V ür/.eieh.ui liehen, 

die diese übrig lassen, genügt man durch 

, , . 

h ^ a j A — ^0 ' p 7 

die Gleichungeti 5) werden dabei 

p == cos (H / + fl) , <i = fPn^ + '/«' » 1 'l ' -f ' /< ' > >' 'V 

Die Gleichungen 17) ergeben 

ßr,, 


COS ' 9 ’ 


y also — cuiist. ^ 


und 

d. h. 


yp^ {po^ + Ulf) + ^0^ 

tg /* = tg (/I / 4” 
f S= Xt f - jU 

WO n eine ganze Zahl bedeutet. Aus der (dcifhuug i§ **^) tniut rndlu’li 


§ 4. 

Wir wollen jetzt die Rotation eines sr/nni'r/i , .-lai rrii Kt»r|iers 
um einen festen Punkt ins Auge fas.sen. Die l>etr:i( ittiui'4*‘n, die in 
der vierten Vorlesung angestellt sind, Itdiren /.\sei inti-nüile der iiir 
diese gültigen Differentialgleichungen keniuni ; dm* Sat/, mu! dta- lahm 
digen Kraft liefert das eine, der fSatz von dm* Drhaltiui-a «i« r I iradirii 
in Bezug auf eine horizontale Ebene du.s zwidt«*. W n- ii»dini»*ii «in* 
g-Acbse vertikal abwärts gerichtet au, hr/iidien ; auf 

Schwerpunkt des Körpers, nennen pi di(‘ Massr dth'.Mdiirii un«l y «in* 
Schwere; bei den in den Gleiclumgen Iii| und 17 i d»*r . «‘«*li t«‘n \ «jr 
lesung gebrauchten Bezeichnimg’en Lsii dann niudi dm am l•anlt‘ d«T 
fünften Vorlesung für die Drehungsmonienie auig«?,sh*iltmi l .irm«*lii 

~ - mij % . J/; n ^ 

und, wenn man die .zr-Achse durch den Sehwerpuiikt h*u;{ um! .v dmi 
Abstand dieses von dem festen Punkte nenni , widiei 
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wird : 


Mx — — mgsy^ , My = mgsy^ , = 


Hiernach giebt die letzte der Gleichungen 17) der sechsten Vorlesung 
dT . . dT . dT 

-ä^T + 5^2 , 19) 


wo 0 eine Gonstante bedeutet. Diese Gleicbung spricht den Satz 
von der Erhaltung der Flächen in Bezug auf die ^»j-Ebene aus. 

Die Gleichungen 16) der sechsten Vorlesung werden 


d 

d T 

dT 

dT 


Itl 

dp~ 

’ dq 

-ÜYY 

— mpsy.. 

d 

dT 

dT 

dT 


d t 

dq 


dp 

+ mgsy^ 

d 

dT 

dT 

dT 


dt 

dr 

= Yp 




20 ) 


Man hat dieselben mit PjQjrm. multipliciren und zu addiren^ um 
durch Integration die Gleichung zu erhalten, die den Satz von der 
lebendigen Kraft ausdrückt. Da nämlich T eine homogene Function 
zweiten Grades von p, q, r ist, so hat man 


überdies ist 


W(jraüs folgt 


2 T- 


d T 
dt 


di> 


ar 

dp 

dt 


I dT , 

+ ^ w + 


+ 


dT 

dq 


d<i 

dt 


+ 


dT 

dr 

dT 

dr 


dr 

dt 


dT d dT , d dT , . d dT 

dt dt dp di dq * ^ dt dr 


iSfimmt man hinzu, dass 

7iQ — ?iP 


dt 


ist, so ergiebt sich auf dem angegebenen Wege 

7'= ?n{/S'y.^ -f- //; 21) 

wo II eine Constante bedeutet. 

Ein drittes allgemeines Integral der hier zu behandelnden Differen- 
tialgleichungen zu linden, ist nicht gelungen. Wir specialisiren 
unser Problem zunächst durch die Annahme, dass die ^-Achse, also 
die durch den festen Ikinkt und den Schwerpunkt des Körpers gelegte 
Linie, eine der Hauptachsen für den festen Punkt ist. Die Achsen 
der X und der y können dann so gewählt werden, dass sie die bei- 
den andern Hauptachsen sind, dass also für T der in der Gleichung 3) 
angegebene Ausdruck gilt. Nun nehmen wir ferner an, dass 

P^O 

ist; die letzte der Gleichungen 20) wird dann integrabel und giebt 

r = const. 
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Zngleieh werden die Gleichungen 19) und 21): 

p{p7i + m) + ^ 

p(^pi qi) Er'^ = 2 mgsy.^ + ^ //■ 

Nun führen wir wieder die durch die Gleichungen S| der liinften 
Vorlesung definirten Winkel f ein. Nach 12) und 11) w(‘rden 

dann diese Gleichungen 

E sin^ %'d(f = {p — eos ■0') dt 
p sin^ d’dqP) = (2 mgs cos ■&■ + 2 // /;/•• i dt '. ““ * 

Da in ihnen (p und t selbst nicht Vorkommen, .sniidern nur ihre 
Differentiale, so kann man aus ihnen durch ]ntegrali<in und t uls 
Punctioneii Yon O*, also auch %' uucl (p als {uiiietionen von / dar“ 
stelleu; ist das geschehen, so erlaubt die Gleichung VA) aiieli /’ als 
Function von t zu berechnen. Die Functionen, aid‘ die luaii auf 
diese Weise kommt, sind elliptische. 


§5. 


Durchführen wollen wir die eben angedeuteie Ivecdiiuiug nur iur 
einige specielle Fälle. Zuerst nehmen wir an, «lass p und y iTir / 
verschwinden, d. h. dass zur Zeit t = i) di(3 aiigiuihlieklirla* 1 >reliiini>‘s 
achse die ^'-Achse ist. Die Gleiclmngeji 10) und liO zfi«..!:«'!!, dass 

dann auch und ~ für / = 0 verschwinden; isi der \\«*rlh 
von 'ü' für / = 0, so ist daher nach den Gieieliungen 1^:0 


und 


0'= G — Rr cos 


0 = 2 mgs cos + 2// 
dieselben Gleichungen werden also: 


Rn ; 


P sin^ d^d(p =: Rr (cos ~ cos d i df 
P {(1%- + sin2 = 2mgs (cos ü co.- ^ ,/ / 

Eliminirt mau aus ihnen dq) und führt stall il und n., du- llditim 
dieser Winkel ein, so erhält man 


r)‘> * 'ö' <{3’ 

P- sin- cos‘ d iF 

= (sin2l"_she|) j4;;ii/6-/'sin'^^eü.s-' ^ 


in ,/r. 


Nun setzen wir 


sm- - == sin 


2 ^0 


JP 


<’OS‘ f/' 


wo M eine Constante bedeutet, über die zu verl'ii.n'fii u ir 
behalten; dabei wird 


un.-: vor-' 
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‘d' <0" 

sin — cos ^ dd' ^ 2M^ sin cos 'ipd'ijj. 

Die Gleichung 24) erhält daher, den Factor I^P ip und giebt bei 
Fortlassung desselben 

4: P- M- ipdilj‘^ 

— p(sm^ cos^ ^cos- ™ coP P cos^ f^dP. 

Der Factor von d P ist eine Function zweiten Grades von cos^ ^ , 
also auch eine solche von sin' zjj ; bestimmen wir die Grösse M so, 
dass das von sin*' ip unabhängige Glied in ihm verschwindet, so lässt 
sich die Gleichung auch durch sin-^ 'ip dividiren und auf die Form 

' dip'^ = P (1 ^ shP xp) dp 26) 

bringen, wo A und % gewisse Constanten bedeuten. Es ist dann M- 
aus der quadratischen Gleichung 

4 tngsP ^sin*^ ^cos^ ™ r-M‘^ — 0 

zu bestimmen und es wird 


4 mij }t r (iJ + cos -9',) + 




2 AinifsPM^ 

Die quiulnitiaclie (jlleicluiiig l'ür M‘^ lässt sich sc.hreibeu 


M' + IIP + cos it,) — I sin- •&„ = 0; 

die eine ihrer Wurzeln ist positiv, die andere negativ; wir wählen 
die positive, d. li. wir setzen 


y?/‘-= i 


i 




•1- h 


cosO’,^ Prj/ (4 ;,;^^.^+ '^0)'' +■ '^üj ; 


4 //1.//S P 

wo die Wurzelgrösse positiv zu nehmen ist. Dadurch wird 


A‘ 


1 "7> d” 

2 ^^///*'* P 

/ / /p7‘- \‘> 


Der für l —2%' aufgestellte Ausdruck liegt zwischen — 1 und + 1 > 
und daher %' zwischen 0 und 1 ; P ist positiv. Hiernach können 
wir das Integral der Gleichung 26) schreiben 

'ip = am (A/ + ft), Mod. %, 
wo ft die Constante der Integration bedeutet. 



Siebente Vorlesung. 

Wir wollen den Fall weiter verfolgen, dass r als imeiKlhcli gro.ss 
angesehen werden kann. Dann wird x = 0, also 

^ = A / ft- 

und nach 25) 


27 ) 


sin- — = sin' — M' cos- {'A/ + f^) i 


ferner wird 


M' 


m (} ff P 

ür^ 
-Jp ’ 


siu' d'n 


Hiernach schwankt » zwischen zwei unendlich nahen (Jr.-nzen in 
unendlich kurzen Perioden. Die Integration der ersten der (llei- 
chungen 23) wird dadurch leicht, dass aut ihrer flinken heile itn 
statt & gesetzt werden kann; sie wird dadurch bei Küeksicht auf die 
Gleichungen 25) und 27) 

P sin^ d'Q.d(p y 


oder bei dem Werthe, den hat. 




Da 


I C08‘^ tljd'ijj = 


, sin f/* 
2 ■ I 4 


SO folgt hieraus bei Benutzung von 27) 

{‘ + U 

^oder, da A unendlich gross von der Ortluuiig vnn r i>A , l>fi \ »t 
nachlässigung von imeiidlicli Kleinem : 


• Der Winkel f endlich ergiebt sicli leielit aus l.'Ji, wenn itiai! iiirr 
d'Q für d' setzt; man findet 


oder 


f=(p cos af,, - r/ (‘(msi. 

/= — -f- cos i);, j / ( i'tuisf. 


Statt der Annahme, die im vorigen karagni|»hf‘ii vi-rtnl-rf j.i, 
dass p und q für ^ = 0 verschwinden, wollen wir nuu dio Aiumhui«* 
machen, dass für ^ = 0, also immer r = () ist. Dir D leiehunuf*!! 2:.Vi 
werden dann 
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P sin-^ d'dq) = Cclt 

P d'd(p‘^) ^2 {?ngs cos d' +“i?) dp. 

Sie sind, abgesehen von einer Verschiedenheit der Bezeichnung, 
identisch mit den Gleichungen 12) der zweiten Vorlesung , woraus 
folgt, dass in dem hier betrachteten Falle die durch den festen Punkt 
und den Schwerpunkt des Körpers gehende gerade Linie gerade so 
sich bewegt, wie ein einfaches Pendel von gewisser Länge. Diese 
Länge 7 ist bestimmt durch die Gleichung 

1 = ^-. 

7ns 


Ist die Constante C in den Gleichungen 22) oder, was dasselbe ist, 
die Constante c in den Gleichungen 12) der zweiten Vorlesung = 0, 
so ist 


und 



29) 


wo h eine willkürliche Constante bedeutet. Dieselbe muss positiv 
sein, da die linke Seite der Gleichung 29) positiv ist, kann aber 
jeden Werth zwischen 0 und oo haben. Ist 4 < 1, so kann man 


mit der näheren Bestimmung setzen, dass a zwischen 0 und tc liegt; 
CvS ist dann a die Amplitude der ebenen Schwingungen, welche der 
Körper oder das Pendel ausführt. Macht man 

<0- . Of . , 

mi -- = sin - - sin ^ , 


so wird dabei , 
merkt ist. 


wie schon an dem mehrfach erwähnten Orte be- 


y 




dl = - 




d'tp 


if} 


also 

ifj == am j/ -j + , Mod. sin , 

wo ^ eine willkürliche Constante bedeutet, oder 

sin ^ — sin sin am Mod, sin • 

Ist aber in der Gleichung 29) 4 > 1 , so kann man 
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setzen, wo x einen 
durch 


reellen echten Bruch bedeutet; nma erhält .la- 




oder 


am 


wo » wiederum eine willkürliche Constante, und x positiv oder m- 
12 zu nehmen ist, je nachdem ^ bei wachsendem . zununmt oder 

abBimmt, 



Achte Vorlesung. 


(Messung der Schwere. Pendel. Correspondirendes einfaches Pendel, lie- 
versionspendel. Bessers Pendelversuche. Einfluss der Luft. Aenderungen der 
Schwere mit der Höhe und mit der geographischen Breite.) 


§ 1 - 


Wir haben diejenigen Bewegungen, als deren Ursache man die 
Schwere bezeichnet, schon mehrfach als Beispiele zur Erläuterung 
der allgemeinen Begriffe und Sätze der Mechanik betrachtet; wir 
wollen diese Bewegungen jetzt näher ins Auge fassen und zunächst 
auseinandersetzen 5 wie die Schwere gemessen wird. Es dient hierzu 
die Beobachtung der Schwingungen eines schweren Körpers, der um 
eine horizontale Achse drehbar ist. Eine solche Vorrichtung nennt 
man. ein Pendel ^ und zwar ein zusammen g esc izUs im Gegensätze zu 
einem einfachen Pendel, das wir schon zu besprechen gehabt haben. 
Halten wir die Voraussetzung fest, dass die Schwere eine constante 
beschleunigende Kraft ist, betrachten das Pendel als einen starren 
Körper und sehen ab von dem Einfluss der Luft, der Bewegung der 


Erde und der Iteibung an der Drehungsachse, so können wir die 


Bewegung eines solchen .Pendels sehr leicht durch Itechniuig verfolgen. 
Die Lage dessellien in einem Augenblick ist durch eine Variable be- 
stimmt; zu dieser wählen wir den Winkel of, den die durch die 
Drehungsachse und den Scliworpunkl, des Pendels gelegte Ebene mit 


der vertikalen, durch die Drehungsachse gelegten Ebene bildet. Nach 


§ f) der vierten Vorlesung gilt der Flächensatz in Bezug auf eine 
zur Drehuiigsachso senkrechte Ebene, weil die Verbindungen der 
Ihinkte des Pendels (‘ine Drehung um diese gestatten, und dieser 


Hatz liefert eine Differentialgleichung für jenen Winkel. Nennen wir 


(j den Werth der Scliwere, m die Masse des Pendels, .s den Abstand 
seines Schwerpunkts von der Drehungsachse und K sein Trägheits- 
monnmt in Bezug auf diese, so ist diese Differentialgleichung 


m s . ^ 

g — siix^^. 


Sie ist iiacli, § 2 der zweiten Vorlesung identisch mit derjenigen, 


welche für die e])enen Schwingungen eines einfachen Pendels gilt, 
falls die Länge l dieses Pendels der Gleichung 
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n 


genügt. Man nennt dieses einfache Pendel das dein gegebenen an - 
respondirende'^ bei gleicher Amplitude hat e.s dieselbe Schwingtings- 
dauer wie das gegebene. Hat man nach 1) mit Hülle \()n Abnn^s- 
sungen, die an den Theilen des Pendels vorgeiiommen .mnd, l lie.siimnit 
und die Schwingungsdauer die einer unendlich kleinen Am|ditude 
entspricht^ durch Beobachtung ermittelt^ so limhd. imui // <ius der 
Gleichung 


Ein Paar einfacher Beispiele mögen die Weise (*rläiiit‘rii; in clf^r 
l gefunden werden kann. 

Es bestehe das Pendel aus einer honiogenen Kugel uu<l (dneiu 
Faden, dessen Masse vernachlässigt werden kann. Der Sehwerpunid 
der Kugel ist, wie der Schwerpunkt eines jt*den lidniogenen Kr>r|Mn's^ 
der einen Mittelpunkt hat/ der Mittelpunkt; es also > (bau 
Abstande des Mittelpunktes der Kugel von dt*in Aufhäugungsiiuiildf*. 
Etwas mehr Rechnung erfordert die BfKsiimmuug <les 'Frägheifs 
momentes. 

Es sei dm ein Massenelement eines Körpers, <la.s die i ourdinaien 
X, y, z hat; das Trägheitsmoment des Kiu-per.s iu Be/UM ;t,if die 
2 r-Achse ist dann 



dm (;r- -f- 




Nehmen wir nun an, dass der Körjier die ruiistaute 1 )i( lit iirkeif u 
habe und ein Rotationskörper sei, dessen K^daiion^;aeh ,e de* ; Aelisr 
ist. Setzen wir 


y = r cos (p, r -- sin r/ , 
so wird jenes Trägheitsmoment 


== ^ J"J*J D“' ^ ' (} < 

oder, da nach (p von 0 bis zu inl.egriivn un.l 


'in 

ist, 




Hier bat man x und r sich vorzu.st(*lleii 
dinaten eines Punktes der .Fläche, dundi 
Körper entstanden ist. 


als ilie reell! wiliiJi'jS'il I 'uMf- 
denui gaii/.e ( !ii» 1 r«di Ille,»' der 


Es sei nun der Körper eine Kinrrd 


Vorn l/itlin. 


§ 1. Messung der Schwere. 
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fangspunkt der Coordinaten sei der Mittelpunkt derselben. Die ge- 
nannte Fläclie ist dann ein Halbkreis. Setzt man 
X = Q COS r == p sin Op; 

so ist das Integral 2) in Bezug auf q von 0 bis 7? , in Bezug auf 'ip 
von 0 bis tc zu bilden, und für dx dr ist QdQ dip zu setzen. Das 
Integral ist daher 

R 7t 

= TCyü J J cos- ip) sin dtp 

0 0 

d. h. 

== %iiR^ j 

oder, wenn 7n die Masse der Kugel bedeutet, also 

m = ^ Tt^iR^ 

ist, 

== -m 

Nach einem im § 1 der sechsten Vorlesung abgeleiteten Satze ist 
daher das Trägheitsmoment der Pendelkugel in Bezug auf die Drehungs- 
achse des Pendels 

== m + I- 

und nach Gleichung 1) die Länge des correspondirenden einfachen 
Pendels 

= s + r.- — • 

Berechnen wir jetzt das Trägheitsmoment eines Cylinders von 
der Dichtigkeit ft, der Länge L und dem Kadius R in Bezug auf eine 
Achse, die auf der Oylinderachse senkrecht steht und durch ihren 
Mittelpunkt geht. Es ist dasselbe dem in 2) gegebenen Ausdrucke 


zufolge 


+ !> 


^ ti li 

y j dxrdr -j- 


d. li. 

== (/;-* _j_ 3 /,>2 j ^ 

oder, wenn man wieder die Masse 9n nennt, d. h. 


setzt, 


m == TCyilVlPr 


m 


( 12 + 4 ) ■ 


Ist der Cylinder ein dünner, langer Draht, so kann man hierfür ohne 
merklichen Fehler schreiben 

m Iß 
12 

Hiernach sind wir im Stande, die Länge l des einfachen Pendels 
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zu berechnen, welches einem Pendel corresponcliri., das aus ciruu- 
Kugel und einem Drahte besteht. Es seien um! m., die Mas.scii 
Ton Kugel und Draht, s^ und s.^ die Entfermingon ihrer S<-hwer- 
punkte vom Aufhängungspunkte, A, der ßadius der Kugel, di*. 
Länge des Drahtes, so dass 


^1 = -^1 + ^27 



Ist dann wieder m die Masse des ganzen Pendels iuhI x der Absiand 
seines Schwerpunktes vom Aufhängungspunkte, st» ist drii im 

§3 der vierten Vorlesung angeführten Sätzen über dtni »*^(*li\ver|»{uiki* 
eines Systemes von Massen 

ms = 


Ferner ist das Trägheitsmoment in Bezug auf dit* Dndnuig.saebst* dtj.s 
Pendels für die Kugel 

und für den Draht 


Daher ist nach 1) 



,V^2 ^ I /jy» 


•'1 + 


^'2 





Hat man und L, gemessen und das Vt‘rhälini -.s dundi di. 
Waage bestimmt, so kann man liieniacdi / bt'retdiu.ui. 


S -A 

In ähnlicher Weise kann mau verfahn*!! , wtein an dnn Pmdrl 
mehr als zwei Theile zu imterscheidcu sin.l: irum.T uIht ni.,: , ,u;ui. 
um aus deu an diesen vorgenoininoiKui .Vhnu-.s.sniiuvn / Iht.-. Iii,, „ 
die Voraussetzung machen, dass jeder .dnzelne bieil liunee.,.,, m’ 
Eine Methode zur Messung der .Schwere, die von ei,,,-,- ..Irhen nu- 
hehen Voraussetzung frei ist, beruht auf der .\nuendu,r.- ,, 

genannten Eevermmpendds. Ein snldies l,esie|,i 
Stange, die zwei parallele, auf ihrer IdlnKsriei.Innn- s-.nlwv.-hm S, In.e, 
den tragt, welche ihre Schärfen gegen einander kehre,,: der ,Na,|..v 

|st em Gewicht oder sind mehrere Gewieide hefeMie,. .I,„le .-ebne, de 
kann als Drehungsachse des Pendels dienen. In, .Mlovn.en.en u,rd 
die Lange des correspondireuden einfachen Pendels ..„.e a„.ie,v .dn 
je nachdem das Reyersionspendel auf der einen ode,- „„i de,- ande,v,'. 

O Chei Amplitude die Schwinguiigsdauer die.ell.e, d. h. dn s Ihr 


Bessel’s Pendelv ersuche. 81 

beide Schneiden die Länge l des correspondirenden einfachen Pendels 
dieselbe ist. In diesem Falle hat man nach 1 ) 

^ k 

^ ms^ + k 

ms^ ' 

WO m die Masse des Pendels, /c sein Trägheitsmoment in Bezug auf 
eine Achse, die durch den Schwerpunkt parallel den beiden Schneiden 
gelegt ist, und ^2 die Entfernungen des Schwerpunkts von den 
beiden Schneiden bedeuten. Aus diesen Gleichungen folgt 

/ S 2 ) = 5 j ^ ^ 2 ^ , 

oder unter der Voraussetzung, dass nicht, ^^ = ^2 ist, 

^ "p* ^2* ♦ 

Ist nun noch die Bedingung erfüllt, dass der Schwerpunkt in der 
Ebene der beiden Schneiden liegt, so ist der Abstand der 

beiden Schneiden von einander, und durch Messung dieses Abstandes 
lernt man die Länge des correspondirenden einfachen Pendels kennen, 
ohne Weiteres über die Vertheilung der Masse ermittelt zu haben. 

§ 3. 

Einen andern Weg hat ßessel bei seinen berühmten „Unter- 
suchungen über die Länge .des einfachen Sekundenpendels^^*'^) einge- 
schlagen, um sich von der Voraussetzung der Homogenität der Theile 
des Pendels unabhängig zu machen und zugleich eine andere Fehler- 
quelle zu eliminiren, die in Folgendem besteht. Die Drehungsachse 
des Pendels wird gewöhnlich durch eine Schneide gebildet, die auf 
einer horizontalen Unterlage ruht. Die Schärfe der Schneide ist aber 
nicht eine mathematische Linie, sondern ein schmaler Theil einer 
Cylinderlläche von sehr starker Krümmung; das bewirkt, dass die 
Drehungsachse des Pendels nicht genau in der Ebene liegt, welche 
die Schneide trägt, und nicht genau angebbar ist. Eine ähnliche 
Unsicherheit bleibt bei jeder andern Aufhängungsart des Pendels. 
Bessel benutzte zwei Pendel, die aus derselben Kugel, derselben 
Schneide und zwei Drähten gebildet waren, deren Längenunterschied 
mit der äiissersten erreichbaren Genauigkeit gemessen wurde. Hieraus 
und aus den Schwingungsdauern der beiden Pendel liessen sich die 
Längen der einem jeden von ihnen correspondirenden einfachen Pendel 
berechnen ohne die Annahme, dass die Kugel homogen und die 
Schärfe der Schneide eine mathematische Linie wäre.^ 

*) Abhandlungen der Berliner Akademie für das Jahr 18 * 26 . 

TTirchhoff. Mechanik. 3. Aufl. 
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§ 4 * 

Nicht ausser Acht zu lassen ist bei Pendelversuclieii th^r Eiuflus 
■ den die Luft auf die Bewegung des Pendels ausübt. Diesen vol 
ständig anzugeben, ist eine Aufgabe der Hydrodynamik, denii er hiss 
sich nicht ermitteln, ohne dass man die Bewegung bestiiiimt, in W(dch 
die Luft durch das Pendel versetzt wird. Es sollen hier nur historisc 
einige Angaben über ihn gemacht werden. 

Wenn ein Körper in der Luft ruht, so übt di(‘se auf scnne Ober 
fläche Druckkräfte aus, deren Resultante vertikal aufwärts gericlitei 
gleich dem Gewichte der verdrängten Luft ist und ihren Angrills 
punkt in dem Schwerpunkte der verdrängten Luft hat. Düritt* nuu 
annehmen, dass bei dem schwingenden Pendel die von d(‘r Imft her 
rührenden Druckkräfte eben so gross sind, als wenn das Pendel ruht 
so würde hiernach der Einfluss der Luft auf dk Hcdiwingungsdauti: 
sieh leicht angeben lassen. Bezeichnen wir durch m' diit Masse dei 
verdrängten Luft, durch s' die Entfernung ilir(‘s H(‘hwerpunkl.s vui 
der Drehungsachse des Pendels und nehmen (htr Einfach heb. w(*gei 
an, dass dieser Schwerpunkt in einer Ebene mit dem Selivv(»r]mnk1 
des Pendels und seiner Drehungsachse liegt, so \vrin‘ dann da> 
Drehungsmoment, welches auf das Pendel wirkt, 

— {ms — m's') (/ sin 

also die Differentialgleichung seiner Jhjwegung 

* ^ K ~ = — {ms — m s ) g sin it, 

und die Länge l des correspondireiiden (unfaehen Pendels 

Via — VI s' 

Diese Gleichung stellt aber nicht erschö|)lenil ili-ii Minliuss der i^ult 
auf die Schwingungsdauer des Pendels dar. Man plli-gt zu sagen, 
dass das Pendel eine Luftnaeiigo mit sich hin und lierlhiirl, und dass 
dadurch das Trägheitsmoment des Pendels vergrösserl winl. Wii; 
dem auch sei, jedenfalls kann man setzen 

7 A" “b 

^ — ' ' > ' > I 

fvs — ?n .V ’ 

WO X eine unbekannte Zahl bedeutet, die? aJiliilngig isl von der 0’c‘“ 
stalt des Pendels und seiner Schwingungsdauer, sowie von der Ihe- 
schaffenheit der .Luft, nichl aber von dcir i\bisse des Pendids und 
ihrer Vertheilung. Bessel bestimmte A exjierinumiell, iiidrnn er 7 ,\\ui 
Pendel von gleicher Gestalt, nahe gleicher Sehwingungsduuer, a.ber 
verschiedener Masse benutzte. 


§ 5. Aenderung der Schwere mit der Höhe. 
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die Schwingnügsdauer fort, falls die Gestalt des Pendels synimetriseli 
in Bezug auf die beiden Schneiden ist. Diese Bedingung kann erfüllt 
werden, obwohl die Vertheilung der Masse nicht symmetrisch in 
Bezug auf die beiden Schneiden sein darf, weil sonst = $2 sein 
würde, welchen Fall wir ausschliessen mussten. Man erreicht den 
genannten Zweck z. B. durch zwei gleichgestaltete Linsen, die sym- 
metrisch an der Pendelstange angebracht sind, von denen die eine 
hohl, die andere voll ist. Bei der früher gebrauchten Bezeichnung 
ist dann, wenn die Gleichheit der Schwingungsdauer für beide Schnei- 
den hergestellt ist, nach 3) 

^ k “l“ 

msi — m' s' 

und 4) 

^ k ms2^ m' 

ms^ — m' s' ^ 


woraus folgt 




gerade so, als ob die Luft gar keinen Einfluss ausübte. Die Voraus- 
setzung der Symmetrie der Gestalt des Pendels, die wir gemacht 
haben, ist bei diesem Schlüsse wesentlich; fände sie nicht statt, so 
hätten nämlich s' und X in den beiden Gleichungen 4) verschiedene 
Werthe. 


‘ § 5. 

Pendel versuche, die an verschiedenen Orten ausgeführt sind, 
haben gezeigt, dass die Schwere nicht überall auf und in der Nähe 
der Erdoberfläche denselben Werth hat. Steigt man aufwärts, so 
nimmt die Schwere ab. Von dieser Aenderung derselben kann man 
sich Rechenschaft geben, wenn man von der Newton’schen Lehre 
ausgeht, dass die Schwere eine Folge der Gravitation ist. 

Zwei Massen m und die in der Entfernung von einander 
sich befinden, üben nach dem Gesetze der Gravitation Kräfte auf 
einander aus,, deren Potential bei passend gewählter Masseneinheit 

mrrii 

r, . 

ist. Wirken viele Massen gravitirend auf die Masse 711^ so hat 
die auf diese ausgeübte Kraft das Potential 



Wir wollen dieses Potential für den Pall berechnen, dass die 
Massen die Theile der Erde sind, unter der Voraussetzung, dass 
die Erde eine Kugel und ihre Dichtigkeit in gleichem Abstande vom 
Mittelpunkt dieselbe ist. Wir denken uns eine Masse, die mit der 
constanten Dichtigkeit ft den Zwischenraum zwischen zwei concen- 
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trisehen Kugelflächen erfüllt, deren Eadiea Ä und A' + ^/// sind. D 
Jitential dLer Masse in Bezug auf die toniunh.n di.i an A 
Stande r Ton dem Mittelpunkte der Kugeltiuclu-n sud. i.nl.ndH,, d 
das Potential der Kräfte, welche jene Masse aul die.sr Mass.-neinli, 

ausübt, ist . 

“ sin d ^ d 




YiP+1 


2 Ii r '!#• 


wo die Wurzelgrösse positiT zu nehmen und die Integndn.n m Bezi 
auf io von 0 bis 2;t, in Bezug auf ^ von 0 bis ;r auH/.u.lelu.en i 
Die erste Integration ist unmittelbar ausführbar uinl die zwe.ie wi 
es, wenn man an Stelle von & einführt 

p = cos tt . 

Da dann 


QdQ = Rr sin 'ü’rZ-ü’ 

ist, so wird der Ausdruck 5), wenn man (> dm (> d 

kleinsten Werth von q nennt, 

'iuRdli 


■ ll 


(9"' 


Es ist aber 


und 9 ' ist gleich der positiven von den beiden Urrissm // . ;• u 

r — i?; d. h. es ist p'==r — /^, wemi thi* Punkt, aiif dmi d 
Potential sich bezieht, ausserhalb der Kugelsclinln und o // 

wenn er in ihrem Innern sich belindei. ln jeinua Kullt* i { daii 
der Ausdruck 5) 

Aitir^dR 


in diesem 


— fi4jr // (! //. 


Hierdurch ist bewiesen, dass das in itudi? siidimd»* Ikdfntiai in Ik*/,! 
auf jeden inneren Punkt constant, in nut ;^l^ »-rt n 

gross ist, als ob die Masse der KugelseJiah* in ihr'nu Mit 
concentrirt wäre. 

Bei den über die Erde gemachten 11 daieT i 

Potential in Bezug auf einen KörjHT, d«T au-MThnil» ilnfr iidi l 
findet, so gross, als ob ihre ganze Mass(‘ in iiinna Mit frl|Mink!t* m 
centrirt wäre, und die Anziehung, die drr Krirprr vnn «I.t Ihdr « 
fährt, ist dem Quadrate seiner Entieriiiing vtiia Hrduiii i rl|aud. 
umgekehrt proportional. Es stimini liiiTinii das iM-uHai ührivi 
welches die Pendelversuche in BetrelF der Al»n;düiic drr Si iiwan* I 
wachsender Höhe ergeben haben. 

Den Pendelversuchen zufolge änderi, sicJi di«* Scdiweiv aiM*r a.u 
in der Erdoberfläche oder, was dassellie ist, iiu M<*rrrsiiiv«‘iiü. S«* 


§ 5. Aenderung der Schwere mit der Höhe. 
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näherungsweise , wenn auch nicht genau, ist sie hier von der geo- 
graphischen Länge des Beobachtuugsortes unabhängig, aber bedingt 
durch die geographische Breite. Bezeichnet man diese durch t/j und 
nimmt als Einheit der Zeit eine mittlere Sekunde, so hat man nach 
den Pendelversuchen mit grosser Genauigkeit 

ff = 9“, 8309 (l - . 6 ) 

Dass die Schwere mit der geographischen Breite des Beobachtungs- 
ortes sich ändert, ist als eine Folge der Drehung der Erde anzusehen, 
wie in der folgenden Vorlesung gezeigt werden soll. 



Neunte Vorlesuii;?. 


(Einfluss der Drehung der Erde auf die Dewegiing der Kmiier ;ai jii^, 
Oberfläche. Centrifngalkraft. Abweichung frei falleiulcr Ki.rper ii.n der 
linie. Foucardt’scher Pendelversuch.} 


§ 1 - 


Bei der Untersuchung der Bewegung .'cIih i-rtT Körper luiiici 
wir ein Coordinatensystem benutzt, welches in ilei- Knl,. f,.,,) 
gleichwohl die Differentialgleichungen iler liewcgutig nugewundf 
weleh'e ein im Raume festes Coordinateiisysfem viiniH'M-t/en. Ih 
die Erde sieh bewegt, so liegt hierin eine ( ngenauigkint . die /a 
heben wir nun suchen wollen. Zu (lic.seni Zwis-K.' inü'.siMt wir zu 
sehen, welche Veränderungen an den I)itli'renfi;rl'ileie|iinr,;.'ii ,i«T ü,. 

wegung anzubriugen sind, wenn .sie Ihr ein bewegt.-, 

System gelten sollen statt für ein ruheinle.^. ln ein.-m besi.inlerii 
Falle haben wir diese Aufgabe bereiis im ;; I der i lei ten \ urh-.Min- 
gelost, iu dem Falle namlicb, dass die .Aehsi-ii de-, ( .".r.iin.iten ■ \ ..tenie.s 
bei ihrer Bewegung dieselben Riehl nngen behalt, n: nn.l wir hab.-n 
dort nachgewieseu, dass, wenn üherdi.-s da- < ■.i..nbn..t. n \ dem' mü 
gleichbleibender Gescbwiudiglceit in ili-rM-lb.-n iii. btuii" i.nt . hr.-ij.-j 
dieselben Differentialgleichungen gelten, wn- w.-i.n .!,i ( '.M,r,l,nal.-n' 
System ruht. Der Mittelpunkt der Mrde b.-w.-.,;i i, b n, eme,- ijahn 
um die Sonne so nahe mit gleichbleibeml.-r i.'.- , bu i!,,i..,l e,i „n 
geänderter Richtung, da,ss man für di.- It.-w. ,,.1 ,|,-r Fnh- 
ohne merklichen Fehler die Differentialgh-i.-inin-..-... iVir .-m ruh.-n 
des Coordinatensystem gelten, auch aiiw.-n,l,.„ ,|,n-i ll-.n.. auf 

Coordinatensystem, des.sen Anfangs[,inild .l.-r Miti.di,a,;l,i d,-,- K,-,!,- 
ist, und dessen Acliseii im Raume li-sb- Bi. biiiii--. n b.iii,-|. Vml. rs 
aber als mit der fortsclireitenden B.-w, .l.-r l-ir.i.. v,.,b'ilt .,-i, 
mit der Drehung um ihrcAch.se, di.i ei,,,-,, b..m,.r|.l.a,vn l-;...,!,, -mf 
die Bewegungen der Körper, relativ zur Kr,!,-. | 

zu finden denken wir uns ein ,Sy,sb-m v.,n mat.-n. i!, ,.. Idu.l t.-n ml' 
welche beliebige Kräfte wirken, uml w,-h 1 .,- i,,.;,..:,,, -m, l;,.,!-,,- i' ! 
gleichungen unterworfen sind; „ml l„-zi,-li.-,i ,1„. 1, ed.-b.- . 1 ,.:.- 
Punkte zur Zeit / Laben, gleic-iiz.-ibg auf zw,-i . ^,,-r, ln- d,;,i:- 

T riihl, ,las aii.l,.„. a b b.-v.-’ t |-’’ 

sei m die Masse eines der Punkte r „ - , i 

A, r, Z die Componenten der auf ib,, wu-k.-ml.-,, 


§ 1. Centrifugalkraft. 
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in Bezug auf das ruhende Coordinatensystem 5 x, y\ z', Y', Z' 

bezeichnen dieselben Grössen in Bezug auf das bewegte; endlich 
seien dy j 8z virtuelle Variationen von x, y , und 8x% 8y\ 8z' 
die entsprechenden Variationen von x\ y\ z\ Nach dem d’Alembert- 
schen Principe ist dann 

0=2 ("' 5 ^- 1 ) 

In diese Gleichung führen wir die gestrichenen Buchstaben an Stelle 
der ungestrichenen ein. Dabei benutzen wir, dass 

X8x + Y8y + Z8z = X'8x' + Y'Sy' + Z'8z' 
ist, da diese beiden Ausdrücke die Arbeit derselben Kraft für dieselbe 
Verrückung ihres Angriffspunktes darstellen; im üebrigen führen wir 
die Rechnung nur unter der Voraussetzung, dass das bewegte Coor- 
dinatensystem sich mit constanter Winkelgeschwindigkeit um die 
z- Achse dreht. Wir nehmen die beiden Coordinatensysteme als con- 
gruent an, lassen ihre Anfangspunkte mit einander, die '-Achse mit 
der ; 2 - Achse zusammenfallen und setzen 

X ^ x' cos wt — y' sin wt 
y = X sin loi y' cos 2 ) 

dann ist iv die Winkelgeschwindigkeit, mit der das bewegte System 
in dem Sinne sich dreht, in dem die x- Achse um einen rechten 
Winkel gedreht werden müsste, um in die y-Achse zu fallen. Aus 
den Gleichungen 2) folgt: 

8x = 8x/ cos tot — 8y' sin w( 

8y == 8x' sin ivt -j- 8y' cos wt 3 ) 

8 z == 8z, 

ferner 

cos ivt — sin wt — tox' sin lot — wy' cos lot 
dt di dl 

™ I ^hL cos wt 4 - wx' cos ivt — ivy' sin ivt 

dl dt 'dl 

dz ^ d£ 
dl dl 

und 


d'^ .x* 
dl^ 

d-y 

dl^ 

dH 


COS wt 


sin wt 


Ci d iV • . 4 > d.y . 

— 2'iü - sm wt — Aw ; cos wt 

dt dt 

d"X • , ( d"y' , 

= , SHl Wt 4- cos toi 
d.y ' dy 

4 - 2w cos tat — 2w ^ sin tat ■ 

‘ dl dt 


w' x ' cos %ot w^y' sin w t 


IV- X sin 'Wt — IV- 1 / cos ivt 


d}z 


d y (i y 
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Hiernacli wird die Gleichung 1) 



— X' — mw^x — m2w 

— Y ' — mufly' + m2w 8y' 

— Z''^ 8 z'. 


4) 


Diese Gleichung ist von derselben Form, wie die Gleichung 1); es 
folgt aus ihr, dass man von der Drehung des Coordinatensysteines 
der x', ?/', z' absehen kann, falls man zu den Kräften (X', Y\ Z ') , 
die auf die materiellen Punkte wirken, noch gewisse hinzufügt; die- 
jenige von diesen Kräften, die sich auf den Punkt bezieht, dessen 
Masse m genannt ist, hat zu Componenten 



Ist das System der materiellen Punkte in relativer Kühe gegen 

die Achsen der x', y', z', so ist -^ = 0, -^ = 0; die Ausdrücke 5) 
werden dann also 


mw^x'y mw^y’, 0 . 

Die Kraft, deren Componenten diese sind, ist senkrecht zur Drehungs- 
achse, der z'- Achse, von dieser fort gerichtet und hat die Grösse 

mw‘‘^ f/x"^ y'^ . 

Man nennt diese Kraft die CenlrifugalkrafL Bei einem Systeme von 
materiellen Punkten, welche ohne Aenderung ihrer relativen Lage 
mit gleichbleibender Winkelgeschwindigkeit um eine Achse rotireu, 
kann man, um die Beziehungen zwischen den Kräften zu beurtheilen, 
die auf sie wirken, von der Rotation absehen, falls man zu dieseji 
Kräften die Centrifugalkräfte hinzufügt, die der Rotation entsprechen. 

Dieser Satz lässt noch eine Verallgemeinerung zu, die wir ab- 
leiten wollen. Wir nehmen an, dass die Bedingungsgleiclnmgen 
zwischen den Coordinaten x, y', z' die Zeit nicht euthalten; die Ver- 
änderungen dx', dy', dz', die x', y',z' m dem Zeitelement dt er- 
leiden, sind dann virtuelle Variationen von x', y' , z' und können in 

die Gleichung 4) für dx', 8y', 8z' gesetzt werden. Geschieht das, 
SO erhält man 



— X' — mw'^x 

) dx' 


— Y' — mnp-y' 

j 

) dy' 

t!) 

— Z') dz'. 
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§ 1. Aenderung der Schwere mit der geogr. Breite. 

Diese Gleichung stimmt überein mit einer, zu der man kommt, wenn 
man die Eotation des Coordinatensystems vernachlässigt und dafür 
nur die ihr entsprechenden Centrifugalkräfte einführt. Ist nun ferner 
die Zahl der Bedingungsgleichungen zwischen den Ooordinaten x',y%z' 
so gross, dass die augenblickliche Lage des Systemes durch eine Va- 
riable bestimmt wird, so kann man aus 6) diese eine Variable, also 
die Bewegung des Systemes berechnen. Daraus folgt, dass auch unter 
den jetzt gemachten Voraussetzungen die Einführung der Centrifugal- 
kräfte vollständig die Berücksichtigung der Rotation des Coordinaten- 
systems ersetzt. 

Dieses Resultat ist von Wichtigkeit in Bezug auf die Bewegungen 
der Körper auf der Erde; es zeigt, dass man bei ihnen von der 
Rotation der Erde absehen darf, wenn man zu den auf die Körper 
wirkenden Kräften die dieser Rotation entsprechenden Centrifugal- 
kräfte hinzufügt, vorausgesetzt, dass die Lage des Systemes durch 
eine Variable bestimmt ist, und dass die Bedingungsgleichungen 
zwischen den Coordinaten in Bezug auf ein in der Erde festes Coor- 
dinatensystem die Zeit nicht enthalten. Die Schwere ist die Resul- 
tante aus der Anziehung, die die Masseneinheit von der Erde nach 
dem Gesetze der Gravitation erfährt, und der aus der Rotation der 
Erde entspringenden Centrifugalkraft; diese Resultante ist es, welche 
durch die in der vorigen Vorlesung besprochenen Pendelversuche ge- 
messen wird. 

Sehen wir nun zu, wie hiernach die Schwere der Grösse und 
Richtung nach auf der Erdoberfläche sich ändern müsste, wenn die 
Erde eine Kugel und ihre Dichtigkeit 3. 

in gleichem Abstande vom Mittelpunkte 
die gleiche wäre. Den Abstand des be- 
trachteten Körpers vom Erdmittelpunkte, 
also den Erdradius, nennen wir die 
nach dem Erdmittelpunkte gerichtete, 
auf die Masseneinheit bezogene An- 
ziehung der Erde 6?, den Winkel, den 
der nach dem Körper gezogene Radius 
der Erde mit der Aequatorialebene die- 
ser bildet, 9, und w die Winkel- 
geschwindigkeit der Erde. Die '-Achse 
legen wir in die Rotationsachse der Erde, die '-Achse in den Schnitt 
ihrer Aequatorialebene mit dem Meridian des Körpers. Die Compo- 
nenten der Schwere g nach den Coordinatenachsen sind dann 
— {G — R) cos cpj O5 — G sin 9?. 

Daraus folgt 

y-r |/-j c\ 0 \ { 9 

g = Gj/ I —2 cos^q) + — J cos^^ , 



7 ) 
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und, wenn man i> die geographische Breite des Beobachtungsortes 
nennt, d. h. den Winkel zwischen dem Aequator und der Vertikalen, 
also der Richtung der Schwere, 

tg^ = tgg) 

^ ~ a ■ 

Bei den Voraussetzungen, die wir über Gestalt und Beschaffenheit 
der Erde gemacht haben, ist G gleich dem Werthe, den g unter dem 
Pole hat; es ist also nach der Gleichung’ 6) der vorigen Vorlesung, 
wenn die Zeiteinheit eine Sekunde ist, 

6? = 9“, 8309. 

Ferner ist näherungsweise 

^ = — 40 000 000 ” 

tn 

und 

2 

^ “ 24 . 60.60 ’ 

daraus folgt 

li 1 

~~G~ ^YdT ‘ 

Dieser Bruch, ist so klein, dass bei unseren Betrachtungen sein (Quadrat 
gegen die Einheit vernachlässigt werden kann. Geschieht das, so 
geben die Gleichungen 7) und 8) 

^ = 6’ cos- cpj 

tg4, = tg(p(l + • 

Auch Tjj — 9 ? ist hiernach sehr klein, so dass man 

tg ^ = tg o? 4- 

setzen darf, woraus dann folgt 

^ = t sm 2(p 

Mit derselben Genauigkeit ist 

, 1 * 0 , R 

xp — <p = Y sm 2 ip — • 

Die erste von diesen beiden Gleichungen ist von derselljen Form, 
wie die aus den Pendelversuehen abgeleitete Gleichung 6) der vorigeii 
Vorlesung; aber die Zahlencoefficienten von cos- sind in beiden 
wesentlich verschieden. Der Grund hiervon liegt darin, dass die 
Erde nicht, wie wir angenommen haben, eine Kugel ist; in Folge 
ihrer Drehung ist sie sehr näherungsweise ein abgeplattetes Rotatiou.s- 
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ellipsoid, und daher ist ihre Anziehung um so grösser, je grosser die 
geographische Breite des Beobachtungsortes ist. Hierauf soll aber an 
dieser Stelle nicht näher eingegangen werden. 


§ 2. 


Auf die relative Bewegung der Körper gegen die Erde übt die 
Drehung dieser im Allgemeinen noch einen andern Einfluss aus, als 
den durch die Centrifugalkraft dargestellten. Es soll dieser jetzt für 
einen freien, schweren, materiellen Funkt untersucht werden. 

Es seien x ^ y\ z' die Coordinaten des Punktes zur Zeit i in 
Bezug auf ein in der Erde festes Coordinatensystem, dessen z '-Achse 
die Erdachse ist. Bezeichnen wir durch F\ Z' die Componenten 
nach den Coordinatenachsen der Schwere, d. h. der Eesultante aus 
der Anziehung der Erde und der Centrifugalkraft, so ist dann 


y ' 

dt^ 

d:^z[ 


^ Ä' 2 io 


dl 


} ' - 2tü 

Z\ 


da/ 
' d l 


9 ) 


Da in diesen Gleichungen die Coordinaten selbst nicht verkommen, 
sondern nur ilire Dillerentialquotien ten , so hört ihre Gültigkeit 
nicht auf, wenn man die Coordinatenachsen ohne Aenderung ihrer 
Eichtling verschiebt; wir können also den Anfangspunkt in den Ort 
legen, den der Punkt zur Zeit l — 0 einnimmt; die ^ '-Achse muss 
dann parallel der Erdachse sein. Die Componenten der Schwere sind, 
strenge genommen, nicht constant; wir wollen sie aber als constant 
ansehe n, d. h. voraussetzen, dass die Bahn, die der Punkt beschreibt, 
unendlich klein gegen die Dimensionen der Erde ist. Wir bezeichnen 
die Schwere durch //, die geographische Breite des Beobachtungs- 
ortes, zwischen 0 und - genommen, durch und legen die y '-Achse 

senkrecht zum Meridian, nach Osten gerichtet. Gehen die positiven 
Richtungen der x' und der 0 ' von der Erde fort, so ist dann 

X' — — (j cos F' = 0, Z' = — (j sin i/; 10) 

und ‘w ist positiv. 

Nun soll statt des Coordinatensystemes der x\ y', z' ein neues, 
ihm congruentes, das der rr, y, eiiigeführt werden, so dass die 
y- Achse mit der y '-Achse zusammenfällt, die ;:r-Achse die Richtung 
der Sch were hat und die Anfangspunkte Zusammenfällen. Man hat dann 

X = i), F-=0, Z=-y 

und 

X = — .r' sin z' cos 'ip 

y = y' 
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Diflferentiirt man diese Gleicliungen zweimal nach so erhalt man 
durch Benutzung von 9)" und 10) , sowie der Gleichungen 

x' = ~ X sin p — z cos p, v' =V 

• -^ = 2M;(^sin^^ + cos^-^^ 11) 

^=g-2lVCOBi,^- 

Es können diese Gleichungen ohne weitere Voraussetzungen nach 
einer bekannten Methode integrirt werden; wir wollen indessen ihre 
Integrale vereinfachen durch die Annahme, dass Glieder von der 
Ordnung von vernachlässigt werden können. Die Anfangswerthe 

von — , -4^, — nennen wir ß. y; wir erhalten dann aus 11) 
dt ^ dt ^ dt 

zunächst 

= a — 2w sin p • y 
= y + yt -- 2w cos p • y, 

und bei Benutzung hiervon, nach der genannten Annahme, 

=r -f 2w {a sin ^ + 7 cos p) t w cos p • yl'K 

Dieselbe Annahme führt dann weiter zu den Gleichungim 
x — ai — wß sin p • fi 
y ^ ßt 10 {a sin p y cos p) l'* + ^ 

z = yi — wß cos p^ 

Ist die Anfangsgeschwindigkeit =0, d. h. sind a, /j, so 

werden dieselben 

a; = 0 


y = w cos p 


woraus folgt 


w; COS 'Iß 


/‘f- 


Ein frei fallender Körper weicht hiernach in Folge der Drehung der 
Erde von der Lothlinie in einer zum Meridian senkrechten RiehiLun"- 
und zwar nach Osten hin, ab. Es sind hierüber von Reich in h'i.R 
berg Versuche angestellt; bei diesen war 

^ = 50« 57', ^^ = 9“811, z = 158”5. 

Die Gleichung 12 ) ergiebt hieraus y = 27 ““ ,5; Reich fand y = 28““ ,4 . 
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§ 3. 

Untersuchen wir nun noch die Bewegung eines einfachen Pendels, 
das um seinen Aufhängepunkt sich frei drehen kann, mit Rücksicht 
auf die Drehung der Erde. 

Wir benutzen ein Coordinatensystem wie das, auf welches die 
Gleichungen 11) sich beziehen, dessen ;z- Achse vertikal abwärts gekehrt 
ist. Der Anfangspunkt sei die Gleichgewichtslage des schweren 
Punktes des Pendels, / die Länge dieses. Es findet dann die Be- 
dingungsgleichung 

x^+t/+{l + zf=^P 

statt, und die .Differentialgleichungen der Bewegung sind 



= — 2w sin ^ 


dt^ 

= 2w (sin ^ + cos ) + ly 

13) 

d^z 

dC^ 

— (J — 2w cos ^ (- 2 ^ + 0- 



Ein Integral derselben findet man, wenn man sie mit dx, äy ^ dz 
niulti})licirt, addirt und integrirtj so ergiebt sich 

dx^ *-[- dtß + äz^ — {2 gz + H) dl}, 14) 

wo .// (u'ne willkürliche Constante bedeutet. Um zu einem zweiten 
lnt(‘gral zu g(‘langen, bilde man aus l;)) 


} y/; Hin 2/^7) + ^ 


2w eoBtlj • X ■ 


l)i«iH(‘ Gleichung ist im Allgemeinen nicht integrabel; sie wird es 
alxvr, wmrn wir die Voraussetzung einführen, dass die Schwingungen 
d(!S I^mdels unendlich klein sind, was wir thun wollen. Es seien a; 
und // gegen l uncmdlich klein von der ersten Ordnung-, es ist dann 
c: von der zweiten Ordnung; es ist nämlich 


-|- ?/2 


Da-s letzte (Mied in der GleicJiung 15) ist daher von der dritten 
Ordnung, während die andern von der zweiten sind. Bei Vernach- 
lässigung jeiK^s (irliält iiKüi 

xdg — ydx ==(c to sin (.t- -|- y')^ dl, 16) 

wo c eine iieue willkürliche Constante bedeutet. Die Gleichung 14) 
wird dabei 


+ (hf- = {<[ (a;--’ + 2/0 + //) dt\ 


17) 
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In 16) und 17) setze man 

^ r cos 0,' y = r siu Ü , 

wo dann r und 0 Polarcoordinaten des seliwen*!! l^inktps l»iMltnitf‘n. 


dadurch erhält man 


^2^0 j'ha sin 4^) di 

<?r2+ dt\ 

Die erste dieser beiden Gleichungen wird, w<*iHi wir 
0 — i7i; sin 4' = # 

machen , 

r-d^y = rd/j 

die zweite bei Benutzung hiervon 


1S| 

VJ} 


// 


• V I fif\ IHf) 


^ — ?d^ sin^ r' •>[" 

An Stelle von erführen wir nun eine an(hn*e willkürlieht* rMiistiinfe 
h durch die Gleichung 

H — c27r sin 4' =- h 

ein und benutzen, dass iv so klein ist, dass stdn ^niadrat waaiarh- 
lässigt werden kann; die Gleichung 2^)) wird dann 

dri + r^(ir- = 'J o, , 

Die Gleichungen 19) und 21) können leieht %(,ll .i.indiu' inn-^rirt 
werden; sie stimmen überein mit Gleichungen, ;iiif die ,„an kom„i(, 
wenn man die Drehung der Erde vermudilässigt . wie d.n.iu'- heiv.r- 
geht, dass sie w nicht enthalten, also ungeilnderi bleil,, ,,. u, nn man 
w = 0 setzt. Setzt man iv = ü, so wird ;t m. ;,,„i , ,.,„1 ,„’„i 

die Polarcoordinaten des Pendeikörpers. üiTi'iek -n l.i en ,jj,. 

Drehung der Erde, so sind /• und (i die.e l^.la>■e,,.,^m^aIe'o ,„,d 
zwischen e und -S- besteht die Jielaiion IS). Kar.m ..„i,, 
die relative Bewegung des Pendels /n der >i, h drehemle', Kpi.'. .i',,, 
selbe ist, als ob die absolute Mewe.guinj: des I'rmh l dir j. udii- 
die es auf der ruhenden Erde hal.-m würde, de- i;,-,!,. .-d.-r um dm’ 
Winkelgeschwindigkeit ?y; sin ^ um die verfikal-, ,imvi, , 1 ,.,, Auf 
häügungspunkt gehende Linie oHtwärhs Nirh (Irrhfc 

Es ist dieses Resultat durch Versuche, die .nm d F,m,.,,.df 
angestellt sind^ bestätigt. 



Zehnte Vorlesung. 

(Relative Verschiebungen der Theile eines Körpers. Dilatation einer Linie, 
einer Fläche, eines Rauintheiles. Die Veränderung eines unendlich kleinen 
Theiles eines Körpers ist zusammengesetzt aus einer Verschiebung, einer Drehung 
und einer Ausdehnung nach dyei auf einander senkrechten Richtungen. Haupt- 
dilatationen. Bewegungen an der Oberfläche eines Körpers und an der Be- 
rührangslläche zweier Körper.) 


§ 1- 

Unsere bisherigen Betrachtungen haben sich auf materielle 
Punkte und starre Körper bezogen. Die letzteren dachten wir uns 
als Systeme von unveränderlich mit einander verbundenen materiellen 
Punkten 5 die Präge ; ob diese sich stetig an einander schliessen^ 
brauchbm wir nicht zu erwägen, und dass ihre Zahl unendlich gross 
ist, niclit zu beachten. Wir wenden uns jetzt zur Untersuchung der 
Jknv(igung von Körpern, welche 7ncJU starr sind, deren Theile relative 
Verschiebungen erleiden; strenge genommen, findet das bei alle^i 
Kör])t*rn der Natur statt. Den Ausgangspunkt dieser Untersuchung 
soll (ii(i Annahme bilden, dass die Körper atcHg ausgedehnte Materie 
sind, lind dass die ik'wegung in ihnen sich slciüj mit dem Orte ändert. 
I)i(; Bedeutung dieser Annahme wird klarer hervortreten in den 
(»leicliungen, in die wir dieselbe übersetzen wollen. Es seien b, c 
die Uounlinaten eines materiellen Punktes eines Körpers zur Zeit;((,, 
und Xj ?/, z die (Koordinaten dcvsselben Punktes zur Zeit /; .t, y, z 
sind dann Functionen der 1 , stel.ig veränderlichen, Argumente a, i, 
und zwar stetige Functionen; ein luadierieller Punkt des Körpers, 
(h^ss(vn Uoordinaten zur Zeit 

(( -f- da^ b + db^ c -f- de 

sind, hat zur Zeit / die (Koordinaten 

x-^-dx, y + dy, z + dz, 


dx : 
dy: 


1 + 1 <>'■ 


(Je 

<"'+£"+ II 

d 


da -|- , <ib -j“ - de ist. 

(](i. ' öh ' de 


WO 



9ß Zehnte Vorlesung. 

Diese Gleichungen bilden die Basis der Betrachtungen, die wir an- 
zustellen haben. 

Wir können da, db, de als die Coordinaten zur Zeit eines 
Punktes des Körpers in Bezug auf ein Goordinatensystem betrachten, 
dessen Achsen denen des bis jetzt benutzten parallel sind, dessen An- 
fangspunkt aber der Punkt ist, dessen Coordinaten bis jetzt b, c 
genannt wurden 5 die Coordinaten desselben materiellen Punktes zur 
Zeit t in Bezug auf dasselbe Goordinatensystem sind dann 

ä' ~ ^ + Tf" + Ir + ■ff' 

da, dby dCy abgesehen davon, dass sie unendlich klein sein müssen, 
willkürlich sind , so erlauben diese Ausdrücke die V eränderung zu 
beurtheilen, welche ein unendlich kleiner Theil des Körpers in dem 
Zeiträume von bis t erleidet. Das Charakteristische dieser Aus- 
drücke ist, dass sie linear in Bezug auf da^ db, de sind. Bei der 
Entwickelung der Folgerungen, welche hieraus fliessen, wollen wir 
uns einer neuen Bezeichnung bedienen, später aber zu der bis jetzt 
gebrauchten zurückkehren. 

§ 2 . 

I, 7^, J seien die Coordinaten eines materiellen Punktes eines 
Körpers; dieser Körper erleide eine Veränderung der Art, dass, wenn 
ri"y die Coordinaten desselben Punktes nach dieser bezeichnen, 

g" == 

V" — ^2+ + ^22'^ + ^23? 2) 

ist, wo die Grössen a Constanten sind. Es soll diese Veränderung 
untersucht werden. 

Wir setzen dabei voraus, dass die Grössen a nicht unendlicli 
sind, und dass, wenn 

1 = ^1 d" - «1) + Z'2. (v" - «2) + hi (r - n,) 

n = hi (V - «1) + hi (v" — «2) + hi iV' — «:,) 3) 

S = ^13 “F hi (v — ^i) + ^33 (5 ' — <* 3 ) 

die Auflösungen der Gleichungen 2 ) sind, auch die Grossen b bestimmte, 

nicht .unendliche Werthe haben; das erfordert, dass, wenn 

^^ 11 ? ^^12 7 

D == ^^217 ^^ 22 ’ ^^23 ‘ 4 ) 

^327 

ist, d.«h. wenn D die Determinante der Grössen . bedeutet, 
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D üiclit verschwindet. Wir wollen uns vorstellen, dass der Zustand 
des Körpers stetig geändert wird, ohne dass I) verschwindet; dann 
ist dasselbe immer positiv; denn es ist positiv, nämlich == 1, wenn 
die Gleichungen 2) 

sind. 

Zunächst ist ersichtlich, dass Punkte des Körpers, die ursprüng- 
lich in einer Ebene lagen, in einer Ebene geblieben sind; deün einer 
linearen Relation zwischen entspricht eine lineare R^ation 

zwischen |, r[j und umgekehrt. Gerade Linien sind daher auch 
gerade, und Parallelen sind parallel geblieben, weil g" unend- 
lich werden, wenn g es sind, und umgekehrt. 

Die weiteren üeberlegungen können wir durch die folgende Be- 
merkung ein wenig erleichtern. Die durch die Gleichungen 2) dar- 
gestellte Veränderung des Körpers können wir ansehen als zusammen- 
gesetzt aus zweien, die nach einander bewirkt werden. Ausser den 
beiden bis jetzt betrachteten Zuständen denken wir uns einen dritten, 
einen Zwischenzustand, und bezeichnen bei ihm durch die 

Coordinaten des Punktes, auf den und ri'\ g" sich beziehen. 

Die Gleichungen 2) können wir dann ersetzen durch 

a., iq' 5) 

und 

r = Hni + «nV + «13 S 

9}'= tfjll + 6) 

£' = «;t|l + + «33 S- 

Die durch die Gleichungen 5) dargestellte Veränderung des Körpers 
ist eine Verschiebung ohne Aenderung der ‘ relativen Lage seiner 
Punkte und ohne Drehung, eine Verschiebung um eine Strecke, deren 
Projectionen auf die Coordinatenachsen «3 sind. Noch zu 

untei'suchen ist die durch die Gleichungen G) dargestellte Veränderung, 
die einen speciellen Fall derjenigen bildet, auf welche die Gleichungen 2) 
sich beziehen, 

Denken wir uns eine von dem Anfangspunkte der Coordinaten 
ausgeliende gerade Linie des Körpers \ y seien die Cosinus der 

Winkel, welche sie mit den Achsen bildet, r ihre Länge vor der 
Veränderung, a\ ß\ y\ r' die entsprechenden Grössen nach derselben; 
dann ist 

I = ra, Tj = rß, £ == ry 
ri' = r'ß'^ = 

also nach 6) 

r' a' = 7' (a^^a -f- a^^ß + ci^^y) 

r'/F = r a -h a.^.^ß + CL^^^^y) 7) 

r'y' r + CLy^ß + a,,^y). 

K i r c.hb o ff, Mechanik, :i. Aufl. 


7 



Zehnte Yorlesung. 


98 

Die gedachte Linie hat eine Aenderung ihrer Richtung und ihrer 
Länge erfahren; den Werth von ^ 1 nennt man ihre Düaiaüon\ 

diese, so wie die Aenderung ihrer Richtung ist durch 7) in Ver- 
bindung mit 

^ ß'2 

aus y zu berechnen. Parallele Linien erfahren gleiche Dilata- 

tion und gleiche Richtungsänderungen, wie daraus folgt, dass ein 
Parallelogramm ein Parallelogrammm bleibt. 

Suchen wir nun die Aenderungen der Grösse und Richtung auf, 
welche eine ebene Fläche erleidet. Wir wählen als solche ein Dreieck, 
dessen Ecken im ursprünglichen Zustande des Körpers die Coordinaten 

9, 0, 0, Ij, ^2? V2; 

und nach der Veränderung die Coordinaten 

0, 0, 0, I/, t2 

haben. Neben dem 'benutzten Coordinatensystem führen wir ein 
zweites, dass der Xj z, ein, von dem wir voraussetzen, dass es durch 
Drehung in eine Lage gebracht werden könnte, bei der die Achsen 
der Xj y j z resp. mit den Achsen der §,92,^ zusammenfallen würden, 
und setzen allgemein 

^ = a^x a^y -j- a^z 

n=ßi‘« + ßiy + h~ 

i=yiX-\-Y^y-\-y.^z. 

Die oj^z-Ebene soll die Ebene des genannten Dreiecks im ursprüng- 
lichen Zustande des Körpers sein. Es ist dann 

§1 = «j a;, + a.^y^ I2 = «j 0:2 -j- « 22 /^ 

+ ßiVi ß\X2 + ß^y-i 

. = + V‘iy\ ^2 = ri^2 + ^2^2 ; 

daraus folgt bei Eücksicht auf die Gleichuugen 6) uud 7) der fünften 
V orlesung 

Vl ^2 V2^I (^1^2 "^ 2 ^ 1 ) 

§2 ^2^1 ßs (^1 2^2 ^2?/| ) 

li% — ^2Vi = rs (‘^1^2 — •'f^2yi)- 

Bezeichnet man durch s die Fläche des genannten Dreiecks beim 
ursprünglichen Zustande des Körpers, so ist 

+ 2s == a:,P2 — ^2^1 7 

wo das Vorzeichen der linken Seite dadurch bestimmt wird, dass .v 
positiv ist. Nennt man ferner a, ß, y die Cosinus der Winkel, 
welche eine der beiden Normalen der Ebene des Dreiecks, also die 
z- Achse oder die dieser entgegengesetzte Richtung, mit den Achsen 
'’Jj 5 bildet, so ist daher 
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+ 2sa==92,g2 — 

8) 

wo entweder die drei oberen oder die drei unteren Zeichen selten. 
Eine ähnliche Betrachtung in Bezug auf das Dreieck nac/i der Ver- 
änderung des Körpers führt hei analoger Bezeichnung zu den Glei- 
chungen 

±:2s'cc' = — V-2 

+ 2s'y'= ii'v2 — 

WO s' die Fläche, a\ ß\ y' die Cosinus der Winkel, welche eine 
ihrer Normalen mit den Achsen der ^ bildet, nach der Ver- 

änderung bedeuten, und wo gleichfalls die 3 oberen oder die 3 unteren 
Zeichen gelten. Aus 6) ergiebt sich nun 

^2 V2 — (^ 22^3 ^ 23 ^ 2 ) ('^1 ^2 

-f- (^23^31 ^21 ^3) (£1 ^2 £2^1) 

+ (<^^21^32 ^22^31) (^1^2 ^ 2 Vl )- 

Die Gleichung nimmt eine einfachere Gestalt an, wenn man die 
durch die Gleichungen 3) definirten Grössen einführt. Es ist nämlich 

7>u = (0^22 %3 ^23^32) 

^12 ~ (^23^^31 ^21^^33) 

^13 ~ /J (%l ^32 ^22^31)? 

wo ß die Determinante der Grössen a bedeutet. Transformirt man 
mit Ilülfe hiervon die Gleichung 10) und fügt die zwei Gleichungen 
hinzu, die auf analogem Wege sich bilden lassen, so erhält man 

ih s'a' = sJ) (Z>J1 a -|- hy^ß + 

± s'ß^^sD + b,,ß + b,^y) 11) 

i y ' — "f* ^32/^ H“ 

wo auf den linken Seiten gleichzeitig das positive oder das negative 
Z(iichcii gilt. Wir liaben bereits angenommen, dass der Zustand des 
Körpers stetig geändert ist und so, dass dabei ß nicht verschwand; 
setzen wir noch fest, dass dabei die Normale, auf welche die Zeichen 
ß^ y sich beziehen, nicht gewechselt wird, so gilt das podiive 
Zeichen, denn dieses gilt am Anfänge der Veränderung, und es kann 
nicht wechseln, da die linken Seiten der Gleichungen 11) nicht gleich- 
zeitig verschwinden können ; geschähe das nämlich, so müsste = 0 
sein, während ,s- von Null verschieden ist; d. h. es müssten 3 Punkte 
des .Körpers, die ursprünglich nicht auf einer geraden Linie lagen, 
nach der Veränderung auf einer solchen sich befinden. Man hat daher 
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s' ß = sD (p^^a + ^nß 
s'j3'= 5i) + ^22i^ + ^23^) 

s>'= sD (&3iß + ä^2ß + ^33^)* 

Aus diesen Gleichungen ist die ßichtungsänderung und die Dilatation 
der gedachten Fläche zu berechnen; mit diesem Namen belegt man 

den Werth von 1. Sie gelten übrigens nicht allein für ein 

Dreieck; wie wir es betrachtet haben, sondern für jeden Theil seiner 
Ebene, weil dieser sich durch Addition und Subtraction aus solchen 
Dreiecken zusammensetzen lässt. Sie gelten auch für parallele Flächen, 
weil parallele und gleich lauge Linien parallel und von gleicher 
Länge bleiben. 

Wir suchen endlich die räumliche Dilatation, welche der durch 
die Gleichungen 6) dargestellten Veränderung des Körpers entspricht, 
auf. Zu diesem Zwecke denken wir uns in dem Körper in seinem 
ursprünglichen Zustande einen durch zwei senkrechte Querschnitte 
begrenzten Cy linder; s sei die Grundfläche, r die Länge der Achse, 
a, ß, y diiQ Cosinus der Winkel, welche eine der beiden Eichtungen 
dieser mit den Coordinatenachsen bildet. Nach der Veränderung ist 
der Cylinder ein schiefer geworden; es sei nun 5 ' die Grundfläche, r' 
die Länge der Achse; es sollen ferner a:', ß', sich auf die Normale 
der Grundfläche, ß'\ y" sich auf die Richtung der Achse beziehen. 
Es gelten dann die Gleichungen 12), und nach 7) ist 

(nf,,e:+ a^,ß + a^,^y) 
r'ß'^r {a,^a -f a,,ß + 
r'y" = r a +//32i3 + a.,.;^y). 

Diese Gleichungen multipliciren wir der Reihe nach mit den 
Gleichungen 12) und addiren die Producte. Bezeichnen wir das 
Volumen des Cylinders vor der Aenderung durch r, nach derselben 
durch r', so haben wir 

r = rs 

r/=^r's' {aa'+ß'ß" + yy')^ 

Wir beachten ferner, dass nach der bei 3) gegebenen Deflnition der 
Grössen b die Gleichungen 3) identische werden müssen, wenn man 
in sie die Werthe von rj'\ aus 2) substituirt; daraus ergeben 
sich neun Relationen zwischen den Grössen a und b, in Folge deren 
die auf dem angegebenen Wege gebildete Gleichung 

wird. Die räumliche Dilatation, d, h. 1 ist also = D ~~~\' 

X 5 

und das gilt nicht allein für einen Cylinder, sondern für jeden Theil 
des Körpers, weil jeder Theil desselben sich aus Gylindern zusammen- 
setzen lässt. 
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Wir knüpfen hier eine Bemerkung an^ auf die wir uns später 
beziehen wollen. Es seien 

^1? •>?U 

^2> Vi) ii 
%> 

die Coordinaten dreier Punkte des Körpers vor der "V eränderung und 

^2 y V21 S‘> 

£3' 

die Coordinaten derselben Punkte nach dieser; es gelten dajin die 
Gleichungen; die aus 6) entstehen, wenn man den Zeichen r;, 
g', g' den Index 1 oder 2 oder 3 giebt. Der 6 fache Inhalt des 
Tetraeders, welches diese 3 Punkte und den Anfangspunkt der Ooor- 
dinaten zu Eckpunkten hat, vor oder nach der Veränderung ist gleich 
dem absoluten Werthe der Determinante jener oder dieser 9 Coordi- 
naten. Nach 13) ist das Verhältniss der beiden Determinanten daher 
= + es ist ^ jj^ da es mit D der Einheit gleich wird, wenn 
die Veränderung verschwindet. Setzt man für I) seinen Werth aus 
4), so erhält man daher 


; Si 


^ 1 ? 


« 12 , « 11 ! 


== 

§2 7 V2J ^2 


^'^22 7 ^^23 

j 1 &3 


§3 7 %7 


^317 %2 7 ^^33 


Die Gleichung, die von der Bedeutung unabhängig ist, die wir den 
Zeichen g', §, ry, ^ gegeben haben, und nur erfordert, dass 

zwischen diesen die Gleichungen bestehen, die nach dem Muster der 
Gleichungcm (:>) zu bilden sind, spricht einen bekannten Satz- der 
Determinantentheorie aus . 


§ 3. 

Wir haben die durch die Gleichungen 2) dargestellte Veränderung 
eines Körpers angesehen als zusammengesetzt aus zweien, die durch 
die Gleichungen 5) und 0) dargestellt sind, und von denen die erste 
in einer Verschiebung besteht. Wir werden nun zeigen, dass die 
zweite zerlegt werden kann in eine Drdiung des Körpers um den 
Anfangspunkt der Coordinaten und in eine Veränderung, die wir 
eine Aimlehming in drei auf cinandc?' senkrechten Richtungen nennen 
wollen. Wir führen neben dem Coordinatensystem der Ty, g ein 
zweites mit demselben Anfangspunkte ein und nennen y, z die 
Coordinaten eines materiellen Punktes des Körpers in seinem ursprüng- 
lichen Zustande in Bezug auf dieses. Wir denken uns den Zustand 
desselben nun so geändert, dass, wenn x \ z' die neuen Coordinaten 
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des nämliclieii materiellen Punktes in Bezug auf dasselbe Coordi- 
natensystem sind^ 

X ==> lliX 

= 1^) 
z' a.z 


ist, wo fti, fi 2 , (li positiTe Oonstanten sein sollen. Diese Veränderung 
belegen wir mit dem Namen einer Ausdehnung in den Richtungen 
der X, y, z. Sie hat das Eigenthümliche , dass die Theilchen, die 
ursprünglich auf einer der Achsen lagen, auf derselben geblieben 
sind. Die Dilatationen, die in den Richtungen der Achsen statt- 
gefunden haben, nennen wir die HaupidilaiaUonen\ ihre Grössen sind 
— 1, (tj— 1, p-a — 1- Nachdem diese Ausdehnung stattgefunden 
hat, denken wir uns den Körper um den Anfangspunkt der Coordi- 
naten gedreht und stellen uns vor, dass die Achsen der a;, y, z diese 
Drehung mitmachen. Die Coordinaten in Bezug auf sie des betrach- 
teten materiellen Punktes ändern sich durch diese Drehung dann 
nicht, sondern bleiben x' , y', z'. Nun seien die Coordinaten desselben 
materiellen Punktes in Bezug auf das System der |, 'q, I im ur- 
sprünglichen Zustande des Körpers g, ij, g und nach der Ausdehnung 
und Drehung q'jV'i es seien ferner die Cosinus der Winkel, welche 
die Achsen der x, y, z mit den Achsen der q, t bilden, vor der 
Drehung 

«1 ßi Y\ 

«2 ßi n 

«3 ßz 

nach der Drehung 

ß\ Vi 
ßz Tz 
**3 ßz J's > 

so dass, gemäss der früher gebrauchten Bezeichnungsweise, die Buch- 
staben a, ß, y den Zeichen q, die Indices 1, 2, 3 den Zeichen 
X, y, z resp. entsprechen. Es ist dann 


X == a^^-jrß^q -j- 

2 / = « 2 ? + ßzV + y-zi 15 ) 

z = -j- ß^q -j- y.^^ 

und 

I' = a^'x'-j- a^'y' cc,' z' 

q' := ß^x'-^ ß.,'r/ -If ß.jz' IB) 

= yix'+y2'y'-\-y./z'. 

Substituirt man in 16) die Werthe von x', y' , z' aus 14) und dann 
für X, y, z ihre Werthe aus 15), so erhält mau 
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|'= I (ßl«l>, H- «.,«,>2+ «3«3>3) + V + /S2a2>2 + ßs«3>3) 

+ S (yißiVi + y2«2V2 + 

2j'== I (ßi/3i>,+ ß2/52>2 4- «3/33>3) + + /So/Sj'ft, + 

+ S(l'l^lX + J'2^2'f*2+y3/^3'f*3) 1'^) 

g'= I (ai 7 i>, + «2r2>2+ ß 3 r 3 > 3 ) + n (/^iriVi + /S2r2>2+ i^s^sVs) 

+ 1 (yir/f*! + y2i'2V2+ ysrsVs)- 

Diese Gleichungen sind von derselben Form^ wie die Gleichungen 6) ; • 
sie lassen sich mit diesen identisch machen durch passende Bestim- 
mung der 18 Grössen aj ß, y und der 3 Grössen man hat dazu 
die 9 Gleichungen welche die Gleichheit der Coefficienten in den 
Gleichungen 6) und 17) aussprechen, und die 12 Relationen, welche 
zwischen den Grössen y bestehen. Hieraus folgt dann, dass, 

wie behauptet wurde, eine jede durch die Gleichungen 6) dargestellte 
Veränderung des Körpers als zusammengesetzt aus einer Drehung 
uxid einer Ausdehnung, wie sie durch 14) dargestellt ist, angesehen 
werden kann. 

Wie die Grössen a, ß j y, ^ berechnet werden können, lehrt die 
folgende Betrachtung. Nehmen wir an, dass zwischen ^ die 

Relation 

18) 

besteht, d. h. betrachten wir materielle Punkte des Körpers, welche 
ursprünglich auf einer mit dem Radius 1 um den Anfangspunkt der 
Ooordiuaten beschriebenen Kugel liegen ; die Gleichungen 6) ergeben 
dann, wenn man die Zeichen h in der bei 3) angegebenen Bedeutung 
gebraucht, zwischen 'iq', die Relation 

das ist die Gleichung einer Oberfläche zweiten Grades, und zwar 
eines Ellipsokfe, da, wenn man 

§==ra, 71 = r ß , ^ = r y 

setzt, sie bei allen Werthen von ß\ y' reelle, endliche Werthe 
von /*' giebt. Auf diesem Ellix)Soid liegen also die betrachteten Theilchen 
na(di der durch 4) dargestellten Veränderung. Aus der Gleichung 18) 
folgt nun wegen 15) 

und weiter bei Rücksicht auf 14) 

'9 **> 

: 4- JiL -i_ ü- == 1 

^ ^ f*s® 

Hci der Luge, welche die Achsen der x, y , z nach der Drehung 
haben, die wir uls einen Theil der in Rede stehenden Veränderung 
betrachten, stellt diese Gleichung also dasselbe Ellipsoid wie die 
Gleichung lü) dar. Suchen wir mit Hülfe der letzteren die Haupt- 
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aclisen desselben, so haben wir in ihren halben Längen die Werthe 
von fl] , ft, 5 ft;, , in den Cosinus der Winkel, die sie mit den Achsen 
der I, ij, \ bilden, die Werthe der a, ß', y'. Nimmt man . 

r^+ 1 

an, so findet man in ähnlicher Weise 

(«,,|+aj 2 lf+«, 3 §)^ + (a. 2 il + a 22 ’? + %Ö^ + (%§ + ®S 2’2 + ^33Ö^=l 
und 

= 1 

als Gleichungen eines zweiten Ellipsoids, falls die Achsen der x, y , z 
die Lage haben, die sie vor jener Drehung besitzen. Die Halbachsen 

desselben haben die Längen , — , — , und die Cosinus der Winkel, 

P'i ^^3 

die sie mit den Achsen der ^ bilden , lehren die Werthe der 

y kennen. 

§ 4. 

Berechnen wollen wir die Drehung und die Grössen und Richtungen 
der Hauptdilatationen, welche den Gleichungen 6 ) entsprechen, nur 
in dem Falle, dass die ganze Veränderung unendlich klein ist. Es 
müssen die Hauptdilatationen ^ 7 ^ j 4ie wir nun 

A 2 , A 3 nennen wollen, dann unendlich klein sein und ebenso die 
Differenzen 

a — a, ß' — ß, y'--r, 

die wir durch 

dccy dßy dy 

bezeichnen wollen, für die Indices 1 , 2, 3. l^ach den Relationen, 
die zwischen den Grössen ß, y bestehen, werden daher die Glei- 
chungen 17) bei Vernachlässigung unendlich kleiner Grössen höherer 
Ordnung 

g'— g == I («j^-Aj -)- o:2'A2-j- ^3^ ^3+ «idß:, + ^"^3 ^^-^3) 

+ ß\^i + ^ 2 ^ 2 ^ 2 + ^ 3 ^3^3 + A + /^2^^2+ ß:i^ ^ 3 ) 

+ S («1 ^ 1 + ß ^2 n h + + 72 ^2 + 5^3 ^ ^3) 

^ ^ = I (/ 3 1 «J A J + /52 ßJo A2 + «3 A3 + «1 d + a., d /32 + d ) 

+ Viß^^i + ß2^h+ ßfh+ ß, ^ß^ + ß2^ß2 + ßJß,) m 

+ t{ßi7i^i + A 72 h + ß'6 7'i h+7\^'ßi + 72 ^ ß2 + 7:^ ^'ß:^) 

r — S = § fri Aj + y^ «2 ^2 +7‘i^‘^h+ ^i^7\ + ^2 ^ 72 + ^^3 ^ 7:0 

+ v(7\ßi^i + 72 ß2 ^2+73ß3h+ß\^7i + ß2 72 + ß:\ ^ 7:0 

+ ^ + + 1'3''^3+ ^1 + 72^72 + 7:>.^'7:0' 

Durch Variation der Relationen zwischen den Grössen ß^ y erhält 
man 6 Relationen zwischen den Grössen a, ß, y, da, öß, d>, welche 
im § 2 der fünften Vorlesung nach Aufstellung der Gleichungen 10 ) 
angegeben sind, ln Folge derselben giebt die Vergleichung der 
Gleichungen 20 ) mit den Gleichungen 6 ) 
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^11 ^ ^2*^ ^2 ^3^ ^3 

^22 ^ ~ ßl^^l 4” 4“ 

^33 1 ^1 4“ 4" 

^" 4 ^ = h Vih + ß2n^2 + ßzVzh 21 ) 

+ y,a,X, + y,a,X, 

= a,ß, ^ + ‘^^ß.h + c^zß.h- 

An dem angeführten Orte ist gezeigt, dass die Grössen 

ßi^ri+ß2^72+ßz^yi, ri^«i+r2^a2+y3^«3; ^i^ßi+f>‘2^ß2+e(s^ß3> 
die dort mit ?r', 9' bezeichnet wurden, die Componenten der 

Drehung nach den Achsen der |, t sind. Durch Vergleichung 
der Gleichungen 20) und 6) findet man daher als die Werthe dieser 
Componenten 

^32 ^23 ^13 ^^31 ^21 «12 00\ 

^ ’ 2 ' 

Die Werthe der Grössen a, ßy y, l ergeben sich durch die folgende 
Betrachtung. Aus den Gleichungen 21) findet man leicht bei Rück- 
sicht auf die Relationen zwischen a, ß, y 

- 1 - Al) «1 + ß, + y, = 0. 

+ (a.,,, _ 1 - A,) /3i + yi = 0 23) 

Ä±i'!3^ «, + “4— - 1 - A,) r, = 0. 

Da nun , ß^ , y^ nicht gleichzeitig verschwinden können, weil die 

yurnine ihrer Quadrate — 1 ist, so muss die Determinante dieser 
Gleichungen verschwinden; d. h. es muss eine Wurzel der cubischen 
Gleichung 

^ 1 9 ^^12 + ^^21 «13 + «3 f 

— X — A, ~ , 2 

, «22 — 1 — A, _ 0 24) 

«:<1 4“ «18 «32 H “ «23 n ^ 7 

.J"' > 2 > ^'33 — i — A 

sein. Die Gleichungen 23) bleiben aber auch gültig, wenn man den 
Index 1 mit dem Index 2 oder 3 bei den Zeichen a, ßj y, l ver- 
tauscht, woraus dann folgt, dass Aj, L^, die 3 Wurzeln der Glei- 
chung 24) sind. Hat man eine derselben für A, gewählt, so bestimmen 
die Gleichungen 23) die Verhältnisse von /dj, y^^ man findet diese 
Grössen selbst bis auf das Vorzeichen eineQ', welches willkürlich bleibt, 
durch Hinzuziehung der Gleichung 

«1^ + ßi' + 7i = 1- 
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Auf ähnliche Weise ergeben sich die Werthe von ß^, 72 
«3, ft? ^3* Auch die Vorzeichen einer der Grössen «2? ft? ^2 
einer der Grössen 0^35 können noch willkürlich gewählt werden. 

Wir merken an, dass die räumliche Dilatation 

== ^1 ^2^3 1 = (1 + Aj) (1 + ^2) (1 + /I3) — 1 = + ft + ft 7 

also nach den 3 ersten der Gleichungen 21 ) 

== — 1 ~|— Ä.)2 — 1 ~|“ ^33 — 1 

ist. 


§ 5 . 

Wir kehren nun zurück zu der in § 1 entwickelten Vorstellung 
und der dort gebrauchten Bezeichnung. Aus den gewonnenen Re- 
sultaten ist zu schliesseu, dass die Veränderung, welche irgend ein 
Theil des Körpers, dessen sämmtliche Dimensionen unendlich klein 
sind, bei seiner Bewegung in irgend einem Zeiträume erleidet, ange- 
sehen werden kann als zusammengesetzt aus einer Verschiebung, 
einer Drehung und einer Ausdehnung, wie sie durch die Gleichungen 14 ) 
charakterisirt ist. Die Gomponenten der Verschiebung sind 

X — a ^ \j — h , z — c; 

der materielle Punkt, der bei der Drehung und der Ausdehnung keine 
Verrückung erfährt, ist derjenige, dessen ursprüngliche Goordinaten 
Z>, c, dessen Goordinaten nach der Veränderung also x, y, z sind. 
Die Gomponenten der Drehung, die Grössen und Richtungen der 
Hauptdilatationen, wie alle Dilatationen, die stattgefunden haben, 
findet man aus den dafür aufgestellten Formeln, wenn man in ihnen 


dx 

^12 

dx 


dx 

TcT ^ 

~db ’ 

^13 ~ 

de 

dy 
da ^ 


dy 

~W ' 


dy 

de 

dz 

^32 ' — 

dz 


dz 

da ^ 


^33 = 

de 


setzt. 


2G) 


Die Veränderung, welche der betrachtete Theil des Körpers in 
einem Zeitelement dif erleidet, ist unendlich klein; auf sie können 
daher die Formeln eine Anwendung finden, welche in § 4 entwickelt 
sind. Um diese Anwendung zu machen, nennen wir x, was 

wir bisher a, h, c nannten, und schreiben x + dx, y + dy, z + dz 
für x, <2?; zugleich setzen wir 


dx^iidtj dy = vät, dz^wdtj 

d. h. wir bezeichnen durch u, v, w die Gomponenten der Geschwin- 
digkeit, welche zur Zeit t im Punkte (x, y, z') stattfindet; die Glei- 
chungen 26 ) werden dann 
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^11 I = dt , «12 = ^ dt y «j3 = dt 

a,,=-^dt, = a,, = .^dJ 27) 

dw , , dw t , M dw , . 

^31 dty «32 — dt y «33 — 1 = ^ di. 

Den Ausdrücken 22) zufolge sind daher die Componenten der 
Drehungsgeschwindigkeit im Punkte y y z zur Zeit t 



und nach 25) ist die räumliche Dilatation, die in dem Zeitelemente 
dt hier vor sich geht, 

(£+If +!?)<*'■ "9) 


§ 6 . 

Wir wollen nun eine Ueberlegang anstellen, die sich auf die 
OberßäcJie des bewegten Körpers bezieht , und beweisen , dass (unter 
der Voraussetzung der Stetigkeit der Bewegung) diese immer von 
denselben materiellen Punkten gebildet wird. Denken wir uns einen 
materiellen Punkt; P, der in einem Augenblick nicht in der Ober- 
fläche liegt; und betrachten einen Theil des Körpers ; der in diesem 
Augenblick eine um P beschriebene; unendlich kleine Kugel ist. 
Nach unseren Betrachtungen ist dieser Theil in jedem andern Augen- 
blick ein Ellipsoid, dessen Mittelpunkt P ist. Daraus geht hervor; 
dass ein materieller Punkt; der einmal nicht in der Oberfläche liegt; 
nie in dieser sich befindet; und hierdurch ist jene Behauptung mit 
anderen V\^orten ausgesprochen. Um dieselbe analytisch auszudrücken, 
schreiben wir die Gleichung der Oberfläche zur Zeit t 

f{x,y,z,l) = 0, 30) 

und fhssen einen materiellen Punkt ins Auge, der zur Zeit t in der 
Oberfläche liegt; derselbe liegt dann auch zur Zeit t-\-dt in ihr; 
d. h. wenn /‘ = 0 ist, so ist auch die Aenderung — 0; die f erfährt, 
wenn t um dt wächst und gleichzeitig Xy y, 2 : um udty vdt, wdi 
wachsen; es ist dann also 


df 

dt 




dt 


31) 


Die Oberfläche eines Körpers besteht aus den Plächen, in denen 
er andere Körper berührt. Es sei 30) die Gleichung einer solchen 
Fläche und es seien z/, , v^y to^ und u.yy v^, die Componenten der 
Geschwindigkeit am Orte {Xy y y z) in dem ersten und in dem zweiten 
Körper; die Gleichung 31) giebt dann 
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und 


iZ. 

Gt 


+ If + *''' % 


IL 

'<Ölf 


dt ^ “ dx 






Zieht man diese Gleichungen von einander ab, bezeichnet durch n 
eine von den beiden Richtungen der Normale der Fläche im Punkte 
{x, y, z) und benutzt, dass dann 


4^ : : 4^ == cos inx) : cos (ny) : cos (nz) 

dx öy oz ^ ^ ^ ^ 


ist, so erhält man 

Wj cos inx) + cos {nij) + cos {nz) 

= ^2 cos i^nx) + 2^2 "f" ^2 (^'^) 5 

eine Gleichung, welche ausspricht, dass die Componente der Ge- 
schwindigkeit nach der Normale der Grenzfläche für beide Körper 
denselben Werth hat. 

Wir können es als möglich annehmen, dass auch in einem Körper 
eine Fläche vorhanden ist, an der die Geschwindigkeit sprungweise 
sich ändert; wir haben dann die beiden Theile, in welche die Fläche 
(die, wenn sie ungeschlossen ist, in beliebiger Weise zu einer ge- 
schlossenen ergänzt werden kann) den Körper theilt, wie zwei Körper 
zu betrachten. Auch dann muss die Gleichung 32) gelten. 



Eilfte Vorlesnng. 

(Druckkräfte. Abhängigkeit der Druckcomponenten von der Richtung und 
dem Orte des Flächenelementes, auf welches sie sich beziehen. Gleichheit des 
Druckes auf beiden Seiten der Berührungsfläche zweier Körper. Innere Kräfte. 
Werthe der Druckcomponenten bei Flüssigkeiten und elastischen festen Körpern.) 

§ 1 - 

Für die Einfachheit der Darstellung der Bewegungen der Körper 
ist es von Nutzen neben den Kräften, welche wir bisher allein zu 
betrachten gehabt haben, und welche auf die Theile eines Körpers 
wirken, andere einzuführen, welche auf die Theile Ober ßäclie 

ausgeübt werden. Man nennt diese Drucke oder Druckkräfte. Der 
Druck, der auf ein Element der Oberfläche eines Körpers wirkt, 
ist gleichartig mit der bewegenden Kraft, welche auf einen materiellen 
Punkt ausgeübt wird; ihm kommt eine gewisse Grösse und eine ge- 
wisse Richtung zu; wir werden bei einem Drucke von seiner Oom- 
ponente nach einer gewissen Richtung, seinem Dreliungsmoment in 
Bezug auf eine gewisse Achse, seiner Arbeit für eine gewisse Ver- 
rückung seines Angriflspunktes in demselben Sinne sprechen, wie bei 
einer Kratt der Art, die wir bisher allein betrachtet haben. Mit der 
Grösse des Flächenelements , auf welches der Druck bezogen wird, 
ist dersel})e proportional. 

Den so verallgemeinerten Begriff der Kraft werden wir eben so 
wenig vollständig zu defiiiiren versuchen, als wir es früher mit dem 
specielleren gethan haben; wir wollen allein feststellen, Avas man 
über die Bewegung eines Körpers aussagt, wenn man die Kräfte an- 
giebt, die auf seine Theile, und die Druckkräfte, die auf die Theile 
seiner Oberfläche wirken. 

Für ein (System materieller Funkte, die irgendwie so mit ein- 
ander verbunden sind, dass eine Verschiebung in jeder Richtung und 
eine Drehung um jede Achse ohne Aenderung der relativen Lage 
möglich ist, gelten die in den §§ 3 und 5 der vierten Vorlesung ent- 
wickelten Sätze von der Bewegung des Schwerpunkts und die Flächen- 
sätze. Einen Körper betrachten Avir als ein solches System mate- 
rieller Punkte. Der Ausspruch, dass auf die Theile eines Körpers 
gewisse Kräfte, auf die Theile seiner Oberfläche gewisse Druckkräfte 
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wirken, soll gleichbedeutend mit den 6 Gleichungen sein, welche die 
Sätze von der Bewegung des Schwerpunkts und die Flächensätze aus- 
drüeken, wenn man jene Kräfte und Druckkräfte als die einzigen 
wirkenden Kräfte in Rechnung bringt. 

Es sei dx ein Element des Volumens des Körpers, ^ die Dich- 
tigkeit dieses Elementes, 

^XdXy ^Fdx, ^Zdx 

seien die Componenten der darauf wirkenden Kraft, ds ein Element 
der Oberfläche, n die nach dem Innern des Körpers gerichtete Nor- 
male desselben , 

Änds, FndS, Znds 


die Componenten des darauf wirkenden Druckes, y, z die Coor- 
dinaten eines Punktes von dt oder von ds und endlich 

di^ ’ dr ^ dt- 

die Componenten der Beschleunigung dieses Punktes. Nach der eben 
gegebenen Definition und nach den Gleichungen 3) und 9) der vierten 
Vorlesung ist dann 


1 ) 




ß 

d^x 

dt^ 

dx = J^iLÄdx -j-J 


ds 



ß 

d^y 

dfi 

dx = ^ yuFdx -f-J 

fr„ 

ds 



ß 

iPi 

di^ 

dx ^ 1 iiZdx + i 
«y e/ 


is 

und 






Jf{y 

d^z 

di^ 

dfi ) 

dt - 

= J[iiyZ~zF)dx 

+J 

f 'yz, 


d^cc 

di^ 

a‘z\ 
^ dfi}' 

ix = 

- J — xZ) dx 

+J 

^{zX, 


dry 

di^ 

d^x \ 

dx = 

=J y^(xF — y F)dx 

+J 

f(xF, 




§ 2. 

Ein jeder Theil eines Körpers ist selbst ein Körper, auf den die 
Gleichungen 1) und 2) angewandt werden können. Daraus folgt, dass 
die Zeichen auch für jedes Flächen elenieut im Inncrii 

eines Körpers eine Bedeutung haben müssen. Ihre Worthe werden 
von dem Orte des Plächenelementes und von der Itichtung seiner 
Normale n abhängig sein. Die Abhängigkeit vou der letzteren finden 
wir, wenn wir die Gleichungen 1) für einen Theil des Körpers bilden, 
dessen sämmtliche Dimensionen unendlich klein sind. Gesetzt, diese 
seien unendlich klein von der ersten Ordnung; dann sind die Integrahi 
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die Endlichkeit der Kräfte, wie der Beschleunigungen vorausgesetzt, 
unendlich klein von der dritten Ordnung; das Integral 



ist also auch unendlich klein von der dritten Ordnung. Wir wenden 
diesen Schluss zunächst an auf ein rechtwinkliges Parallelepipedon, 
dessen Kanten die Längen c und beliebige Richtungen haben; 

das in Bezug auf dieses Parallelepipedon genommene Integral 3) 
können wir schreiben 

J)c{Xa + x:) + (X, + X,') + ah{Xo^ X ') , 

indem wir die Zeichen X«, X^, Xc auf die 3 Seitenflächen beziehen, 
welche durch einen beliebig gewählten Eckpunkt gehen, die Zeichen 
Xd^ Xd, Xd auf die diesen gegenüberliegenden Seitenflächen. Daraus, 
dass die aufgestellte Summe unendlich klein von der dritten Ordnung 
sein muss, wenn b, c es von der ersten Ordnung sind, welches 
auch die Verhältnisse a: b : c sein mögen, folgt, dass 

x, + x/, x, + x/, x, + x; 

verschwinden, d. h. dass allgemein Xn denselben absoluten Werth 
behält, aber sein Vorzeichen ändert, wenn die Richtung der Normale 
n in die entgegengesetzte verwandelt wird. Indem wir dieses Re- 
sultat benutzen, wollen wir nun zeigen, wie X^n sich ausdrücken lässt 
durch die Werthe, die es hat, wenn die Normale n parallel der 
X-Achse, der ?/- Achse oder der ^r-Achse ist, welche Werthe durch 
Xy, Xz bezeichnet werden mögen. Unendlich nahe an dem 
Flächenelement, für welches X,, ermittelt werden soll, auf der Seite, 
nacli der die Normale n gerichtet ist, denke man sich einen Punkt 
und lege durch ihn drei Ebenen parallel den Coordinatenebenen. Man 
erhält so ein Tetraeder; für dieses bilde man das Integral 3). Es sei 
.s* die Grösse det' Seitenfläche des Tetraeders, auf welche Xn sich be- 
zieht; der dieser entsprechende Theil des Integrals ist dann Um 

dem Theil desselben zu finden, der sich auf die zur x- Achse senk- 
rechte Seiteniläche bezieht, sind die beiden Fälle zu unterscheiden, 
dass die nach Aussen gerichtete Normale dieser Fläche der x-Achse 
panillel oder ihr entgegengesetzt ist; in dem ersten Palle ist die 
Grösse der Fläche scos{nx) und das entsprechende X ist -LX'.^, in 
dem zweiten sind diese beiden Grössen — ,s‘cos(?/x) und X^] in bei- 
den Fällen ist also der betreflende Theil des Integrals 3) 

— XxSCos(7ix). 

Da ähnliche Schlüsse in Bezug auf die beiden letzten Seitenflächen 
des Tetraeders gelten, so ist das ganze Integral 3) 

s(Xn — X", cos (nx) — Xycos (;ny) -- X, cosO?.^)^ 
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Da dieser Ausdruck unendlich klein von höherer Ordnung als s sein 
soll; so muss 

= Ä:, cos {nx) + cos (ny) + A, cos (nz) 4) 

sein. In Folge dieser Relation wird das Integral 3) von einer höheren; 
als der zweiten Ordnung unendlich klein für jeden Theil des KörperS; 
dessen Dimensionen unendlich klein von der ersten Ordnung sind, da 


/ 


ds cos {nx) — 0, 




5) 


ist. Diese Gleichungen ergeben sich leicht aus dem folgenden Satze; 
von dem wir mehrmals Anwendungen zu machen haben werden: 

Ist V eine eindeutige; stetige Function der Coordinaten x, z 
eines Punktes eines begrenzten Raumes; dz ein Element dieses RaumeS; 
ds ein Element seiner Oberfläche und n die nach dem Innern des 
Raumes gerichtete Normale von ds^ so ist 



Die Richtigkeit dieser Gleichungen sieht man ein, wenn man in ihren 
linken Theilen äx äy dz für dz setzt und die Integration nacli 
uj; y oder z ausführt. Man braucht in ihnen nur V = 1 zu setzen, 
um die Gleichungen 5) zu erhalten. 

Der Gleichung 4) kann man zwei ähnliche, auf demselben Wege 
abzuleitende, hinzufügen; so dass man hat 


Xn = Xx cos (nx) -(- Ay cos {ny) + A, cos {nz) 

Yn == Yx cos {nx) Yy cos {ny') + Y. cos {nz) 7) 

Yn = Yx cos {nx) + Zy cos (nxf) + Z^z cos (;/ r). 


Die 9 Grössen Xy , , ^ dir hier auftreten, sind Functionen von 
X, y, z, wir als im Allgemeinen einwertliig und stetig annehmen ; 
nur in einzelnen Flächen, in den Berührungsflächen verschiedener 
Körper, sollen sprungweise Aenderungen derselben eintreten können. 
Für irgend einen Theil eines Körpers ist dann nach den Gleichungen 
4) und 6) 



und daher wegen der -ersten der Gleichungen 1) 




tPx 


V , dx.] 

+ TT + + -ir\ 


dX^ 

h 


dx. 


■ 0. 


Da diese Gleichung für jeden Theil des Körpers gelten soll, so muss 
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der Factor von äx unter dem Integralzeiclien verschwinden. Zu der 
Gleichung, die so sich ergiebt, lassen sich wiederum zwei ähnliche 
hinzufügen, so dass wir erhalten 




d^x 

= iiX — 


8X^ 


dt^ 

doc 

dy 

dz 

a‘y 

= » F 

dr^ 



dt^ 

— ^ j. 

doc 

^ _ 
8y 

dz 

d^z 

— u Z 




dt^ 

^ JU 

dx 

dy 

dz 


8) 


Setzt man die hierdurch gegebenen Werthe von ^ und [i 
in die erste der Gleichungen 2), benutzt, dass in Folge von 6) 


/' , 

j zFx cos (nx) äs 


1 

II 

CI ( 

1 zYy cos {nxj') ds 


r dr^ , 

1 z Fs cos (nz) ds 4-J 

f F, dx 

1 

d , 

( pZx cos (nx) ds 


är-J 

i yZy cos {fl ij) ds j 

r 

Zy dx 


f y Zs cos {nz) ds 



ist, und berücksichtigt die beiden letzten der Gleichungen 7), 
erhält man 


Hieraus folgt 



Z.y) dx = 0. 




so 


Dieser Gleichung lassen sich zwei ähnliche hinzufügen, so 
man hat 


dass 

9) 


Der Druck, den ein Fläch enelem ent erfährt, ist im Allgemeinen 
schief gegen dieses gerichtet; doch giebt es für jeden Ort drei auf 
einander senkrechte Fläch enelenicnte, die scnh-cclüe Drucke erleiden. 
Zu diesem llesultate führt die folgende Betrachtung. 

Es sei n die Normale eines Flächeneleraeiites , auf welches ein 
senkrechter Druck wirkt, und p die Grösse dieses Druckes; dann ist 

Xn = P cos {7ix)y Yn = P COS (ny), Zn = P COS {u z) ; 

also nach 7) 

Kirchlioff, Mecbaiiik. 3. Aufl. 


8 
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{Xx — p) cos (nx) -|~ Xy cos {ny) + X^ cos (nz) = 0 

cos (nx) -j- (F^~p) cos («y) + cos (nz) = 0 10) 

Zx cos (nx) + Zi, cos (np) -f- — P) 

Diese Gleichungen in Verbindung mit 

cos^ (nx) + cos^ (ny) -j- cos- (nz) = 1 
bestimmen die 4 Unbekannten p, cos(nx)j cos (ny)^ cos (nz). Sie 
sind wegen der Relationen 9) dieselben wie diejenigen, auf welche 
man geführt wird, wenn man Länge und Richtung einer Halbachse 
der Fläche zweiten Grades sucht, deren Gleichung 

^ 2 + 2Zxn + 2Xy^y = 1 11 ) 

ist, wenn tj, t die Coordinaten eines Punktes bedeuten. ' Bezeichnet 
man nämlich durch q die Länge des radius vector, der mit den Coor- 

dinatenachsen Winkel bildet, deren Cosinus y sind, so dass 

^ = r]-=Qß, t = Qr 

ist, so wird die Gleichung 11) 

+ Fyß^ + Z,Y^ + 27, /Sy + 27,y« + 2Äy aß. 12) 
Man findet die Halbachsen der Fläche, indem man die Maxima und 
Minima des Ausdrucks von unter der Bedingung 

— 1=0 

sucht. Hierzu dienen die Gleichungen 

(Xx - 2) a + Xyß + X,y = 0 

r.c^ + (Xy - ^) ß+ F.y^o Ki) 

Fx^ Fy ß (Zz — A) y = 0 , 
die für l die cubische Gleichung 






y., 


Y, 

= 0 


7 

Zz—l 



ergeben. Die 3 Wurzeln derselben entsprechen den 3 Halbachsen 
und sind den reciproken Quadraten dieser gleich, wie man sieht, 
wenn man die Gleichungen 13) mit a, ß^ y multiplicirt, addirt und 
das Resultat mit 12) vergleicht. Die Gleichungen 10) werden aber 
identisch mit den Gleichungen 13), wenn man 

i? = A, OOS (nx) = ay cos {ny) = ß^ cos (nz) = y 
setzt. Daraus folgt, dass die Hauptachsen der Fläche 11) die Nor- 
malen von 1 lächenelementen sind, die senkrechte Drucke erleiden. 
Die Grössen dieser Drucke sind den reciproken Quadraten der Halb- 
achsen dieser Fläche gleich. Man nennt sie die Hanpidruckc'.^ ihre 
Richtungen die Hauptdriickachsen, 
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Bezeichnet man die Hauptdrucke durch p, , p.^ und die Cosinus 

der Winkel, welche die Hauptdruckaehsen mit den Coordinatenachsen 
bilden, durch «, ß, y mit den Indices 1, 2, 3, so ist, wie aus den 
Gleichungen 13) in Verbindung mit den Relationen folgt, welche aus- 
sprechen, dass die Hauptachsen einer Fläche zweiten Grades senkrecht 
auf einander stehen, 

== Pt -f 

= Pt ßt'‘ + Pißi^ + Pitßs^ 

=PtPt^ + Pi y-i 4- Pi V% 14) 

Y, = Zy ===Pißiyi + PißiYi + Pißiys 

z^ = Ä^=Ptytcct + p,r2^h + 

= Y^= Pt a, ßt -f P 2 «2 ßi + Ps «3 ßs- 

§ 4. 

An der Berührungsfläche zweier Körper können die Druckcom- 
poneiiten . . Sprünge erleiden; bedeutet n eine Normale der 

Berührungsfläche, so sind aber A«, K«, stetig, vorausgesetzt, dass 
auf die Theile der Körper an der Berührungsfläche nicht unendlich 
grosse Kräfte wirken. Um diese Behauptung zu beweisen, betrachten 
wir einen beliebigen, endlichen Theil der Berührungsfläche, denken 
uns in allen Punkten dieses die Normalen nach beiden Seiten hin 
gezogen und auf ihnen Strecken von der unendlich kleinen Länge s 
abgetragen. Auf den Raum, den diese Strecken erfüllen, wenden wir 
die Gleichungen 1) an. Die hier vorkommenden, nach dt zu nehmenden 
Integrale sind unendlich klein von der Ordnung von €• die nach äs 
zu nehmenden Integrale müssen von derselben Ordnung unendlich 
klein sein; hierzu ist erforderlich, dass die Werthe von JCn? 
auf beiden Seiten der Berührungsfläche keine endlichen Unterschiede 
haben. Bei diesem Schlüsse ist zu beachten, dass, während in den 
Gleichungen 1) unter n die nach dem Innern des betrachteten Raumes 
gerichtete Nornale von äs verstanden wurde, wir hier ?i als eine der 
beiden Normalen eines, Elementes der Berührungsfläche definirt haben; 
die Eolge davon ist, dass n auf der einen Seite der Berührungsfläche 
hier und dort dieselbe Bedeutung hat, auf der andern aber entgegen- 
gesetzte Richtungen bezeichnet. 


§ 5. 

Als wir in der zweiten Vorlesung die Lagrange’schen Differential- 
gleichungen der Bewegung für ein System discreter materieller Punkte 
aufgestellt hatten, leiteten wir in der dritten aus diesen das d'Alem- 
berPsche Priiicip und hieraus das Hamilton’sche ab. Mit den 

8 * 
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Differentialgleichungen, die wir nun für die Bewegung eines Körpers 
angegeben haben, wollen wir Operationen vornehmen, welche denen 
entsprechen, die uns dort zu dem Hamilton'schen Principe geführt 
haben. Wir bezeichnen, wie bisher, durch rr, y y z die Coordinaten 
eines gewissen materiellen Punktes des Körpers zur Zeit t und nennen 
dX) dy , dz die Componenten einer unendlich kleinen, virtuellen 
Verrückung dieses Punktes. Virtuelle Verrückungen sind hier ganz 
beliebige, die nur stetig mit dem Orte sich ändern müssen. Wir 
multipliciren die Gleichungen 8) mit dxy 8y, dz, addiren sie, multi- 
pliciren dann mit dem Element des Raumes, den der Körper zur 
Zeit t einnimmt, dt, und integriren über diesen Raum. Wir beziehen 
dabei dz auf einen gewissen Complex von materiellen Punkten, 
dessen Masse wir dm nennen, so dass. 

^ dz dm 15) 

ist. Wir benutzen, dass 


^ ^ ^ ddx 

Ix 


und transformiren in entsprechender Weise die 8 ähnlichen Glieder. 
Es tritt dann bei Benutzung der Gleichungen 6) und 7) die Summe 


J dm {Xdx + Y8y -\-Zdz)-\- Jds {X^dx ^ 7^8 y Z,Jz) 16) 


auf, wo ds ein Element der Oberfläche des Körpers bedeutet; diese 
Summe ist die Arbeit, welche die Kräfte und Druckkräfte, die auf 
die Theile und die Oberfläche des Körpers wirken, bei der gedachten 
Verrückung leisten; wir bezeichnen sie durch U\ Man erhält dann 
bei Rücksicht auf die Gleichungen 9) 


+ + r , 1 7) 


wenn 



gesetzt wird. 


Die Gleichung 17) spricht das d'AIembert^sche Princip für 
unseren Körper aus. Für den Fall des Gleichgewichts gieht sie die 
Bedingung 

0=£7'+r, 19) 

die das Princip der virtuellen Verrückungen ausdrückt. 

Bei dieser Rechnung ist die Voraussetzung wesentlich, dass in 
dem betrachteten Körper die Druckcomponenten X^, Yy, . . und die 
Verrückungen d«, 8y, 8z sich überall stetig mit dem Orte ändern, 
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weil ohne dieselbe die Anwendung der Gleichungen 6) nicht gerecht- 
fertigt ist. Denken wir uns nun ein System von Körpern, von denen 
für jeden einzelnen diese Voraussetzung erfüllt ist; an der Berüh- 
rungsfläche je zweier , sollen aber jene Druckcomponenten und Ver- 
rückungen Sprünge erfahren können, wie sie in § 4 dieser Vorlesung 
und in § 6 der vorigen betrachtet sind. Das Eigenthümliche dieser 
Sprünge ist, dass Än, ^n, wenn 7i für jeden der beiden Körper 
die nach seinem Innern gerichtete Normale bedeutet, für beide ent- 
gegengesetzte Werthe haben, und dass die Componenten der Ver- 
rückungen (öXj dijy dz) nach der einen Normale einander gleich 
sind. Wir denken uns die Gleichung 17), nachdem für U' und F' 
aus 16) und 18) ihre Werthe substituirt sind, für jeden der Körper 
gebildet und dann von ihr die Summe in Bezug auf alle Körper ge- 
nommen. Die Summe entsprechender Integrale, unter deren Zeichen 
d?n oder dt vorkoramt, lässt sich darstellen als Integral, das über 
die Masse oder das Volumen des ganzen Systemes auszudehnen ist. 
Die Summg der Integrale, unter deren Zeichen ds steht, setzt sich 
zusammen aus einem Integral (von derselben Form), welches über 
die Oberfläche des ganzen Systemes auszudehnen ist, und Integralen, 
welche sich auf die Berührungsflächen je zweier Körper beziehen. 
Jedes Element ds einer solchen kommt in dem entsprechenden Inte- 
grale zweimal vor, da es zur Oberfläche zweier Körper gehört. Be- 
trachtet man nur solche Verrückungen dxj dy, özj die auch in den 
Berührungsflächen der Körper keine Sprünge erleiden, so hat der 
Factor von ds 

Ä,dx+ Fr,8ij + Zndz 20 ) 

diese beiden Male entgegengesetzte Werthe; es verschwinden in Folge 
davon die auf die BerLÜirungsilächen bezüglichen Integrale, und es 
gilt die Gleichung 17), mithin auch die Gleichung 19) bei den in 
16) und 18) angegebenen Werthen von U' und F' auch für ein 
System von Körjjern, an deren Berührungsflächen die Druckcompo- 
nenten Sprünge erleiden. Das findet im Allgemeinen nicht statt für 
Verrückungen, deren Stetigkeit in diesen Flächen unterbrochen ist; 
es findet aber auch für diese in einem Falle statt,* den wir ausführ- 
lich werden zu erörtern haben, in dem Palle nämlich, dass der Druck, 
ilesscn Componenten Fn, sind, immer ein senkrechter ist. 
ln diesem Falle hat nämlich der Ausdruck 20) in den beiden Be- 
deutungen, in denen er auftritt, auch entgegengesetzte Werthe, da 
er gleich ist dem Pnjduct aus der Grösse der Resultante der Dmck- 
componenten A",^, F^ Fn in die Componente der Verrückung (ßx, dy, dz) 
nach der einen oder andern der beiden Normalen von ds, und diese 
Componenten entgegengesetzte Werthe haben müssen. 

Multipliciren wir die Gleichung 17) mit dt und integriren sie 
über einen beliebigen Zeitraum, so erhalten wir durch Schlüsse und 
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bei einer Bezeichnungsweise, wie wir sie bei Betrachtung eines 
Systemes von discreten materiellen Punkten benutzt haben, 

[/^» (f Jx + -a- ä, + f dx)]-/ lt(iT+U'+ F'), 21) 

wo T die lebendige Kraft bezeichnet, d. h. wo 

ist. 

Setzen wir über die Variationen dx^ dy, öz noch voraus, dass 
sie alle für i — und t = verschwinden, so wird die Gleichung 21) 

h 

0 =J di(dT-{- U’ -i- F'). 22) 

Hierdurch ist das Hamilton'sche Princip für die jetzt betrachteten 
Fälle ausgesprochen. 

Wir sehen, dass, wenn man das d^AlemberPsche Princip, das 
Princip der virtuellen Verrückungen oder das Hamilton’sche Princip 
auf Körper anwenden will, deren Theile relative Verschiebungen 
erfahren, man zu der Arbeit ü' der Kräfte F, Z und der Druck- 
kräfte, welche auf die Oberfläche wirken, die durch die Gleichung 18) 
definirte Grösse F' hinzufügen muss. Es kann diese auch als die 
Arbeit gewisser Kräfte für die gedachte Verrückung angesehen werden; 
man nennt bisweilen diese Kräfte innere^ und im Gegensätze dazu 
die Kräfte, deren Arbeit durch TJ'' bezeichnet ist, äussere. 

§ 6 . 

Die Erfahrung hat gelehrt, dass man, um zu einer einfachen 
Beschreibung der Bewegung der Körper zu gelangen, annehmen darf, 
dass die Druckcomponenten Xy, . . für jeden unendlich kleinen 
Theil eines Körpers nur abhängig sind von dem Zustande und der 
Zustandsänderung* dieses Theiles. Die Ausdrücke, die man für die 
Druckcomponenten aufstellen darf, sind verschieden für die ver- 
schiedenen Klassen der Körper. Fassen wir zuerst die Flüssigkeiten 
ins Auge. Wenn man absieht von den Erscheinungen, welche man 
als eine Folge der Reihuyig bezeichnet, so kann man hier setzen 

Y,^Z^=^Xy^Q 
X^= Yy^Z,. 

Den gemeinsamen W^erth von X^y Yy, Z» bezeichnen wir durch p 
und nennen ihn schlechthin den Druck in dem betrachteten Punkte 
zur Zeit U Die Gleichungen 7) zeigen, dass ein Flächenelement von 
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beliebiger Richtung denselben senkrechten Druck erleidet. Dieser 
Fall ist derjenige, auf welchen bei der Discussion des Ausdrucks 20) 
hingewiesen wurde. Die Gleichungen 8) werden 


X T/- 


dp 

dos 




dl% 

di^ 




yiZ — 


dp 

dz 


23) 


Diesen 3 Gleichungen zwischen den 5 Unbekannten y ^ ^7 P ist 

als vierte eine Relation zwischen dem Drucke p und der Dichtigkeit 
die durch die Natur der Flüssigkeit bedingt ist, hinzuzufügen und 
als fünfte eine, die die folgende Betrachtung ergiebt. Ist d% das 
Volumen eines gewissen Complexes von materiellen Punkten zur 
Zeit tj so ist ^ die Masse dieses Complexes (wie schon in 15) aus- 
gesprochen ist), also unabhängig von der Zeit. Bezeichnet man die 
Aenderungen, die yu und d% in dem Zeitelement dt erfahren, durch 
ein vorgesetztes dj so ist hiernach 


dp> , ddt 

yu ^ dt 


Das zweite Glied auf der linken Seite dieser Gleichung ist aber die 
räumliche Dilatation, die in der Zeit dt vor sich geht, also nach 29) 
der vorigen Vorlesung 




dt. 


wenn u, f, iv die Componenten der Geschwindigkeit zur Zeit t im 


Punkte X, y , z bedeuten, d. h. 



dx dy dz 


ist. 

Daraus folgt 



dii . ( du. , dv , \ 

■dt 

24) 

Für 

die durch 18) bestimmte Grösse erhält man 




25 


Durch eine Betrachtung, die derjenigen ganz ähnlich ist, durch die 
wir die Gleichung 24) abgeleitet haben, findet man aber 


I d 8 OS , d8y , d 8 z 

fl ‘ ’ 


man hat daher auch 


F' 




d7H p 


8 (I 
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-\^o 

Denkt man sich mit Hülfe der zwischen p und p bestehenden Relation 


/ 




V 


gebildet, wobei der ■unteren Grenze des Integrals irgend ein fester 
Werth gegeben sein möge, so hat man 


0/ P 2 5 


mithin 




dm. 


Da F' die Arbeit der inneren Kräfte bedeutet, so ist hieraus zu 
schliessen, dass für unsere Flüssigkeit die inneren Kräfte ein Potential 
haben, das 


= — dm 


ist. 

In vielen Fällen sind die Aenderungen der Dichtigkeit so unbe- 
deutend 5 dass man sie vernachlässigen, die Flüssigkeit als incompre^- 
sihel betrachten darf. In den Gleichungen 23) ist dann [i eine Con- 
stante und die Gleichung 24) wird 

26) 


2“ 4.4iL+^ = 0. 

' Ci/ ' dz 


dx 


Nach dem in 25) für F' gegebenen Ausdrucke ist F' —0^ 


wenn 


d^x . d^y I d^z ^ 

dx dy dz 

ist, d. h. wenn die Variation der Dichtigkeit = 0 ist. Versteht man 
unter virtuellen Verrückungen bei einer incompressiblen Flüssigkeit 
nur solche, die die Dichtigkeit nicht ändern, so ist also für eine in- 
eompressible Flüssigkeit für alle virtuellen Verrückungen F' = 0, und 
es gilt das d^AlemberPsche Princip, das Princip der virtuellen Ver- 
rückungen und das Hamilton’sche Princip in derselben Form, wie 
für ein System discreter materieller Punkte. 


§ 7. 

Wir betrachten nun einen elastischen festen Körper, indessen 
allein unter der Voraussetzung, dass alle Punkte desselben nur un- 
endlich kleine Verrückungen aus Lagen erhalten, bei denen die 
sämmtlichen Druckeomponenten gleich Null sind. Wir wollen zu- 
nächst ferner voraussetzen, dass der Körper, wie man sagt, sich nach 
verschiedenen Richtungen gleich verhält, oder mlrop ist. Für einen 
solchen Körper nimmt man an, dass die Hauptdrucke dieselben Rich- 
tungen haben, wie die Hauptdilatationen, und lineare, homogene 
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Functionen dieser sind. Wir ])ezeiclinen die Hauptdrucke durch 
P\) ft; die entsprechenden Hauptdilatationen durch A 3 

und setzen 

Pj = 2 ^^ (Aj + ö [Aj ^2 + A3]) 

(A, + e [A, + A 2 + A 3 ]) 27) 

i)3=-2Z(A3+e[A, + A2+ A3]), 

indem wir unter K und 0 zwei von der Natur des Körpers abhängige 
Constanten verstehen. Diese Gleichungen sind so gebildet, dass sie 
in einander übergehen, wenn man die Indices 1, 2, 3 irgendwie mit 
einander vertauscht. Sind 0 : 2 ? 1 ^ 2 ? ft; ^ 3 ; 1^3 ; ft die 

Cosinus der Winkel, welche die ßichtungen der Hauptdrucke und 
Hauptdilatationen mit den Coordinatenachsen bilden, so gelten die 
Gleichungen 14) , und es gelten auch die Gleichungen 21) der vorigen 
Vorlesung, wenn man hier für «j,, • • gewisse Werthe setzt. 

Diese Werthe sind mit Hülfe der Gleichungen 26) der vorigen Vor- 
lesung zu bilden. Die dort gebrauchten Bezeichnungen wollen wir 
ändern; es sollen x, y, z die Coordinaten eines materiellen Punktes 
des Körpers bei dem, von uns vorausgesetzten. Zustande desselben 
sein, bei dem die sämmtlichen Druckcomponenten gleich Null sind, 
^ + !/ + ^; ^ + 5 Coordinaten desselben materiellen Punktes 

zur Zeit also 2 ^, § die, als unendlich klein angenommenen Ver- 
rückungen des Punktes zur Zeit t. Die genannten Gleichungen er- 
geben dann: 


_ 1 = 3J. 

dx ' 

a 

dy ’ 

öl 


"21 dx ’ 

il 

7 

n —h. 

«23 — 

27 a) 

a - 

■*i dx ’ 

11 

«33 — — g* 



Verbindet man die Gleichungen, in welche hierdurch die Gleichungen 21) 
der vorigen Vorlesung übergehen, mit den Gleichungen 14) und 27) 
der jetzigen, so ergiebt sich 
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Wie aus der Ableitung dieser Gleichungen hervorgeht, gelten sie 
ungeändert für jedes Coordinatensystem. 

Die Gleichungen 8) werden hei der veränderten Bezeichnung 


dH „ 


dx,j 

dX, 

dx 

dy 

dz 

1 

11 


ZVy 


dx 

dy 

dz 

,, d^^ y 

dz^ 

dZy 



dx 

dy 

dz 


Hätten wir die Annahme nicht gemacht, dass § , -»y , £ unendlich klein 
seien, (die erfordert, dass auch X, F, Z es sind,) so hütete man auf 
den rechten Seiten dieser Gleichungen überall für o;, gesetzt 

zu denken di® erwähnte Annahme macht das 

unnöthig; sie berechtigt auch dazu, ft in diesen Gleichungen als 
constant zu betrachten. 

Berechnen wir noch die durch die Gleichung 18) definirte Grösse F\ 
Setzen wir der Kürze wegen 


d 


drj 
dy ’ 

W ’ 


dv I 


dz ^ 


dy 




li 

dx dz 


— Vx — 


di I drj 

dy ‘ dx ^ 


so wird die^e Gleichung 

F’=fdx \ äJx^ + y,jdy,j + z. dz, + y, öt/, + + Ä,jd'x„ j • 

Macht man 

f— Jl ^^^2 _|_ ^^2 _j_ 2:^2 _j_ _1.y^2 2r^2 ^ ^ 2 _j_ 0 z,] , 30) 

oder, was dasselbe ist, 

f ~ K + Q [A, + A., -|- AJ‘^) , 

so findet man 



II 

II 

Xy 

11 

II 

Z, 

df 

y 


” dz,-' 



^'=J 

r 

dx dt , 


Hieraus folgt 
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oder, da bei Vernachlässigung unendlich kleiner Grössen höherer 
Ordnung d% als unveränderlich anzusehen ist. 


F' = 



Es folgt daraus, dass auch hier die inneren Kräfte ein Potential 


haben, nämlich das Potential 



Dasselbe gilt auch für Körper, welche nicht isotrop sind, z. B. 
für Krystalle; auch für solche bestehen die Gleichungen 31), in 
denen f eine homogene Function zweiten Grades der 6 Argumente 
Xxj bezeichnet, die aber eine andere Form, als 

der in 30) angegebene Ausdruck besitzt. 


§ 8 . 

Wir kehren nun noch einmal zur Betrachtung einer Flüssigkeit 
zurück und stellen die Ausdrücke der Druckcomponenten . 

für den Pall auf, dass die Reibung der Flüssigkeit berücksichtigt 
werden soll. Bezeichnen wir durch w, Vy w die Componenten der 
Geschwindigkeit im Punkte (x, y, z) zur Zeit t, so hängen nach 
den in der vorigen Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen die 
relativen Bewegungen innerhalb eines unendlich kleinen Theiles der 
Flüssigkeit zur Zeit t von den 6 Grössen 

du dv du) dv , dtp dtp i du dti i dv 

dx ’ dy ’ dz"* dz ' dy dx ' dz ^ dy dx ^ 

ab 5 es findet hier keine relative Bewegung, sondern nur eine Ver- 
schiebung und eine Drehung des Theiles statt, wenn diese verschwin- 
den. Wir nehmen an, dass dann auch keine Reibung vorhanden 
ist, dass dann also die Grössen 

X^^Py Vy-Py Z,-Py Y.y Z.y Xy 33) 

bei passender Bestimmung von p verschwinden, die Grössen, von 
denen wir in § G bei Vernachlässigung der Reibung angenommen 
haben, dass sie immer == 0 sind. Wir nehmen weiter an, dass die 
Grössen 33) lineare Functionen der Grössen 32) sind, und setzen 



wo /• eine Constante der Flüssigkeit bedeutet. Diese Gleichungen 
haben, wie die ähnlich gebildeten Gleichungen 28), die Eigenschaft, 



124 


Eilfte Vorlesung. 


unverändert zu - gelten ; wenn das Coordincitensystem beliebig ver- 
legt wird. 

Die 3 Gleichungen, die man erhält, wenn man diese W erthe der 
Druckcomponenten in 8) substituirt, enthalten, wenn die Flüssigkeit 
als incompressibel anzusehen ist, (und auf die Betrachtung , dieses 
Falles beschränken wir uns,) 4 unbekannte Functionen, nämlich 
X, z, p, da w, Vj w die Differentialquotienten von x, y, z nach 
t sind. Ihnen hinzuzufügen ist die Bedingung der Incompressibilität 


du I dv I dw ^ 

dx dy dz 


Die Ausdrücke, die wir in den 3 letzten Paragraphen für die Druck- 
componenten aufgestellt haben, sind anzusehen als willkürliche An- 
nahmen. Sie konnten gemacht werden, weil bei irgend welcher An- 
nahme über die Druckcomponenten eine jede Bewegung eines Körpers 
durch die Gleichungen 8) dargestellt wird, falls die Kräfte Ä, Y, Z 
passend gewählt werden. Die gemachten Annahmen zeichnen sich 
dadurch aus, dass bei ihnen die wirklichen Bewegungen der Körper, 
wenn auch nicht genau, so doch mit einem hohen Grade der An- 
näherung, durch sehr einfache Werthe dieser Kräfte sich ergeben. 

Der Gegenstand der folgenden Vorlesungen wird es sein, die 
aufgestellten Gleichungen unter den einfachsten Annahmen über die 
genannten Kräfte zu verfolgen; wir werden dadurch zu Erscheinungen 
kommen, welche mit der Wirklichkeit in naher lieber einstimrnung sind. 



Zwölfte Vorlesimg. 

(Hydrostatik. Gleickgewiclit einer Flüssigkeit ist nur bei Kräften möglich, 
die ein einwerthiges Potential haben. Hie freie Oberfläche ist eine Fläche 
gleichen Potentials. Schwere Flüssigkeit. Schwere rotirende Flüssigkeit. Ro- 
tirende Flüssigkeit, deren Theile von einem Punkte oder von einander nach 
dem Newton’schen Gesetze angezogen werden. Abplattung der Erde. Druck- 
kräfte, welche eine Flüssigkeit auf ein Gefäss, in dem sie enthalten ist, oder 
auf einen eingetauchten Körper ausübt. Archimedisches Princip.) 


§ 1. 

Wir gehen jetzt näher auf die Mechanik der Flüssigkeiten ein, 
zunächst auf die Hydrostatik^ d. i. die Lehre vom Gleichgewichte der 
Flüssigkeiten. Für das Gleichgewicht einer Flüssigkeit erhält man 
aus den »Gleichungen 23) der vorigen Vorlesung, die sich auf die 
Bewegung einer solchen beziehen, 





dp_ 

doc 

dp 
du 
dp 
dz ' 


1 ) 


wo p den Druck, die Dichtigkeit, Ä, F, Z die Componenten der 
auf die Masseneinheit bezogenen Kraft im Punkte y, z) bedeuten; 
hierzu ist eine Relation zwischen p und yu zu fügen, die die eine 
dieser Grössen als Function der anderen auszudrücken erlaubt. Denkt 
man sich in den Gleichungen 1) /a als Function von p ausgedrückt, 
so stellen dieselben A, F, Z als die partiellen Differentialquotienten 
nach X, y , z einer Function dar; in der That geben sie 


A'-l" 

0 X 


du 

du 


z 


djL 

^dz 


wenn 


JJ -- 


fjjL 

J 


2) 


gesetzt wird. Hierdurch ist ausgesprochen , dass die Kräfte X, F, Z 
ein Potential haben; nur unter der Bediuguug, dass das der Fall ist, 
ist ein Gleichgewicht möglich. Es ist hierzu ferner erforderlich, dass 
das Potential JJ eine einwerlhige Function der Coordinaten x, z 
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innerhalb des Yon der Flüssigkeit erfüllten Raumes ist; denn die 
Gleichung 2), in der ^ eine einwerthige Function von p bedeutet, 
stellt auch U als eine einwerthige Function von p dar, und p hat in 
jedem Punkte des genannten Raumes einen Werth. Ist ü gegeben, 
so lehrt die Gleichung 2) den Druck als Function von U kennen, 
indessen nur bis auf eine Constante, die unbekannt bleibt. In jeder 
Fläche gleichen Potentials ist hiernach der Druck derselbe. Ist die 
Flüssigkeit als ineompressibel zu betrachten, also p als constant, so 
giebt die Gleichung 2) 

wo unbekannte Constante bedeutet. Bei einem Gase ist 

näherungsweise, dem Mariotte'schen Gesetze zufolge, 

p==cp, 

wenn c eine Constante bezeichnet; hieraus findet man 


Berühren sich in einer Fläche zwei • verschiedenartige Flüssigkeiten, 
so muss, nach den in §4 der eilften Vorlesung gemachten Auseinander- 
setzungen, für jeden Punkt dieser Fläche in beiden Flüssigkeiten p 
denselben Werth haben. Wir wollen annehmen, dass das Potential U 
für beide dasselbe, die Dichtigkeit, die demselben Drucke entspricht, 
aber verschieden ist; sei die Dichtigkeit der einen, die der 
andern. Nennen wir dp und dU die Aenderungen, die p und er- 
fahren, wenn man von einem Punkte der Berührungsfläche zu einem 
unendlich nahen Punkte dieser Fläche übergeht, so haben wir nach 2) 

p^dU=dp und p^äTJ=dp\ 
diese Gleichungen ergeben 

dp = 0 und dU — 0] 

d. h. die Berührungsfläclie ist eine Fläche gleichen Druckes luul 
gleichen Potentials; sie steht deshalb auch senkrecht auf der Rich- 
tung der Kraft in jedem ihrer Punkte. 

Grenzt eine Flüssigkeit an einen leeren Raum, so geschieht das 
auch in einer Fläche gleichen Druckes; wir werden annehmen, dass 
hier der Druck = 0 ist. 


§ 2. 

Ist die Schwere die einzige wirkende Kraft und ist der Radius 
der Erde als unendlich gross zu betrachten, so ist die Treunung.s- 
fläche zweier heterogener Flüssigkeiten, oder die Oberfläche, welcdic 
eine Flüssigkeit von dem leeren Raume abgrenzt, eine horizontale 
Ebene. 


§ 2. Rotirende Flüssigkeit. 


127 


Wir wollen nun die Oberfläche einer Flüssigkeit in einigen 
complicirteren Fällen berechnen. -Wir stellen uns zunächst eine 
schwere Flüssigkeit in einem Gefässe vor und nehmen aii; dass dieses 
System um eine verticale Achse mit gleichbleibender Winkelgeschwin- 
digkeit so rotirt, dass die relative Lage der Theile ungeändert bleibt. 
Wir können diesen Fall hier behandeln, da wir, nach den in § 1 
der neunten Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen, von der 
Rotation absehen dürfen, falls wir die ihr entsprechende Centrifugal- 
kraft den wirkenden Kräften hinzuzählen. Die ^r-Achse unseres 
Coordinatensystemes legen wir in die Rotationsachse und nehmen 
sie nach unten gekehrt an; die Schwere nennen wir g ^ und lo die 
Winkelgeschwindigkeit, so dass, wenn T die Dauer einer Umdrehung 
bedeutet, 



ist; das Potential der Schwere können wir dann = gz^ das der 
Centrifugalkraft setzen; daraus folgt 

ü^gz+ ^ 


' Setzt man diesen Ausdruck von U einer Constanten gleich, so erhält 
man die Gleichung der Oberfläche der Flüssigkeit; diese ist also ein 
Rotationsparaboloid , dessen. Achse die c:- Achse ist. 

In ähnlicher Weise lässt der folgende Fall sich behandeln. Eine 
flüvssige Masse, deren Theile von dem Anfangspunkte der Coordinaten 
nach dem Newton’schen Gesetze a,ngezogen werden, rotirt mit der 
constanten Winkelgeschwindigkeit lo um die Achse; welches ist 
ihre Gleichgewichtsgestalt? Nennen wir G die Grösse der Anziehung, 
welche die Masseneinheit in der Entfernung B vom Anfangspunkte 
der Goordinate]! erfährt, und r die Entfernung eines variabeln Punktes 
der Flüssigkeit von diesem Punkte; wir haben dann hier 




dieser Ausdruck einer Constanten gleich gesetzt giebt die Gleichung 
der gesuchten Oberfläche. Wir transformii'en dieselbe, indem wir 


z = r sin q) 

machen und R so gewählt annehmen, dass in der Oberfläche r — B. 
für (p ist. Diese Annahme bestimmt die Constante, die in der 

Gleichung der Oberfläche unbestimmt geblieben war, und giebt 





cos' cp. 


Wir wollen voraussetzen, dass die Winkelgeschwindigkeit w so klein 
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ist, dass das zweite Glied der rechten Seite dieser Gleichung als 
unendlich Mein gegen das erste. angesehen werden kann, und wollen 
nur die unendlich kleinen Grössen niedrigster Ordnung berücksichtigen. 
Die gefundene Gleichung lässt sich dann schreiben 

r = Ä (1 + ^ cos^ (p). 

Sie stellt ein an den Polen abgeplattetes Spbäroid dar; das, was man 
die Abplattung desselben nennt, ist der Bruch ; es ist das der 

Unterschied des Polar- und des Aequatorialdurchmessers , dividirt 
durch den einen von diesen. Die Erde ist auch ein wenig abgeplattetes 
Sphäroid; setzen wir bei unserer Flüssigkeit R = dem Polarhalb- 
messer und G = der Schwere am Pole der Erde; nach einer am 
Ende des § 1 der neunten Vorlesung durchgeführten Rechnung er- 
giebt sich dann die Abplattung des flüssigen Sphäroids = ; die 

Abplattung der Erde ist durch die Gradmessungen fast doppelt so 
gross gefunden. Die Theile der Erde werden aber auch nicht nach 
dem Newton'schen Gesetze vom Erdmittelpunkte angezogen^ sondern 
ziehen einander nach diesem Gesetze an. 

Um den Verhältnissen näher zu kommen, die bei der Erde statt- 
finden, wollen wir die Gleichgewichtsfigur einer flüssigen Masse be- 
rechnen, die um die ^^-Achse unseres Coordinatensystemes mit der 
Winkelgeschwindigkeit w rotirt, und deren Theile gegen einander 
gravitiren. Diese Aufgabe können wir aber nur lösen unter der 
Voraussetzung, dass die Flüssigkeit incompressibel und homogen ist, 
und auch dann nicht vollständig. Wenn w zwischen gewissen 
Grenzen liegt, so ist, wie die Rechnung zeigt, ein Ellipsoid eine 
Gleichgewichtsfigur der Flüssigkeit; indem man von der Annahme 
ausgeht, dass die Flüssigkeit ein Ellipsoid bildet, kann man die 
Achsen desselben bestimmen. Was die vorliegende Aufgabe so viel 
schwerer macht, als die vorher behandelten, ist, dass hier niclit, wie 
dort, das Potential der wirkenden Kräfte von vornherein gegeben, 
sondern von der zu findenden Gestalt der Flüssigkeit abhängig ist. 

Wir denken uns ein Ellipsoid, dessen Oberfläche die Gleichung 



hat, mit Masse von der Dichtigkeit 1 erfüllt; Einheit der Masse soll 
dabei diejenige sein, die auf eine gleiche Masse in der Einheit der 
Entfernung wirkend nach dem Gesetze der Gravitation die Einluut 
der Kraft ausübt. Das Potential dieses Ellipsoids in Bezug aui* dfui 
Punkt {x^ y, z) nennen wir tlfi, d. h. wir setzen 
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wo dx ein Element des Volumens des Ellipsoids und r die Ent-- 
fernung dieses von dem Punkte (x, y , z) bedeutet. Es ist dann, 
falls dieser Punkt im Innern oder an der Oberfläche des Ellipsoids 
liegt, wie wir bei einer späteren Gelegenheit (im § 1 der achtzehnten 
Vorlesung) nachw eisen werden, 


wo 


A = al)c 


= Const. — 7t (Ax- £y- Cz-)^ 


;/(ö« + «) A'’ ^ (//■=+"«) F' 


4) 

+ u)N ’ 


N = -|_ u) {b‘^ + u) u). 


Nun sei das durch die Gleichung 3) bestimmte Ellipsoid die Gleich- 
gewichtsfigur unserer Flüssigkeit; dann ist 


und dieses ü hat denselben Werth für alle Punkte, die der Gleichung 3) 
entsprechen. Ist das der Pall, so muss eine Grösse M so sich be- 
stimmen lassen, dass 




M 

cf 


— + — 
[ITtC 


M 

M 


ist. Eliminirt man aus diesen Gleichungen M und setzt 

^ 7t fl' 

so erhält man 

c/' (// — v) — v) = c^C, G) 

Diese Doppelgleichung dient zur Bestimmung der Verhältnisse aih: 
die Grössen A, B ^ 0 sind nämlich nur von diesen Verhältnissen 
abhängig, denn setzt man na^ nbj nc, n-u resp. an Stelle von 
rt, bj Cj u in den Gleichungen 4), so bleiben A^ B, C ungeändert. 
Sind die Verhältnisse a \ b \ c ermittelt, so findet man die Halbachsen 
selbst aus dem Volumen der Flüssigkeit. 

Es liegt nahe anzunehmen, dass das gesuchte Ellipsoid ein Rota- 
tionsellipsoid ist, dessen Rotationsachse mit der 2 :-Achse zusammen- 
fällt. Bei dieser Annahme wird 


a = b und A = B. 


Dadurch verwandeln sich die beiden Gleichungen G) in die eine 

Kirchlioff, Mocliauik. .‘i. Auü. 0 





130 


Zwölfte Vorlesung. 


Da c-, A, C und v positive Grössen sind, so erfordert dieselbe, 
dass a^A> c'^C ist, und die in 4) für Ä und C aufgestellten Aus- 
drücke zeigen, dass daker sein muss; das Ellipsoid ist also 

ein abgeplattetes. 

Bei einem dreiachsigen Ellipsoide sind die für A, C auf- 
gestellten Integrale elliptische; in unserm Palle sind sie durch Kreis- 
functionen ausdrückbar. Setzt man 



und führt an Stelle von u eine neue, positive Integrationsvariable, 
die X genannt werden möge, durch die Gleichung 



ein, so findet man leicht 

tg 4 — zj 

tr = 2 (a — arc tg , 

WO arc tg X zwischen 0 und ^ zu wählen ist. Die Gleicliung 7) 
wird hiernach 

(3-f X2) arc A — 3;i 

V == s) 

Wir führen an, ohne es zu beweisen, dass diese Gleich luig bei lv(^iii(.un 
positiven Werthe von v mehr als zwei reelle Wurzeln hat und dass 
sie zwei solche besitzt, wenn v zwischen 0 und 0,224r> liegt, in 
diesem Falle giebt es also zwei abgeplattete Rotationsellipsoide, 
welche dje Gestalt der Flüssigkeit bilden können. Ist v als unend- 
lich klein anzusehen, so sind diese leicht zu finden. Kin(‘ von den 
beiden reellen Wurzeln der Gleichung 8) ist dann uneiidhhdii k](nn, 
die andere unendlich gross; für jene ist 

arc X = X — ^ — . . . . 

^ 3 ' 5 

und daher 

V = ;i2 ^ I j/j ^ j j ^ 

für diese 

arc tg X = 

und daher 

oder >1=-^-. 

Nähert sich der Null, so nähert sich das eiue Kotatioii.s.dlipsoid 
eiuer Kugel, das andere einer unendlichen Scheibe. 

Die Gleichungen 6) erfordern nicht nothwendig, d<ass das Ellip.soid, 
für welches sie gelten sollen, ein Rotationsellipsoid ist. Wie Jacobi 
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zuerst bemerkt hat, giebt es, •wenn v unterhalb einer gewissen Grenze 
liegt (und zwar unterhalb 0,1871) auch ein dreiachsiges Ellipsoid, 
welches eine Gleichgewichtsfigur der Flüssigkeit bildet. Nähert sich 
V der Null, so nähert sich dieses einem unendlichen, kreisförmigen 
Oylinder, dessen Achse senkrecht zu der Achse ist, um welche die 
Flüssigkeit rotirt. 

Die Erde ist ein wenig abgeplattetes Rotationsellipsoid; sehen 
wir zu, ob ihre Abplattung sich richtig ergiebt, wenn wir unsere 
Flüssigkeit mit ihr identificiren. Dabei handelt es sich zunächst 
darum den Werth zu suchen, der der Grösse v dann zu geben ist. 
Dieser ist aus der Gleichung 5) zu bestimmen. Hier ist für w die 
Drehungsgeschwihdigkeit der Erde, für g, ihre mittlere Dichtigkeit 
zu setzen; die letztere ist aber in der Einheit auszudrücken, die 
dadurch bestimmt ist, dass wir als Einheit der Masse diejenige Masse 
festgesetzt haben, die in der Einheit der Entfernung eine gleiche 
Masse nach dem Gesetze der Gravitation mit der Einheit der Kmft 
anzieht. Wir finden den Werth von /i am leichtesten, wenn wir 
die Schwere am Pole, die wir wieder G nennen wollen, in die Rech- 
nung einführen. Nennen wir den Polarhalbmesser der Erde R und 
nehmen, was hier erlaubt ist, die Erde als kugelförmig an, so 
haben wir 

Daraus folgt 

R 2 1 1 

v ^ ^ . 

Sehen wir diesen Bruch als unendlich klein an, so erhalten wir 
aus 9) 

^ — liiv 

Aus der Definition von l ergiebt sich zugleich 

« = C (l + •^) , 

j 2 

woraus folgt, dass - die Abplattung ist. Hiernach wäre die Ab- 
plattung der Erde == Gradmessungen haben sie = nahe 

ergebcn. Den Grund dieses Mangels an Uebereinstiinmung hat man 
darin zu suchen, dass die Erde nicht homogen ist, dass die Dichtig- 
keit in ihr bei der Annäherung an den Mittelpunkt zunimmt. 

§ 3. 

Wir wollen nun die Druckkräfte betrachten, welche eine Flüssig- 
keit auf eineji starren Körper, mit dem sie in Berührung ist, ausübt, 
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und die Summen ihrer Componenten nach den Coordinatenachsen 
und ihre Drehungsmomente in Bezug auf diese aufsuchen. 

Wir denken uns zunächst eine Flüssigkeit^ die ein geschlossenes 
Gefäss ganz erfüllt. Um für diesen Fall die genannte Aufgabe zu 
lösen, gebrauchen wir die Gleichungen, durch welche wir allgemein 
den Begriff des Druckes definirt haben, also die Gleichungen 1) und 2) 
der eilften Vorlesung. Diese sagen aus, dass, wenn das Gleich- 
gewicht besteht, die Componentensummen und Drehungsmomente 
der Drucke, welche das Gefäss auf die Flüssigkeit ausübt, den Com- 
ponentensummen und Drehungsmomenten der Kräfte gleich und ent- 
gegengesetzt sind, die auf die Theile der Flüssigkeit wirken. Aber 
die Drucke, welche die Flüssigkeit auf das Gefäss ausübt, sind den 
Drucken gleich und entgegengesetzt, welche das Gefäss auf die 
Flüssigkeit ausübt; wie mit andern Worten und in grösserer Allge- 
meinheit im § 4 der eilften Vorlesung bemerkt ist. Daraus folgt, 
dass die Componentensummen und Drehungsmomente der Drucke, 
welche das Gefäss von der Flüssigkeit erleidet, den Componenten- 
summen und Drehungsmomenten der Kräfte gleich sind, welche auf 
die Theile der Flüssigkeit wirken. 

Dieser Satz gilt auch, wenn das Gefäss nicht geschlossen oder 
nicht ganz von der Flüssigkeit erfüllt ist, und diese eine freie Ober- 
fläche darbietet, in der sie an den leeren Eaum grenzt. Man über- 
zeugt sieh hiervon, wenn man beachtet, dass der Druck in dei* freien 
Oberfläche dann = 0 ist. 

Stellen wir uns nun einen starren Körper vor, der iu eimu- 
Flüssigkeit untergetaucht ist. Es sei ds ein Element seiner ()}»er- 
fläche, n die nach seinem Innern gerichtete Normale von dy, A], ds, 
YndSy Znds die Componenten des Druckes, den die Flüssigkeit auf 
ds ausübt; es ist dann 


Än == p cos (nx) , Yn = p COS (ny) , Z,, p cos (// z). 

Die Componentensummen und Drehimgsmomente, die wir siudum 
sind daher 



und J p [y cos (n z) -- r cos ( // // ) j ds 
J p (^z cos (nx) - .r cos ds 

j p ^.rcos (// //} y cos ds . 


Diese Integrale lassen sich unter einer gewissen Bedingung iji solche 
verwandeln, die über das Volumen des Körpers auszuddinen sind, 
mit Hülfe des Satzes, der durch die Gleichungen G) der eilften V(»r- 
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lesung ausgesproclien ist. Es ist hierzu erforderlich, dass für den 
ßaum, den der feste Körper einnimmt, eine Function der Coordi- 
naten eines Punktes gefunden werden kann, die eindeutig und stetig 
ist und in der Oberfläche des «genannten Raumes dieselben Werthe 
wie p hat. Gesetzt, es gäbe eine solche Function. Bezeichnet man 
sie auch durch p und durch d% ein Element des genannten Raumes, 
so sind nach dem angeführten Satze jene Integrale 


und 



Hiernach sind die Componentensummen und Drehungsmomente der 
Drucke, welche die Flüssigkeit auf den Körper ausübt, gleich und 
entgegengesetzt den Componentensummen und Drehungsmomenten 
von Kräften, welche auf die Theile des Körpers derart wirken, dass 
auf das Volumenelement d% desselben eine Kraft kommt, deren 

Componenten (1% ^ dr ., dt sind. 

Dieser iSatz lässt sich so verallgemeinern, dass er auch für den 
Fall gilt, dass die Flüssigkeit eine freie Oberfläche, in der der Druck 
= 0 ist, darbietet, und der Körper nicht in der Flüssigkeit unter- 
getaucht, sondern in sie eingetaucht ist. Für diesen Fall setzen wir 
voraus, dass eine Function von x, z gefunden sei, die in den 
Punkten der Berührungsfläche des Körpers und der Flüssigkeit die- 
selben Werthe hat, wie der Druck in dieser, und die eindeutig und 
stetig in einem Theile des vom Körper eingenommenen Raumes ist, 
der begrenzt wird von der cbengenannten Fläche und einer Fläche, 
in der die Function == 0 ist — einer Fläche, die durch die Linie 
begrenzt sein muss, in der die freie Oberfläche der Flüssigkeit die 
Oberfläche des Körpers schneidet. Die für einen untergetaucliten 
Körper angestellten Betrachtungen gelten dann ohne weitere Aenderuiig, 
wenn man sie nur bezieht, statt auf den ganzen vom Körper ein- 
genommenen Raum, auf den eben bezeichneten Theil desselben. 

Der bewiesene 8atz führt zu dem sogenannten Archimedischen 
Pnnci])e, wenn man aiinimmt, dass auf die Flüssigkeit keine andere 
Krait, als die Schwere wirkt. Nehmen wir die Achse als vertical 
abwärts gerichtet an und bezeichnen die Schwere durch (j , so ist der 
Druck in der Flüssigkeit aus den Gleichungen 
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und der Beziehung; die zwischen p und p besteht, zu bestimmen. 
Die für den von dem festen Körper eingenommenen Kaum zu er- 
mittelnde Function p findet man aus denselben Gleichungen; mit 
andern Worten: in jedem Punkte dieses Raumes hat man p sogross 
anzunehmen, wie es in derselben Horizontalebene in der Flüssigkeit 
ist. Hieraus folgt dann, dass, wie man sagt, die von der Flüssig- 
keit auf den Körper ausgeübten Druckkräfte eine Resultante haben, 
die dem Gewichte der verdrängten Flüssigkeit gleich und entgegen- 
gesetzt ist; und in dem Schwerpunkte dieser ihren Angriffspunkt hat. 



Dreizehnte Vorlesung. 

(Capillarersclieinimgen. Potential der Capillarkräfte. Hauptkrümmungs- 
radien und Krümmungslinien. Vergrösserung, welche eine Fläche bei unendlich 
kleinen Verrückungen ihrer Punkte erleidet. Differentialgleichung der Be- 
rührungsfläche zweier schweren Flüssigkeiten. Grenzbedingung. Grösse der 
Kraft, welche einen Körper ini Gleichgewicht hält, der in einer Itichtung ver- 
schiebbar ist, und der zwei Flüssigkeiten berührt. Beispiele für diese Kraft.) 

§ 1 - 

Die tropfbaren Flüssigkeiten zeigen gewisse Erscheinungen, die 
man Capülar-Erscheinungen nennt und als Wirkungen der Capillar- 
kräfte ansielit. Dieselben bestehen theils darin, dass die freie Ober- 
fläche einer solchen Flüssigkeit oder — wie wir allgemeiner und 
präciser sagen wollen — die Trennungsfläche zweier Flüssigkeiten 
nicht eine horizontale Ebene ist, theils darin, dass auf einen festen 
•Körper, der zum Theil in eine tropfbare Flüssigkeit eingetaucht ist, 
oder — wie wir zu sagen vorzieheu — der mit zwei Flüssigkeiten in 
Berührung ist, eine Kraft ausgeübt werden muss, um ihn im Gleich- 
gewicht zu halten, die nicht durch das Archimedische Princip genau 
angegeben wird. Laplace hat die erste Theorie der Capillarerschei- 
nungen aufgestellt und ist bei dieser von der Hypothese ausgegangen, 
dass die Capillarkräfte Kräfte sind, mit denen die Theile der Körper 
einander anziehen, und die bei wachsender Entfernung so schnell ab- 
nehmen, dass sie bei messbarer Entfernung nicht mehr merklich sind. 
Dieselbe Hypothese hat später Gauss'*^’*) strenger verfolgt, als es von 
Laplace geschehen ist, und ist dadurch zu einem Principe geführt, 
das wir folgendermasseii aussprechen können: 

Wenn zwei verschiedenartige Körper in einer Fläche sich be- 
rühren, so wirken in Folge hiervon Kräfte, die ein Potential haben, 
welches gleich der Grösse der Berührungsfläche, multiplicirt mit einer 
von der Natur der beiden Körper abhängigen Constanten ist. Diese 
Kräfte sind die Capillarkräfte. 

Dieses Princip soll die Grundlage für die Betrachtungen bilden, 
die wir in Bezug auf die Capillarerscheinungen hier anstelleu wollen *, 

Principia generalia tlieoriae iigurae fluidoruni in statu aequilibrü; Carl 
Friedrich Gaiiss’ Werke, Bd. V p. 29. 
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wir werden bei ibnen annehmen, dass neben den Capillarkräften auf 
die Flüssigkeiten nur die Schwere wirkt; und werden die Flüssig- 
keiten als incompressibel , die festen Körper als starr ansehen. Das 
Princip der virtuellen Verrückungen soll den Ausgangspunkt bilden; 
um dasselbe auf den Fall, dass Capillarkräfte wirken, anwenden zu 
können, müssen wir zunächst einen Ausdruck für die Vergrösserung 
ableiten, die eine Fläche dadurch erfährt, dass ihre Punkte unendlich 
kleine Verrückungen erleiden. Wir könnten uns dabei auf die 
Gleichungen 12) der zehnten Vorlesung stützen, doch ziehen wir es 
vor, die Aufgabe auf eine directere Weise zu lösen. 


§ 2 . 


Wir denken uns eine gerade Linie, die durch den Punkt (ar, y, z) 
geht, und deren eine Richtung mit den Coordinatenachsen Winkel 
bildet, deren Cosinus a, ß, y sind; 1, £ seien die Coordinaten 

eines variabeln Punktes dieser Linie; dann ist 


ri — y^rß, ^ — 

wo r die positiv oder negativ genommene Entfernung der beiden 
Punkte ist, je nachdem der Punkt ($, rj, g) von dem Punkte (.r, y, c) 
in der Richtung liegt, welche durch a, ß, y bestimmt ist, oder in 
der entgegengesetzten. Wir denken uns ferner eine zweite Linie, 
deren Gleichungen bei entsprechender Bezeichnung 

I — Xj = rj ß, , = r,ßt , t- ~, = -’ i7i 

sind. Die beiden Linien schneiden sich im All>femoineji nichl.; si(i 
schneiden sich, falls den 6 aufgestellten Gleichungen durcli passende 
Wahl der 5 Grössen rj, g, r, r,, oder, was dasselbe ist, falls den 
3 Gleichungen 

X — Xf == r ^ «, — rcc 

!/ - Ui = >-ß 

z — 2, = r, r, — ry 


durch passende Wahl der 2 Grössen r und r, genügt werden kann. 
Ist das der Fall, so sind r und r, die positiv oder negativ zu nehmeiideii 
Entfernungen des Durchschnittspuuktes von den l’unliten (.r, //, z) 
und (x,, z,). 

Nun seien (x, y, z) und z,) zwei unendlieh iialu! Funkte 

der Oberfläche eines Körpers, «, /i, y und /i, , y^ ,|ie Gusimis 
der Winkel, welche die ihnen entsprechenden, nach dem Innern des 
Körpers gerichteten Normalen derselben mit den Oeordinatenaehsen 
bilden. Wenden wir das Zeichen d an, um die Vergrösst-rungen zu 
bezeichnen, die die in Betracht kommenden Grössen erleiden, wenn 
man von dem ersten Punkte zum zweiten übergeht, so wiril hiernach 
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die Bedingung dafür, dass die beiden Normalen sich schneiden, die, 
dass den Gleichungen 

— dx = rda ccdr 

— dy — rdß ßdr 

— dz = rdy -f- ydr 


durch passende Bestimmung von r und dr genügt werden kann. 
Multiplicirt man diese Gleichungen mit a, /3, y, addirt sie und be- 
rücksichtigt, dass nach den gemachten Festsetzungen 


und 


adx ßdy yäz = ^ 
adcc -|- ßdß + ydy — 0 


ist, so ergiebt sich 


öfr = 0; 


die zu erfüllenden Gleichungen sind also 

dx — — rdaj dy — — rdß^ dz = — rdy. 


Eine von diesen Gleichungen ist die E^olge der beiden andern, da 
eine identische Gleichung entsteht, wenn man sie mit oj, multi- 
plicirt und addirt; dass zwei von ihnen durch passende Wahl von r 
erfüllt werden können, ist also die Bedingung dafür, dass die beiden 
Normalen sich schneiden. 

Wir nehmen nun an, dass die Gleichung der Oberfläche, um die 
es sich handelt, in der E’orm 

2 : - z (rr, y) = 0, 1) 


wo das zweite z ein Ehmctiouszeichen sein soll, gegeben sei, und 
wählen x und y zu den zwei unabhängigen Variabein, welche einen 
Punkt der Oberfläche und die ihm entsprechenden Werthe von a, |3, y 
bestimmen. Die beiden ersten jener 3 Gleichungen werden dann 


oder 


- - '■ (£ "■' + ff "») 
(li + f “») 


Sie können durch einen passenden Werth des Verhältnisses von 
dy : dx erfüllt werden, falls r eine Wurzel der quadratischen 
Gleichung 




3 « dß 
^dy dx 


3 ) 
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ist. Es seien r ' und r" die Wurzeln dieser Gleichung, dx\ cly' und 
dx\ äy" ihnen entsprechende, den Gleichungen 2) genügende Werthe 
von dx, äy\ r' und r" sind dann die Haupt kr ümmungsr^adm^ der 
Oberfläche des Körpers im Punkte {xj y)j und die Linienelemente 
der Oberfläche, deren Pro jectionen dx', dy' und dx' ^ dy" sind, sind 
Elemente der beiden durch diesen Punkt gehenden Krümmiuigslinien , 
Die Hauptkrümmungsradien sind stets reell und die Krümmimgs- 
linien schneiden sich senkrecht. Bei dem Beweise dieser Behauptungen 
wollen wir über das bis jetzt willkürlich gelassene Coordinatensystem 
eine gewisse Annahme machen; es ist das. erlaubt, da die Hau])!“ 
krümmungsradien und die Krümmungslinien nach den durchgeführten 
Betrachtungen eine von jedem Coordinatensystem unabhängige Be- 
deutung haben. Allgemein folgt aus der Gleichung 1), die die Ober- 
fläche, um die es sich handelt, darstellt. 



II 

1 

1 

! 

_ d^ 
dy 

also 

« dz 

t- 


mithin 

y dx 

’ y 

dy 


d- 

y 

al 

^ y_ 


oder 

dy 

dx 

7 


y {¥-¥-) 

* \dy oxj 

dy 

-ß 


Legen wir nun das Coordinatensystem so, dass y = 1 ist, d. h. so 
dass die 2 :- Achse parallel ist der nach dem Innern des Kih-pers ge- 
richteten Normale seiner Oberfläche in dem betrachteten I hinkte; 
verschwinden dann a und /?, und die abgeleitete (ileicluing giebi, 

da 

dy dx 'h 

Hieraus folgt, dass das letzte Glied der linken Seite der (dtuVliung .‘f) 
ein Quadrat ist, und danius weiter, dass diese linkii Seiti^ negativ 
ist, wenn 

1 = _ oder ' = - 

T dx r dy 

ist; sie ist aber positiv, wenn r unendlich klein angmiomimm wird; 
daraus ist zu schliessen, dass die Gleichung o) zwei rtMÜle Wurzeln 
hat. Es können dieselben aber [lositiv oder negativ sein. Ms ist ein 
Hauptkrümmungsradius positiv, wenn der entspnichendi! Kriimmungs- 
mittelpunkt (d. i. der Punkt, dessen Coordinaten wir bei der ini Aiifang(‘ 
dieses § gebrauchten .Bezeichnung §, g zu nennen hilttiMi) von 
dem Punkte (:r, //, -) aus in der Richtung der nach dem Innern 
des Körpers gezogenen Normale liegt; negativ im entgegengesetzten 
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Falle, Beide Hauptkrümmungsradien sind positiv, wenn die Ober- 
fläche des Körpers eine convexe ist, beide negativ, wenn sie eine 
concave ist; einer ist positiv, der andere negativ, wenn die Fläche 
in einem Sinne convex, in einem andern concav ist. 

Um zu beweisen, dass die Krümmungslinien sich senkrecht 
schneiden, gehen wir von den Gleichangeu 



aus, die aus den Gleichungen 2) folgen. Wir multipliciren dieselben 
mit einander und benutzen, dass 

dx ' r' * r'j^ 

da, wie aus der Gleichung 3) folgt. 



So ergiebt sich 

äx dx‘ -f- dy dy" = 0. 

Führt man nun das Coordinatensystem ein, für welches die Gleichung 
5) besteht und y = 1 ist , so wird diese Gleichung 

dx dx" dy' dy" = 0. 

Da die Projectionen der beiden betrachteten Elemente der Krümmungs- 
Knien auf die c-Achse des jetzt benutzten Coordinatensystems (die 
mit dz' und dz" zu bezeichnen wären) = 0 sind, so ist hierdurch 
ausgesprochen, dass die beiden Elemente senkrecht auf einander 
stehen. 

Mit Hülfe der Begrifle der Hauj^tkrümmungsradien und der 
Krümmungslinien wird es nun leicht sein die Vergrösserung zu be- 
rechnen, welche ein Theil der Oberfläche eines Körpers erfährt, wenn 
seine Punkte unendlich kleine Verrückungen erleiden. Wir nehmen 
zuerst an, dass die Verrückungen überall in den Richtungen der 
Normalen stattflnden; v möge die Grösse einer Verrückung in der 
Richtung der nach Aussen gekehrten Normale sein, eine Grösse, die 
stetig von einem Punkte der Fläche zum andern variirt. Wir denken 
uns die Fläche durch zwei Systeme unendlich naher Krümmungslinien 
in unendlich kleine Rechtecke getheilt; dl' und dl" seien aneinander- 
stossende Seiten eines solchen Rechtecks bei dem urs]prüuglichen 
Zustande der Fläche, dl' dl" also die Fläche des Rechtecks. Bei der 

Verrückung wird dl' aus dl' und dl" -f- aus dl"-^ es 



Dreizehnte Vorlesung. 


140 

gilt das, welche Vorzeichen r' und r" auch haben mögen; die Flüche 
des Eechtecks erhält daher bei der Verrückung den Zuwachs 

di' dl" + V, 

und die ganze Fläclie, deren Element wir ds nennen wollen; den 
Zuwachs 



Wir betrachten zweitens den Fall, dass die Punkte der Fläche in 
dieser selbst und wieder so verschoben werden, dass die Verrückungen 
stetig sich ändern. Die Vergrösserimg der Fläche wird dann durch 
ein nach dem Umfang zu nehmendes Integral ausdrückbar sein. Wir 
nennen dl ein Element des Umfangs, ?n die Normale von dl, welche 
die Fläche tangirt und nach ihrem Innern gekehrt ist, ^ die Pro- 
jection der Verrückung von dl auf die dem 7n entgegengesetzte 
Richtung; die Vergrösserung der Fläche ist dann 



Nun mögen die Punkte der Oberfläche des Körpers beliebige unend- 
lich kleine und stetig sich ändernde Verrückungen erleiden; sei 
der Grösse und Richtung nach eine Verrückung; dieselbe lässt sich 
ansehen als zusammengesetzt aus zwei solchen Verrückungen, wi<) wir 
sie betrachtet haben; daraus folgt, dass die Vergrösserung, di<‘ (‘in 
Theil der Oberfläche erfährt, gleich der Summe der beiden nnf- 
gestellten Integrale ist, wenn für 'i/ und fi in ihnen gewisse Werthe 
gesetzt werden; es ist zu setzen 

2 / = — £ cos (n e), ^ — e cos {m £•) , 

wo n die nach dem Innern des Körpers gerichtete .Normab^ von ds 
bedeutet. Es ist daher die gesuchte Vergrösserung eines Tlieilcs der 
Oberfläche des Körpers 

— i ^ ^ ^ i ^ 7 ) 


Das gewonnene Resultat setzt uns in den IStand, die Arlxul, dm* 
Capillarkräfte für eine unendlich kleine Verrückung der 1'hcilc (b*;s 
Systemes, auf welche sie wirken, zu linden. NetMui den (Japillai- 
kräften nehmen wir die Schwere als wirksam an und müss<m (biJun* 
auch die Arbeit dieser für eine solche Verrückung juirsucinui. Wir 
nehmen die 2 :- Achse des Coordinatensystems vertical abwärts go 
richtet an, bezeichnen die Schwere durch [/, durch dr (hu Element 
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des Volumens eines der Körper und durcli ^ die Dichtigkeit dieses. 
Das Potential der Schwere in Bezug auf den Körper ist dann 




z dt j 


8 ) 


und die Veränderung, die der Werth dieses Integrals durch die ge- 
dachte Verrückung erfährt, die Arbeit, die wir zu berechnen haben. 
Wie bereits bemerkt, werden wir voraussetzen, dass der Körper in- 
compressibel ist; überdies soll für ihn ^ überall denselben Werth 
haben; in Folge hiervon, lässt sich die Veränderung, die das Integral 
8) für irgend welche virtuelle Verrückungen erleidet, darstellen als 
ein nach der Oberfläche des Körpers zu nehmendes Integral, in dem 
nur die Verrückungen der Theile der Oberfläche Vorkommen. In 
der That lässt sich bei den genannten Voraussetzungen die Aenderung 
des Integrales ’S) ansehen als bewirkt durch alleinige Aenderung der 
Grenzen der Integration. Es sei ds ein Element der Oberfläche des 
Körpers, a die Verrückung, n die nach dem Innern des Körpers 
gerichtete Normale von ds] dann ist 

ds € cos (91 a) 

ein Volumenelement, welches ausgeschaltet wird, wenn cos (ne) positiv 
ist, und eines, welches eingeschaltet wird, wenn cos (ns) negativ ist. 
Der Zuwachs jenes Integrales oder die in Rede stehende Arbeit der 
Schwere ist daher 


ds z s cos (: 


n a). 


9 ) 


Die Verrückungen a sind wegen der Incompressibilität des 
Körpers durch eine Bedingungsgleichung mit einander verbunden. 
Es muss das Integral 




ungeändert bleiben; durch eine XJeberlegung, wie wir sie eben ange- 
stellt haben, sieht man ein, dass diese Bedingung durch die Gleichung 


(): 


ds a cos (na) 


10 ) 


ausgesprochen wird. 

Wir sind nun in der Lage, einige Eigenschaften der Trennungs- 
flächen verschiedener Flüssigkeiten ableiten zu können. Es mögen 
1 und 2 zwei sich berührende Flüssigkeiten sein, diejenige Con- 
stante, die mit der Grösse der Berührungsfläche multiplicirt das 
Potential der Capillarkräfte giebt, die in Folge ihrer Berührung 
wirksam sind, ihre Dichtigkeiten; wir fassen einen beliebigen, 

endlichen Theil ihrer Berührungsfläche ins Auge, nennen ds^,, ein 
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Element dieses TlieileS; ??i die mich dem Innern der Elüssigkeit 1 
gerichtete Normale von ds^oj r und r" die Hanptkrüninmngsradien 
dieses Elements, positiv gerechnet, wenn die Oberfläche der Flüssig- 
keit 1 eine convexe ist; die Punkte des gewählten Theiles denken 
wir uns unendlich wenig verrückt, während alle übrigen Punkte der 
vorhandenen Berührungsflächen heterogener Körper an ihren Orten 
bleiben; so verrückt, dass die Punkte des Randes ihre Stellen belialten 
und dass die Volumina der beiden Flüssigkeiten nicht geändert w<n'den. 
Ist B die Verrückung .von so erfordert, der Oleichung 10) 

zufolge, die letzte Festsetzung, dass 



verschwindet. Ist diese Bedingung erfüllt, so muss nach dem lh*incij) 
der virtuellen Verrückungen, wie aus der Bedeutung der Ausdrüeki* 
7) und 9) hervorgeht, auch 

y «Sijfcos («,£) + {/ (ft, — ft.,; li>) 

verschwinden. Hierzu ist erforderlich, dass die in 11) und* V2) unter 
den Integralzeichen stehenden Ausdrücke einander pro])ortional sind, 
d. h, dass 

Ai (7'- + 7" ) + {) (;*i — /'■•j) ~ /I i;() 

ist, wo l eine Oonstante bedeutet. E.s i.st diese.s eine 1 liilbnuilial 
gleichung für die Trennungsflüche der beiden Flüssigkeiten. Die.selbe 
lässt sieh auf eine etwas einfachere Fonii bringen, wiuin man die 
a:y»Ebene passend wählt; verändert man diese, so verändert imui das 
anf einen bestimmten Punkt bezogene s, während das (‘rsle (llied 
der linken Seite der Gleichung i:5) ungeäiiderl, ))leibt; )iia.n verändert 
also auch X und kann dieses verschwinden niaclien, wenn man die 
Xff-Ebene passend wählt. Dadurch wird <lann die Gleiehnng Id) 

Ai (^7- + ) + 'J (ßi ~ ih) ~ Id ) 

Die Ebene, die die a:f/-Ebene sein muss, damit die.-'e Gleiehung gelle, 
hat man die Niveau-Ebene genannt; hat di(‘ 'rrennnngsiläche der 
beiden Flüssigkeiten Theile, welche als eben zu beiraeblein für welche 
also r' und r" unendlich gross sind, .so liegen diese in der Niveau- 
Ebene, wie aus 14) ersichtlich ist. 

Betrachten wir nun eine Linie, in der drei Fliis.sigknnten znsam- 
menstossen. Wir nennen dieselben 1, 2, hezeielinen durcli 
ein Element der Linie, durch die Normale dii'ses Elennniies, die 
die Trennungsfiäche von 1 und 2 berührt und mu-h <leni Innern der- 
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selben gerichtet ist, und geben den Zeichen und 

analoge Bedeutungen, wie wir sie den Zeichen 711^^ und 4i2 beigelegt 
haben. Die Punkte der genannten Linie denken wir uns unendlich 
wenig verschoben, so dass das Element die Verschiebung s 

erhält; die der Linie unendlich nahen Plüssigkeitstheilchen müssen 
dann auch Verschiebungen erleiden; 7 wr diese sollen solche erleiden 
und zwar der Art, dass das Volumen keiner der Flüssigkeiten da- 
durch geändert wird. Bei Rücksicht auf den Ausdruck 7 ) hat man 
dann aus dem Princip der virtuellen Verrückungen zu schliessen, 
dass 


y (^os -1- cos + A^^ cos £)| = B 

ist, woraus, da s ganz beliebig ist, folgt: 

A^2 cos + ^03 cos (tTI^^^b) + cos (%if) ~ 0 , 15 ) 

wo s eine beliebige Richtung bedeutet. Diese Gleichung ist dieselbe 
wie diejenige, welche ausspricht, dass drei Kräfte, deren Grössen 
Ao^j ^31 ; deren Richtungen die auf senkrechten Richtungen 
^12; ^23? die auf emen Punkt wirken, einander das 

Gleichgewicht halten. Man bezeichne die Winkel (^12^^23); 

(?;?,23^3i) durch sie sind die Winkel, welche je zwei der 

drei Ebenen mit einander bilden, die an dem Orte von dl^^^ die drei 
Trennungsflächen berühren; die Gleichung 15 ) spricht dann aus, 
dass ein Dreieck, dessen Seiten sich wie : ^12 zu einander 

verhalten, die Winkel tt. — 70 ^ , ir. — 70^^ hat, oder dass 

sin 7 i\ : sin : sin 7 V.^ = A.^.^ : ‘ A^o ^6) 

ist. 

Wir fassen nun einen Fall ins Auge, der dem eben behandelten 
ähnlich ist, von ihm aber dadurch sich unterscheidet, dass der 
Körper 3 nicht eine Flüssigkeit, sondern starr, oder, was hier dasselbe 
bedeuten soll, fest ist; seine Oberfläche soll überdies da, wo sie von 
der Trennungsfläche der Jflüssigkeit 1 und 2 getroffen wird, keine 
scharfe Kante da.r))ieten; die Richtungen 7/2.^^ und 7 /i.^j sind dann 
entgegengesetzte. Die Verrückung b nehmen wir parallel mit m.^ 
an; auch dann gilt die Gleichung 15 ) und wird 


cos 7 ^j = 




17) 


Die Gleicli äugen, welche nach dem Master von 16 ) und 17 ) gebildet 
werden können, sind die Grenzbedingungen, welche zur näheren Be- 
stimmung der Integrale der Differentialgleichungen dienen , die nach 
dem Muster von 13 ) oder 14 ) zu bilden sind. 
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Bevor wir unter gewissen Voraussetzungen die Differential- 
gleiehung für die Trennungsfläche zweier Flüssigkeiten integriren, 
wollen wir einen Ausdruck für die Kraft aufstellen, die auf einen 
festen Körper ausgeübt werden muss, um ihn im Gleichgewicht zu 
halten, wenn derselbe mit zwei Flüssigkeiten in Berührung und in 
einer gegebenen Richtung beweglich ist. Wir nennen wiederum den 
festen Körper 3, die Flüssigkeiten 1 und 2.. Ein Beispiel bildet ein 
fester Körper, der in Wasser eingetaucht ist. Dieses Beispiel wollen 
wir der Betrachtung zu Grunde legen und durch 1 das Wasser, durch 2 
die Luft bezeichnen. 

Wir nehmen zuerst an, dass ein Theil der Oberfläche des festen 
Körpers, in welchem der Rand der Wasseroberfläche (also die lunie, 
deren Element wir genannt haben) liegt, ein Theil eines ver- 
tiealen Cylinders von beliebigem Querschnitt, und dass der Körper 
in verticaler Richtung beweglich ist. Wir suchen die Kraft Z, die 
vertical abwärts, also in der Richtung der s:- Achse, ausser seinem 
Gewichte auf ihn wirken muss, damit das Gleichgewicht besieht. 
Wir finden dieselbe, indem wir das Princip der virtuellen Ver- 
rückungen auf eine gewisse Verrückung unseres Systemes anwenden. 
Wir denken uns, wie das in Fig. 4 angedeutet ist, eine Flilch(‘ 

Fig. 4. welche den festen Körpiu* nin- 

schliesst und von j(Mler Flüssig- 
keit einen Theil abgrc^nzi; alle 
Punkte, die ausscudialb dieser 
Fläche, oder in ihr li (^gen, 
sollen an ihren Orifui bhnhen; 
der feste Körper werde um 
vertical abwärts viU'scdiobcm, 
die Theilclien <h‘r Flüssigkeiten 
werden so beweg!,, dass dit‘ 
Punkte des Itand(‘s der VVass(U'- 
Oberfläche kunin? V(‘rrnekungen 
erleiden iiud das Volunum 
jeder Flüssigkeit ungislnderi. 
bleibt. Wir wollen aiiiiehnKUi, 
dass dabei allen Flüssigkeitstlieilchen, welclie niii, dem I<'h(,(iii Körpor 
in BerühruDg sind,, bis auf diejenigen, die (bu- (imizlinrho luddcr 
Flüssigkeiten unendlich nahe sind, dieselb., V. 3 rs(dii.‘lnnig criJicill, 
werde, wie dem festen Körper. Für diese? VeuTÜckiiug ist dii? Arluiit 
der Kraft Z 

IS) 

Um die Arbeit der Capillarkräfte und der Sidiwert* :in“’(d>en zu 
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können, behalten wir die früher gebrauchten Zeichen bei; verstehen 
unter ^t>er nur ein Element des Theiles der Trennungsfläche 

von 1 und 2, der innerhalb der Fläche F liegt, und nennen U den 
Umfang des horizontalen Querschnittes des Cylinders, von dem ein 
Theil der Annahme nach einen Theil der Oberfläche des festen 
Körpers ausmacht. Bei der gedachten Verrückung vergrössert sich 
dann die Berührungsfläche von 3 und 1 um Us', während die Be- 
rührungsfläche von ‘3 und 2 um ebensoviel sieh verkleinert. In Folge 
hiervon und bei Rücksicht auf den Ausdruck 7) ergiebt sich die 
Arbeit der Capillarkräfte 

= (4l — Ai) üe' — ^12 y dSj, £ COS («1 £) . 19) 


Die Arbeit der Schwere endlich findet man mit Hülfe des Aus- 
drucks 9) 


& — Fa) ^ cos {n^x) -j- ff — Fa) cos (n^z) 

— ^ ^ 2 ) J ^^12 ^ ^ (jh ^)* 


Die Summe der Ausdrücke 18), 19) und 20) muss verschwinden. 
Wählt man zur rry-Ebene die Niveau-Ebene und berücksichtigt, dass 
dann die Gleichung 14) gilt, so ergiebt sich hieraus 


0 =- Z 4 - 43 ) (7 4 - ^ — ^ 3 ) / ds.^^ z cos (;)h^z) 

^ 21 ) 
+ 9 (/«'•> — ^^.0 J - cos (^3^)- 

Wir geben dieser Gleichung noch eine andere Gestalt. Bezeichnet 
ds ein Element der Oberfläche eines vollständig begrenzten Raumes, 
n die nach dem Innern desselben gerichtete Normale von dSj so ist 
das Integral 

J ds z cos {?iz ) , 

ausgedehnt über die ganze Oberfläche, gleich dem negativ genommenen 
Volumen des Raumes, wie der durch die Gleichungen 6 ) der eilften 
Vorlesung ausgesprochene Satz lehrt. Bemerkt man, dass dasselbe 
Integral, ausgedehnt über einen beliebigen Theil eines der z-Achse 
parallelen Cylinders oder über einen beliebigen Theil der a^y-Ebeue, 
verschwindet, so kann man den Werth finden, den es erhält, wenn 
es über einen begrenzten Theil jener geschlossenen Oberfläche aus- 
gedehnt wird; man darf nämlich diesen Theil zu einer geschlossenen 
Oberfläche machen durch Hinzufügung einer Fläche, die aus einem 
Stücke eines der z-Achse parallelen Cylinders und einem Stücke 
der a:;y- Ebene besteht. Die beiden in der Gleichung 21) vor- 

Kirchhoff, Mechanik. 3. Aufl. 10 
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koromendeiL Integrale lassen sich hiernach durch zwei Volumina 
ausdrücken. Wir construiren die Fläche, welche durch die Eandcurve 
des Wassers begrenzt und zusammengesetzt ist aus einem Theile 
eines verticalen Cylinders und einem Theile der Niveau -Ebene; wir 
setzen voraus, dass diese Fläche ganz innerhalb des festen Klwpers 
liegt; dann theilt sie denselben in zwei Theile, von denen der eine 
mit der Flüssigkeit 1 , der andere mit beiden Flüssigkeiten in Be- 
rührung ist; die Volumina dieser Theile nennen wir V, und V.,- 
dann ist 

J'ds^^z cos (^3 2 :) = — Fj und . 

Führt man noch durch 17) den Winkel ein, so wird hiernach 
die Gleichung 21) 

^ (i^i — ^3) Fi + ^ (/^'2 “ F. 


§ 5 . 

Wir wollen nun einen Fall betrachten, der den eluni Ixdiandelton 
als speciellen in sich schliesst; der feste Körper liaix* Ixdieliigo 
Gestalt und sei in einer beliebigen Richtung, die wir // lufnmui wollen, 
verschiebbar. Es soll die Kraft P gefunden werden, die aul’ (hui 
Körper in der Richtung p ausser der betrellenden ( •oinpoiuuiti* s(‘ines 
Gewichtes wirken muss, damit das Gleicligewicht beshdit. Wir (hm- 
ken uns den Körper in der Richtung p um f/ versidiolxm : di<‘ Mü.ssig- 
keitstheilchen, welche ihn berühren, sollen alle dit! gleielnt V<‘r- 
schiebung erfahren , während die Tlieilcheii , wrdelu' in und auss«‘rha.ll) 
der Fläche F (s. Fig. 4) liegen, au ihrim Ortim hhulxm und (li(‘ 
Elemente solche Verschiebungen f erhnden, dass d(‘r Ihxliugmig 
der Incompressibilität genügt wird. J)i(i Flrielum, (huam EIeineni<‘ 
durch rFsgj und da^,^ bezeichnet sind, erhndcm dann keim» AiuKhu'ung 
ihrer Grösse, dagegen erfährt der Rand dm* 'rnmmuigslläcln* d(*r 
beiden Flüssigkeiten eine Verschiebiing. Nimnii man luVra.uf’ K*ück- 
sicht, so erhält man durch eine Betrachtung, dii* im l -ihrigem (l<‘r- 
jenigen gleich ist, durch welche wir (li<‘ Ghn’clnmg :il ) al)g(‘h‘ii(‘l 
haben, wenn man wiederum die Niveau-ElauK* zur .r// Mlann» wähli, 

0 == F ^ — fl..) j (/.V.j, 2 cos ( X,/; ) 

+ (ß 0^2 — J ’S:? - 22) 

— Jy, I cos 

Wir wenden diese Gleichung zuerst auf (‘imm ball an, in (hnn (li(t 
Richtung p wieder mit der Richtung von c üboreinsfimmi. Ihn' 
Körper 3 sei eine horizontale Platte, deren Itandlläcln* ein Tiieil 



§ 5. Adhäsionsplatte. 


147 


eines kreisförmigen verticalen Cylinders ist. Ihre untere Fläche soll 
mit der Flüssigkeit 1 in Berührung sein, so dass der Band derselben 
die Linie ist, deren Element wir genannt haben. Fassen wir 

den Band der unteren Fläche als eine unendlich schmale Fläche von 
unendlich grosser Krümmung auf, so haben wir statt dessen zu sagen, 
dass die genannte Linie in diesem Bande liegen soll. Das Besultat 
der Gleichung 22) ist ersichtlich bei der einen Auffassung dasselbe, 
wie bei der andern. Nennt man V das Volumen der Platte, f die 
Grösse, U den Umfang ihrer Grundfläche, den Werth von 2 : für 
ihre untere Fläche, den Mg. 5. 

in Fig. 5 bezeichneten 
Winkel, den die Bich- 
tung ^12 niit der Ver- 
längerung des Badius der 
Platte bildet, wobei 

(»2,2 i?) 


^0-f 



wird, und nimmt man an, dass die Trennungsfläche der beiden Flüssig- 
keiten eine Botationsfläche ist, deren Achse mit der Achse der Platte 
zusammenfällt, so wird die Gleichung 22) 

0 = P + ^ (^^3 ^ — ^ 2 ) ^ 0 / — ^12 P • 23) 


Der Werth von z^^ kann innerhalb gewisser Grenzen geändert wer- 
den; mit ihm ändert sich auch wie diese beiden Grössen Zu- 
sammenhängen, werden wir bei der Untersuchung der Gestalt der 
Trennungsfläche zweier Flüssigkeiten finden. 

Wir wollen nun die Gleichung 22) auf den. Fall anwenden, dass 
die ßichtung p eine horizontale ist; sie sei die Eichtung der rr- Achse. 
Ist ds ein Element der Oberfläche eines vollkommen begrenzten 
Baumes, die nach dem Innern dieses gerichtete Normale von ds, 
so verschwindet das Integral 

fds ZCOs(72X)y 24) 


wie die erste der Gleichungen 6) der eilften Vorlesung zeigt» Hieraus 
folgt, dass der Coefficient von in 22) verschwindet, und dass die 
beiden Glieder dieser Gleichung, welche Flächenintegrale enthalten, 
sich in das eine 

d (i^i — J ^ (%^) 25) 

zusammenziehen. Das hier vorkommende Integral lässt sich weiter 
darstellen als eines, das auszudehnen ist über den Theil der Ober- 
fläche des festen Körpers, der zwischen der a:?/-Ebeue und der Grenze 
der Trennungsfläche der beiden Flüssigkeiten liegt, wenn man noch 
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benutzt, dass das Integral 24) aucb verschwindet, wenn es über einen 
Theil der a;j^-Ebene genommen wird. Wir wollen annehmen, dass 
die Grenze der Trennungsfläche der beiden Flüssigkeiten die a:y-Bbene 
nicht schneidet, also ganz oberhalb oder ganz unterhalb derselben 
liegt. In beiden Fällen wollen wir durch ds^ ein Element des ge- 
nannten Theils der Oberfläche des festen Körpers bezeichnen; der 
Ausdruck 25) ist dann 

wo das obere Zeichen in dem ersten, das untere in dem zweiten 
der beiden Fälle gilt, vorausgesetzt, dass die untere Flüssigkeit 
wieder die Flüssigkeit 1 ist. Hiernach ist die Gleichung 22) 

0 = P + Ö' (ft — ft) J ^(2 j (®*i2 2^) 

Wir wollen die Rechnung weiter führen unter der Voraussetzung, 
dass der feste Körper eine zur a;- Achse senkrechte Platte ist, die in 
der Richtung der «/-Achse die sehr grosse Länge h Inesitzt. ln ihrer 
Nähe, auf der Seite der negativen x, befinde sich eine ihr |)arallele, 
feste Platte von gleicher oder noch grösserer Jjilnge. I)i(! Inviden 
Fälle, die in der Gleichung 26) zu unterscheiden siiul, sind in Fig. 6 
und Fig. 7 dargestellt. 


Fig. 6. '''ig. 7. 



Die Elemente und sind zum grössten 'I'lieile der //-.<\ehs(‘ 

parallel; diejenigen, die es nicht .sind, können bei der liildiiug (htr 
beiden Integrale, um die es sich haudelt, veniaidilässigi werden. Auf 
der äusseren Seite der beweglichen Phttte ist 

+ (»*I2 *) = Wfi — I , 

auf der inneren 

= «’i + ; 

daher verschwindet das nach d/,.,.! zu nelimemb“ Integral in 26). 
Ferner ist auf der äusseren Seite der Platte 

cos (n^x) = - l , 


auf der inneren 


= •4- 1 
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Endlicli kann man ds^=^hdz setzen, wenn man die Bestimmung 
hinzufügt, dass die untere Grenze des Integrals der kleinere Grenz- 
werth von z, die obere der grössere sein soll. Hiernach wird die 
Gleichung 26) in den beiden unterschiedenen Fällen 


P = g (fij - ftj) * 


wenn der Werth von z für die Grenze der beiden Flüssigkeiten an 
der inneren Fläche der beweglichen Platte mit z', an der äusseren 
mit 2 :" bezeichnet wird. Je nachdem dieser Ausdruck von P positiv 
oder negativ ist, üben die beiden Platten scheinbar eine Anziehung 
oder eine Abstossung auf einander* aus. Wie die Grössen z' und jt" 
abhängen von der Natur der Flüssigkeiten und der Platten, sowie 
dem Abstande der letzteren, lehrt die Untersuchung der Gestalt der 
Trennungsfläche zweier Flüssigkeiten. 



Vierzelinte Vorlesung. 

(Integration der Differentialgleichung für die BerührungiäfUlehe zweier 
schweren Flüssigkeiten in dem Falle, dass dieselbe eine Eotationsllache ist und 
die Abstände der betrachteten Funkte von der ßotationsachse sehr klein oder 
sehr gross sind. Erste und zweite Näherung.) 


§ 1 - 

Wir wollen uns jetzt mit der Integration der Differentialgleichung 
beschäftigen, die wir für die Trennungsfläche der lieiden Iflüssig- 
keiten 1 und 2 gefunden haben. Legen wir die .fy-Ebein! in die 
Niveauebene, so ist dieselbe die Gleichung 14) der vorigen Vor- 
lesung, nämlich 


1 ) 


wenn 


«2 = — 2 






gesetzt wird. Wir nehmen die Constante /i,., als negativ an. Nur 
unter dieser Bedingung ist ein stabiles Gleichgewiclit nii‘>glich; denn 
nach den in § 2 der vierten Vorlesung geiiiacliieii Auseinander- 
setzungen erfordert ein solches, dass das Potential der wirkenden 
Kräfte ein Maximum sei, und ein Maximiun lin(l(.*t nie,h(, bei der 
positiv genommenen Oberfläche einer inconipressibelu k’lüssigkeii 
statt — diese kann ins Unendliche wachsen — , wohl jiber bei der 
negativ genommenen. Wir bezeichnen ferner die (lichiiu'i^ Müssigkeii 
durch 1, die weniger dichte durch 2*, dann ist positiv. Isf, luieh 
a positiv, was wir festsetzen, so ist dieses, \vi(; aus ({(o* Gleicliung 1) 
ersichtlich, eine Länge. Nach den Gleichungen 4) und <>) (l(‘r vorigiui 
Vorlesung ist nun 



und 


cc:ß:y 


^.r 


<'// 


WO a, /?, y die Cosinus der V/inkel bedeuteu, die ditJ nacdi (lern 
Innern der Flüssigkeit 1 gezogene Normale der Olierlläclie dieser 
mit den Coordinatenachsen bildet. Es folgt hieraus 
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dx 


ß — 


h 

dy 


^ + (fe) + /^ + (fe)’+ (r)' + (£)'+ © 


und nach. 1 

d 


z — 


dos 




^ ‘ 2 ^2/ 


^.y 


2) 


WO der vorkommenden Wurzelgrösse das positive oder negative Vor- 
zeichen zu geben ist, je nachdem y positiv oder negativ ist. Diese 
partielle Differentialgleichung für 2 : ver^vandeln wir in eine gewöhn- 
liche durch die Annahme, dass die Oberfläche, um die es sich handelt, 
ein Theil einer Rotationsfläche ist, deren Rotationsachse mit der 
2 - Achse zusammen fällt. Setzen wir 


== y'x- + 1/2 ^ 


wo die Wurzelgrösse positiv zu nehmen ist, so ist dann 

dz . X dz dz y dz 

. dx u du ^ dy u du 


und die Gleichung 2) wird 




4 

2 2 

u du 


dz 

du 


+ (ife) 


3) 


z und u können wir hierbei als die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes der Ourve ansehen, in der die Oberfläche von einer durch 
die z- Achse gelegten Ebene geschnitten wird. Die Gleichung 3) 
wollen wir dadurch umgestalten, dass wir in sie einen Winkel fl’ 
einführen, zu dessen Definition wir zunächst 


+w 


= cos fl 


setzen ^ wir vervollständigen dieselbe durch die Gleichung 


dz 

du 

+ Gi) 


= sin fl . 


Hierdurch ist fl bis auf ein Vielfaches von 2it bestimmt; dabei können 
und wollen wir festsetzen, dass fl sich stetig ändert, wenn man auf 
der Curve stetig fortgeht. Aus den für cos fl und sin fl aufgestellten 
Ausdrücken folgt 

= tg#, 


dz 

du 


4) 
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d.' h. d' ist ein Winkel, den die Tangente der Curve mit der t^-Achse 
bildet, und den eine Linie beschreibt, die von der w- Achse aus in 
dem Sinne gedreht wird, bis sie der Tangente parallel ist, in dem 

sie um ^ gedreht werden muss, um die Richtung der z- Achse zu 

erhalten. Bei Rücksicht auf die Gleichung 7 == cos O- kann man 
hierfür auch sagen: d' ist ein Winkel, den die nach dem Innern der 
dichteren Flüssigkeit gezogene Normale, n^, mit der ^r-Achse bildet, 
und den eine Linie beschreibt, die von der z- Achse aus in demselben 
Sinne gedreht wird, bis sie die Richtung von hat. Die Gleichung 3) 
wird dann 

Wir wollen die Gleichungen 4) und 5), die zusammen die Gleichung 3) 
ersetzen, nur für die Fälle integriren, dass u sehr klein oder sehr 
gross für die Punkte der betrachteten Fläche ist. 


§ 2 . 


Wir nehmen zuerst an, dass u als unendlich klein zu betrachten ist. 
Dieser Fall ist näherungsweise verwirklicht z. B. bei der Flüssigkeits- 
oberfläche in einer engen, verticalen Röhre von kreisförmigem Quer- 
schnitt, die in eine grössere Wassermasse getaucht ist, oder bei der 
Oberfläche eines kleinen Quecksilbertropfens, der auf einer horizon- 
talen Glasplatte ruht. Aus 5) folgt, dass dann im Allgemeinen z 
unendlich gross ist 5 wir nehmen an, dass dieses stattfindet, dass die 
Unterschiede der Werthe von z für die verschiedenen Punkte der 
zu betrachtenden Curve aber nicht unendlich gross sind; bezeichnen 
wir durch z^ einen dieser Werthe, so können wir hiernach für 5 ) 
schreiben 

1 d{u sin '9’) 

^ J,7 

oder 


ZqU-\- 


const. 

u 


= sin %' , 


wo const. die Constante der Integration bedeutet. Diese muss ver> 
schwinden, wenn, wie wir annehmen wollen, die 2 - Achse die Flüssig- 
keitsoberfläche schneidet, weil sonst für u = 0 die linke Seite der 
gefundenen Gleichung unendlich werden würde, die rechte aber nicht 
unendlich werden kann. Zugleich wollen wir in Betreff der Be- 
deutung von Zq festsetzen, dass 

z z^^ für w = 0 
sein soll. Wir haben daun 
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Dabei ist 

^ 0 für u — Q j 

wenn, wie wir annehmen wollen und wie es in den beiden angeführten 
Beispielen der Fall ist, an dem Punkte (w = 0, z = z^) die dichtere 
Flüssigkeit die untere ist. 

Differentiiren wir die Gleichung 6) und multipliciren das Resultat 
mit der Gleichung 4), so, erhalten wir 

dz = — sin ^ dOr 
Zo ^ 

und hieraus durch Integration bei Rücksicht darauf, dass z = 
für '9’ = 0 ist, 

z — Zq — cos 9’. 7) 

^ Zo 2o ^ 

Die Gleichungen 6) und 7) zeigen, dass die Flüssigkeitsoberfläche 
eine Kugel ist, deren Radius dem absoluten Werthe von — gleich 

ist, und deren Mittelpunkt die ^r-Coordinate z^ + — hat. Die dich- 

Zq 

tere Flüssigkeit ist hiernach durch eine convexe Oberfläche begrenzt, 
wenn z^ positiv, durch eine concave, wenn Zq negativ ist. Der Werth 
von Zq ist durch den Winkel bedingt, den die Gleichung 17) der 
vorigen Vorlesung bestimmt. Handelt es sich z. ß. um die Ober- 
fläche einer Flüssigkeit in einer verticalen Röhre von dem Radius JS, 
so ist 

für u == B d' = 

setzt man diese Werthe in die Gleichung 6), so erhält man 

Zq = ^ cos . 8) 

Ein Fall, der sich oft der Betrachtung darbietet, ist der, dass iv^ = 0 
ist; er findet statt, wenn der feste Körper, um den es sich handelt, 
von der Flüssigkeit 1 henetzt wird. In diesem Falle giebt die 
Gleichung 8) 



^0 ^ ) 

die Oberfläche der Flüssigkeit in der Röhre wird dabei eine Halb- 
kugel. 

Sind die Werthe von U nicht unendlich klein, aber klein, so 
bilden die entwickelten Gleichungen eine erste Näherung; suchen 
wir jetzt eine zweite. Aus der Gleichung 5) folgt, wenn wir die 
Voraussetzung festhalten, dass die ^r-Achse die Oberfläche schneidet, 

fl 

2 /* 

sin 9 = i z u du, 

0 


9 ) 
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Schreiben wir hier Zq-\- ( z — Zq) für 2 :, wo wieder den Werth 
von ^ für = 0 bedeutet, so erhalten wir 


a' sin d' = ZqU 4“ 


u 

iß 


z — Zq)u du. 


Wir kommen zu den Formeln der ersten Näherung, zunächst zu 
der Gleichung 6) zurück, wenn wir das Glied, welches das Integral- 
zeichen enthält, vernachlässigen; wir finden eine zweite, wenn wir 
in diesem Gliede z — z^ und u mit Hülfe der Gleichungen 7) und 6) 
durch ^ ausdrücken. Wir erhalten dadurch 


sm 




oder 


z^u == ü' sin # 




10 ) 


Differentiirt man diese Gleichung und multiplicirt das Resultat mit 
der Gleichung 4), so erhält man eine, deren Integration z als Function 
von d' ergiebt. 

In dem Falle der verticalen Röhre vom Radius E giebt die 
Gleichung 10) einen Werth von^r^, der genauer ist, als der durch 8) 
bestimmte. Um ihn zu finden, kann man in dem Gliede, durch 
welches die Gleichungen 10) und 6) sich unterscheiden, z^ durch 8) 
ausdrücken. Wird die Röhre benetzt, so bekommt man auf diesem 


Wege 


R 


3 


§ 3 . 

Man kann die Gleichungen 4) und 5) ferner integriren, wenn 
man u als unendlich gross annimmt. Man setze 

U=Uf^-\-X, 11 ) 

wo Uq eine unendlich grosse Constante bedeutet, die so gewählt ist, 
dass für die Punkte, die betrachtet werden, x endlich ist. Führt 
man in 5) die Differentiation nach u aus und vernachlässigt unendlich 
Kleines gegen Endliches, so erhält man dann 


z 

und die Gleichung 4) Avird 


a® d sin ■S’ 

2 '~~dx ’ 


12 ) 


dz = tg&dx. 13 j 

Es sind dieses dieselben Gleichungen , welche mau unmittelbar aus 2) 
erhalten haben würde, wenn man die rechtwinkligen Coordinaten 
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X , y , z beibehalten und die Annahme eingeführt hätte, dass z von y 
unabhängig ist. Multiplicirt man sie mit einander, so erhält man 
eine integrable Gleichung und durch Integration 

^2 _ const. — cos 0- 


oder auch 


^2 = 2^2 



14) 


WO eine willkürliche Constante bedeutet. Dieselbe ist uothwendig 
positiv, da z‘^ positiv ist, kann aber grösser oder kleiner als 1 sein. 
Diese Fälle bieten einen wesentlichen Unterschied dar. Ist Ä > 1, so 
kann z nicht verschwinden, also auch nicht das Zeichen wechseln; 
dasselbe gilt, der Gleichung 1) wegen, daher auch von der Krümmung 
der Curve, deren variabler Punkt die Coordinaten z hat; dagegen 
kann verschwinden oder =^2% werden, d. h. es giebt Punkte, in 
denen die Tangente horizontal ist und die dichtere Flüssigkeit unter 
der weniger dichten liegt. Das Umgekehrte findet statt, wenn Ä < 1 
ist; dann giebt es keine solche Tangente, d' kann nicht verschwinden 
oder = 27t werden, aber z kann = 0 sein; es giebt Punkte, die in 
der Niveauebene liegen, und in denen die Krümmung Null ist. 

Für den Fall h > 1 setzen wir 



7C 

Y 



15 ) 


bezeichnen wir dann wieder die positiv zu nehmende Wurzelgrösse 
/r — sin2 ^ mit so wird die Gleichung 14) 


z^ = • 


Jc^ 




oder, wenn wir das Maximum von z in dem Falle, dass z positiv ist, 
und das Minimum von z im entgegengesetzten Palle durch c be- 
zeichnen, wobei 

(■) /,2 

wird, 

^ == 

Die Gleichung 12) giebt 


cos 2 jIj 


(I ij} 
(iüc ^ 


woraus bei Rücksicht auf 17) folgt 
oder 


_ /..2 ^ 
ßx — h Y 




16) 

17) 


18) 


wo die untere Grenze der beiden Integrale eine willkürliche Con- 
stante ist. 



Vierzehnte Vorlesung. 
Für den Fall Ä < 1 setzen wir in 14) 



indem wir unter i einen Werth verstehen, den -0’ erreichen, 
nicht überschreiten kann*, und ferner 


cos ^ = cos Y sin t ; 

da hiernacli 

= 2 cos^ Y eos^ ip 


19) 
aber 

20 ) 


ist, so können wir zur weiteren Bestimmung von festsetzen; 

z = Y2 a cos ^ CQS 'tp- 21) 

Für eihen Punkt der betrachteten Curve kann man ■9’ als zwischen 
0 und 2 fliegend annehmen, also y zwischen 0 und % liegend; 
da nach 20) sin nicht verschwinden kann, so liegt -1^ dann immer 
zwischen den genannten Grenzen und wir erhalten aus 20) 

■ ^ y! , 

sm — = zJip. 


Die Gleichung 12) wird hiernach 

z = _ «2 (1 _ cos Y 


COS 1/; 
J'ip 


woraus in Verbindung mit 21) sich ergiebt 


d'tp 
dx ’ 




22 ) 


WO die untere Grenze der beiden Integrale wiederum eine willkür- 
liche Constante ist. 


§ 4. 

Die abgeleiteten Gleichungen wollen wir jetzt auf die Fälle 
anwenden, dass der Modul k der elliptischen Integrale, auf die wir 
geführt sind, luiendlich klein oder =1 ist. Setzen wir zunächst in 
den Gleichungen 17) und 18) k unendlich klein. Durcli Entwickelung 
nach Potenzen von k- finden wir dann 


2 = C (^1 — Y (l - X + T ^ ^ 

und, wenn man benutzt, dass 

( sin^ ik djp === _|_ const. 

ist, 

c 

X — —— sin 2^ + const. 

u 
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Diese Ausdrücke von 2 : und x zeigen, dass die Curve, um die es 
sich handelt, ein Kreis ist, dessen Radius gleich ist dem absoluten 

Werthe von oder nach 16) von Ist die Flüssigkeit zwischen 

zwei parallele, verticale Platten eingeschlossen, die von ihr benetzt 
werden und in der Entfernung 2e von einander sieh befinden, so 
muss dieser Kreis die Platten berühren; sein Radius muss == e, und 
also, da c dann negativ ist. 




2 e 


sein. 


In dem Falle, in dem die Gleichungen 21) und 22) gelten, er- 
hält man, wenn man k, also auch ^ unendlich klein annimmt. 


also 


z = a ]/2 cos ~ cos 'iIj , x = ^ + const. , 


== a y2 cos Y cos ^ + const.^ . 


Die hierdurch dargestellte Linie ist eine Sinuslinie. Um ein Beispiel 
zu erhalten, in dem diese Gleichung gilt, denken wir uns eine horizon- 
tale Platte, an deren unterer Fläche eine kleine Menge einer sie be- 
netzenden Flüssigkeit sich befindet; diese kann im Gleichgewicht 
sein, während ihr Profil die Gestalt AOB hat, abgesehen davon, dass 
der Abstand des Punktes C mg. s. 

von der Geraden AB nicht - 
unendlich klein ist; dabei ist 

AB = — • 



Für k = 1 endlich geben die Gleichungen 17) und 18) dasselbe 
Resultat wie die Gleichungen 21) und 22); um die Einführung von 
doppelten Vorzeichen unnöthig zu machen, wollen wir bei der An- 
wendung jener festsetzen, dass zwischen 0 und 2jr, also nach 15) 

^Ij zwischen — ~ und ~ gewählt werde; bei der Anwendung 

dieser, dass für welches 0 oder 2jr sain kann, derjenige von diesen 
beiden Werthen genommen werde, für den das Vorzeichen von 

cos Y Vorzeichen von s übereinstimmt. Sind diese Be- 

dingungen für eme7i Punkt der zu betrachtenden Curve erfüllt, so 
sind sie es für alle ihre im Endlichen liegenden Punkte, denn 
kann die Grenzen 0 und 27C nicht überschreiten und 2 : das Vor- 
zeichen nicht wechseln, da der Fall, den wir hier betrachten, die 
Grenze zwischen den beiden Fällen bildet, dass das in der Gleichung 
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14) vorkommende h > oder < 1 ist. In Folge dieser Festsetzungen 
ist dann cos if» positiv und daher 


COS 

Benutzt man, dass 

^ (^ + t) + 

ist, so ergiebt sich hieraus 

X = c ( 4 - lg tg -^ + cos y) + const. 


2 r == c sin — 

Z = ct j/^ . 


23) 


Figur 9 soll eine ungefähre Vor- 
stellung Ton dem Verlauf der 
durch diese Gleichungen darge- 
stellten Curve geben. Ein Theil 
derselben kann das Profil der 
Flüssigkeitsoberfläche bilden; das ist z. B. der Fall, wenn in eine 
grosse Wassermasse eine ebene Platte in beliebiger Richtung ein- 
getaucht ist. 


Pig. 9. 



§ 5. 

Die in den beiden vorigen Paragraphen entwickelten Gleichungen 
können als eine erste Näherung für den Fall betrachtet werden, dass 
die Flüssigkeitsoberfläche eine Rotationsfläche ist, deren Rotations- 
achse mit der z-Achse zusammenfällt und bei der der Radius ii für 
diejenigen Punkte, die in Betracht kommen, sehr gross ist. Man hat 
dann, wie es in 11 ) geschehen ist, 

zu setzen und Uq als eine sehr grosse Constante zu betrachten. Eine 
zweite Näherung findet man auf dem folgenden Wege. Die Glei- 
chungen 4) und 5), um deren Integration es sich handelt, lassen 
sich schreiben 

ar sin d sin 'S* 

2m 2 du 

dz — tg d' du. 


Man multiplicire dieselben mit einander und forme das dann auf- 
tretende Glied 

sin & dz 
u ^ 

welches bei der ersten Näherung vernachlässigt ist, dadurch um, dass 
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man für u setzt und die Gleichungen benutzt, die bei der ersten 
Näherung gelten. Dadurch erhält man eine Gleichung, die integrirt 
werden kann und z als Function von d' auszudrücben erlaubt. Ist 
das geschehen, so kann man mit Hülfe der Gleichung 4) auch u als 
Function von d' darstellen. 

Beschränken wir uns auf den Fall, für welchen in erster Näherung 
die Gleichungen 23) gelten ^ so finden wir auf dem bezeichneten 
Wege 

sin fl’ cos — dO' ^^2 

zdz + - 7 = sin 

2?/2 «0 2 


WO, wie auch im Folgenden, von den Doppelzeichen das obere oder 
das untere zu nehmen ist, je nachdem z positiv oder negativ ist. 
Durch Integration folgt hieraus 

2 O CL — 2 y 2 ^ 'S’ I i. 

= — a- cos fl’ H cos’^ H const. 

Um die Constante der Integration zu bestimmen, hat man zu be- 
achten, dass z verschwinden muss, wenn .t = + 00 wird, und dass, 
wie aus der ersten der Gleichungen 23) hervorgeht, x = ■-{- 00 ist, 
wenn d' = 2üt oder =0 ist, je nachdem z positiv oder negativ ist. 
Bestimmt man hiernach die mit const. bezeichnete Grösse, zieht die 

Quadratwurzel und vernachlässigt die höheren Potenzen von - - , so 
findet man bei Rücksicht auf das Vorzeichen, welches haben soll. 


a //'2 sin 4 " | 1 


(■ 



24) 


Diese Gleichung kann auf einen Fall angewendet werden, den 
wir in der vorigen Vorlesung betrachtet haben, und auf den die 
Gleichung 23) derselben sich bezieht, auf den Fall nämlich, dass 
eine horizontale kreisförmige Platte mit ihrer unteren Fläche eine 
Flüssigkeit berührt. Wir setzen von dieser jetzt voraus, dass ihre 
Oberfläche sich in die Unendlichkeit erstreckt, und nennen den 
Radius der Platte, Zq und die Werthe von z und fl’ für u = Wq. 
Es haben und fl^ dann dieselbe Bedeutung, wie an dem ange- 
führten Orte und die Gleichung 24) giebt die Beziehung zwischen 
diesen beiden Grössen, auf welche dort hingewiesen worden ist. 

Wir werden die Capillarersclieinungen nicht weiter verfolgen 
und bei unseren weiteren Untersuchungen auf die Capillarkräfte 
keine Rücksicht nehmen. Bei ihrer Erörterung haben wir keinen 
Gebrauch von dem Begriffe des Druckes gemacht, der in den allge- 
meinen Gleichungen der Hydrostatik und Hydrodynamik eine wichtige 
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Eolle spielt. Dieser Begriff hat auch hier seine Bedeutung. Bei 
einer Flüssigkeit, auf welche Oapillarkräfte wirken, ändert sich der 
Druck im Innern gerade so, als ob diese Kräfte nicht vorhanden 
wären, aber unendlich nahe an der Oberfläche ändert er sich unend- 
lich schnell. Die Oapillarkräfte, die auf ein Theilchen wirken, 
welches in endlicher Entfernung von der Oberfläche liegt, heben sich 
nämlich auf, an der Oberfläche aber geben sie unendlich grosse 
Resultanten. Hierdurch werden bei der Untersuchung der Capillar- 
erscheinungen Schwierigkeiten herbeigeführt, wenn man den genannten 
Begriff benutzen will; wir haben diese vermieden, indem wir einen 
anderen, zuerst von Gauss betretenen Weg eingeschlagen haben. 



Fünfizelmte Vorlesung. 

(Hydrodynamik. Differentialgleichungen von Lagrange und von Euler. 
Rotationen der Flüssigkeitstheilchen. Wirbellinien und Wirbelfäden. Ge- 
schwindigkeitspotential. Mehrwerthiges Geschwindigkeitspotential in einem 
mehrfach zusammenhängenden Raume.) 

§ 1 - 

Wir wenden uns jetzt zur Hydrodynamik und zunächst zu den- 
jenigen Bewegungen der Flüssigkeiten, bei denen die Reibung sich 
nicht merklich macht. Wir haben es hier mit der Entwickelung der 
Gleichungen 23) und 24) der eilften Vorlesung, d. h. der Gleichungen 



zu thun, zu welchen eine Relation zwischen dem Drucke p und der 
Dichtigkeit ^ hinzukommt. 

Wir formen zuerst die Gleichung 2) um, welche ausspricht, dass 
ein Massen elem ent bei seiner Bewegung ungeändert bleibt, und 
welche die Gleichung der Coniinuiiät genannt zu werden pflegt. Wir 
nennen Xq, die Coordinaten des materiellen Punktes der Flüssig- 

keit zur Zeit /q, der zur Zeit i die Coordinaten x, gj z hat. Das 
Verhältiiiss der Volumina, welche dieser Punkt zu den Zeiten l und 
/jj einnimmt, ist dann die Determinante 


dx 

dx 

dx 

dxQ ’ 



dy 

dy 

dy 

dxo ^ 

dy, ’ 


.lr_ 

dz 

dz 


dy, ’ 

dz„ 


wie aus der Gleichung 13) der zehnten Vorlesung hervorgellt, wenn 
man erwägt, dass die Grössen, die in den Gleichungen 26) derselben 
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Vorlesung l, c genannt, hier mit bezeichnet sind. 

Die Bedingung, dass diese Determinante, mit ft multiplicirt , von t 
unabhängig ist, ist hiernach gleichbedeutend mit der Gleichung 2). 
Nun sollen h, c irgend welche von einander unabhängige Grössen 
bedeuten, die den materiellen Punkt, dessen Coordinaten zur Zeit t 
z sind, bestimmen; es bestehen dann 9 Gleichungen, von denen 
die übrigen aus der einen 


)^0 1 

d^r 

dih) , 

dcc dzü 

da 

dih 

■ da 

dz(i da 

mit y 


oder von a mit b , i 

dieser 

Gleichungen ist, wenn 

dcc 

dcc 

dcc 


da ^ 

dh 

’ de 


dv 

dy 

dy 

= D 

da ’ 

dh 

^ de 

dz 

dz 

dz 


Ta > 

dh 

’ de 



gesetzt wird, nach einem Satze der Determinantentheorie, den wir 
am Ende des § 2 der zehnten Vorlesung abzuleiten Gelegenheit 
gehabt haben. 


dx 

dx 

Sx 


dxo 

3^0 

dxo 

dxQ ^ 

dy» ’ 

dz^ 


da ’ 

db ’ 

de 

dy 

dy 

dy 


dyo 

dyo 

dyo 

dxo ’ 

dy» ’ 

dz() 


da ^ 

dh ’ 

de 

dz 

8z 

dz 


d^__ 

dz{) 


dxo ’ 

dy» ’ 

dz() 


da ^ 

Th' ^ 

de 


Hieraus folgt, dass die Gleichung 2) durch die Bedingung, dass ft Z> 
von t unabhängig ist, d. h. durch die Gleichung 

4, 


ersetzt werden kann. 

Die Gleichungen 1) multipliciren wir 


mit 4~ oder mit 

Öa oh 


oder mit 


und addiren sie jedesmal; sie werden dann 

'^IE jl 4_ 

\ät^ "V ^ ^ ) du ^ 

( _ x) . (!^' y jA ^y I / 

\ "V dö + ^ ) dh+ V//2 - 


dz . 1 dp 

dh ‘ |U, d h 


_ A ^ , (d^- rÄd-. i ()v n 
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Die Gleichungen 4) und 5) sind unter dem Namen der Lagrange- 
schen hydrodynamischen Gleichungen bekannt; man hat bei ihnen 
y y P sich als Functionen der unabhängigen Variabein bj t 
vorzustellen. 

Die Oberfläche der Flüssigkeit muss nach § 6 der zehnten Vor- 
lesung immer aus denselben Theilchen gebildet sein. Denken wir 
uns die Gleichung derselben als eine Gleichung zwischen y , z , tj 
so muss daher, wenn man x, y^z durch a, b, Cy t ausdrückt, t 
herausfallen ; die Gleichung der Oberfläche muss eine Gleichung 
zwischen a, b, c sein. Eine zweite Bedingung, die an dieser Ober- 
fläche, d. h. an der Fläche, an der die Flüssigkeit einen andern 
Körper berührt, zu erfüllen ist, ergiebt sich aus § 4 der eilften Vor- 
lesung: ein Element der Berührungsfläche muss von jeder Seite aus 
denselben Druck erleiden. 

Wir nehmen mit den Gleichungen 5) noch eine Aenderung vor. 
Wir setzen zuerst 



6 ) 


und denken uns dieses Integral ausgeführt mit Hülfe der Relation, 
die zwischen p und \i besteht, die untere Grenze beliebig gewählt. 
Wir machen ferner die Annahme, dass die Kräfte JT, F, Z ein 
Potential, F, haben, so dass 




dV 
doc ^ 


dv 

dy ’ 


Z = 


dv 

dz' 


ist. Dann vereinfachen sich die Gleichungen 5) zu den folgenden 
(Px 




d^y 

dy 


d^z 

dz _ 

d{V- 

p) 

d a 


dfi 

da 


dl‘* 

da 

da 


dx 

"dh~ 

+ 

(Py 

77^2 

dy 

dh 

+ 

d:^z 

dl^ 

11 

d[y — 
dh 

11 

dx 


d?-y 

dy 

4 - 

d^z 

dz 

d[V- 


de 


dfi 

de 


dt^ 

de 

de 



Ist die Flüssigkeit incompressibel, so wird die Gleichung 4) 

dP 
d t 


= 0 




8) 


und nach 6) kann man setzen 



9) 


§ 2. 

Für die Anwendung ist oft eine andere Form der hydrodyna- 
mischen Gleichungen, die sogenannte EuleFsche, bequemer als die 
Lagrange^sche; bei ihr hat man sich die Geschwindigkeiten u, Vy w 

11 * 
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und den Druck p als Functionen von Xj t 

Man hat 



dx 

dt 

= u, 

dy ^ 
dt 

-V, 

dz 

-— = 10 
dt 




du 



dv 

d^z 

div 

dd 



dt^ 

IT’ 


~dT ’ 


vorzustellen. 


nun bedenke maU; dass das Zeichen d den Zuwachs bezeichnet^ den 
die dahinter stehende Grösse, bezogen auf denselben materiellen Punkt, 
in dem Zeitelement dt erleidet, d, h. den Zuwachs, den sie erfährt, 
während t um dt wächst, a, c aber ungeändert bleiben. Bleiben 
a, bj c ungeändert, so wachsen y, z resp. um udt^ vdt^ wät^ 
wenn t um dt zunimmt; hieraus folgt 


du 

dt 


du , du , 


dit 

dy 


-j~ lü 


du 


und es gelten die Gleichungen, die aus dieser entstehen, wenn man 
unter den Differentiationszeichen u gegen v oder w oder ^ vertauscht. 
Führt man auch hier die durch 6) definirte Grösse P und die Vor- 
aussetzung ein, dass die wirkenden Kräfte das Potential V haben, so 
werden hiernach die Gleichungen 1) und 2) 


und 


dv' 

dv 

u 

dw 

Jt 


+ « 


du 

~dx 


, du , dti 
dv 


, dv . dv , 

+ "y.- + ^ j,, + 


+ « 


d X 


, dw . dio 


d{ V-P) 

dx 

d ij^^ P) 
dy 

d{V-P) 

dz 


d(i 

di 


I d(fiii) , difiv) 

‘ dy 


+ 


d iy'U?) 


10 ). 


11 ) 


Für ein Element der Fläche, in der die Flüssigkeit einen Jiudern 
Körper berührt, gilt nach Gleichung 32) der zehnten Vorlesung dir 
Bedingung, dass die Componente der Geschwindigkeit nach der 
Normale für beide Körper denselben Werth liat, und zu dieser tritt 
wieder die zweite hinzu, dass das Element von jeder Seit(! her den- 
selben Druck erleidet. 

Ist die Flüssigkeit incompressibel, so erhält /' auch liier den 
durch 9) bestimmten Werth und die Gleichung 11) wird 


‘^u I dv , div 
dx * dy ‘ dz 


12 ) 


§ 

Wir haben in der zehnten Vorlesung gesehen, dass die Ver- 
änderung, welche ein unendlich kleiner Theil eines Körpers bei 
seiner Bewegung erfährt, zusammengesetzt ist aus einer Verschiebung, 
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einer Drehung und einer Ausdehnung gewisser Art, und haben in 28) 
Ausdrücke für die Componenten der Drehungsgeschwindigkeit auf- 
gestellt. Nennen wir jt, q diese Componenten, so ist; wie wir 
dort gefunden haben. 


^ “ dz dx 


13) 


^ doc dy 


Wir wollen jetzt in Bezug auf die Drehung der Plüssigkeitstheilchen 
gewisse Sätze ableiten, welche gelten, sobald die wirkenden Kräfte 
ein Potential haben, und welche von Helmholtz*) entdeckt worden 
sind. Wir gehen von den Gleichungen 7) aus. 

. Differentiirt man die zweite von diesen nach c, die dritte nach 
b und zieht die Resultate von einander ab, so erhält man eine 
Gleichung, die nach t integrirt werden kann, da 



dt \dT dt de 'di J 

d [ djü^ ^ dtc d u \ 

dt de de dö J 


ist und die beiden Relationen bestehen, die aus dieser hervorgehen, 
wenn man ii und x mit v und y oder w und z vertauscht. Aus 
dieser einen integrabeln Gleichung erhält man zwei andere, wenn 
man a, b, c cyklisch vertauscht. Bezeichnet man durch A', C' 
drei von i unabhängige Grössen, so hat man daher 


du 

dx 

du 

doo 

+ 

dv 

dy 

dv 

dy 


dw dz 

dw dz 

de 

dh 

"Jh 

d^ 

de 

db 

db 

de 

de db 

db de 

du 

da; 

du 

dee 

1 

du 

d ji __ 

dv 

hl 

1 

dtv dz 

dw dz 

da 

de 


da 

+ 

da 

de 

de 

da 

+ 

da de 

de du 

du 

dx 

du 

dx 

+ 

dv 

hi __ 

dv 

dy 

+ 

die dz 

dw dz 

d'b 

da 

da 

db 

db 

da 

du 

db 

db da 

du db 


Diese Gleichungen lassen sich auf eine einfachere Porm bringen. 

Zu diesem Zwecke multipliciren wir sie zuerst mit und 

du ^ ob ^ de 

addireu sie. Die Glieder, welche u enthalten, heben sich dann fort; 
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die Glieder j welche von v, und diejenigen, welche von w abhängen, 
ziehen sich zusammen, wenn man die Dififerentialquotienten von a, c 
nach X, y, z in die Rechnung einführt. Wir denken uns die Glei- 
chungen, welche y, z als Functionen von öj, i darstellen, 

nach a, h, c aufgelöst, so dass diese Grössen als Functionen von 
Xy y^ Zj t erscheinen. Wir bezeichnen durch da, dl), de und dx, dy , dz 
entsprechende Aenderungen, welche a, h, c und x, y, z erleiden, 
während t ungeändert bleibt*, die Gleichungen 

da = ^^dx + y~dy 

dl + -\-^^ dz 

dc==^£dx-]r^^dy + ^^Jz 

sind dann die Auflösungen der Gleichungen 

dx = p-da + ^ db-\-p-dc 
da ^ cb ' de 

dy = ^^da + ^^db-^^^dc 

^ da ' db 'de 

dz = ^^da + ^ db+^^ de. 
da ' db ' de 

Hieraus folgt 


da 

1 

/ da: dy 

dy 

dl ““ 

/) 

\db de 

db de) 

d± __ 


fdx dy 

dy 

dz 

-D^ 

\dc da 

de da) 

de 


( dx dy 

d y ^.xA 


D ^ 

\da db 

da db ) 


wo ß die in 3) angegebene Bedeutung hat. Hiernach sind die 
Glieder, welche v enthalten, in der Gleichung, die wir aus den 
Gleichungen 14) zu bilden beschäftigt sind. 


d. h. 


D 


( dv da 
\da Wz 


+ 


dv db . 


dj de\ 
de dz) 



In ähnlicher Weise findet man das von tv abhängige Glied derselben 


Gleichung 



so dass ihre linke Seite ist 


(ll ~ If) ’ ~2J)n. 
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Setzen wir noch 

ä' == — Aj^D, B' — — BiJbD, C' = — 

wobei dann auch A, B, C drei von t unabhängige Grössen bedeuten, 
da nach 4) das Product \iB von t unabhängig ist, und fügen der 
gebildeten Gleichung die beiden hinzu, die aus ihr entstehen, wenn 
man für x und % setzt y und % oder 2 : und so erhalten wir 



Wir haben unter h, c irgend welche Grössen verstanden, welche 
ein Flüssigkeitstheilchen bestimmen; bei der Discussion der Glei- 
chungen 15) wollen wir annehmen, dass b, c die Coordinaten 
sind, welche ein Theilchen im Augenblicke i? = 0 hat, also die 
Werthe, welche y, 2 : für / — O besitzen. Die Grössen A^ B^ C 
haben dann eine leicht angebbare Bedeutung; sie sind die Werthe, 

welche ~ , — für l = Q haben. Daraus fliesst zunächst diese 

Folgerung: Wenn ein Flüssigkeitstheilchen im Augenblick t == 0 
nicht rotirt, wenn also für dasselbe in diesem Augenblicke q 

gleich Null sind, so müssen für dasselbe A^ B, Cj also nach 15) 
7t, x^ Q ZU jeder Zeit, verschwinden; ein Flüssigkeitstheilchen, welches 
einmal nicht rotirt, rotirt niemals. 

Ein anderer Schluss, der aus den Gleichungen 15) gezogen werden 
kann, ist der folgende. Es seien a, />, c und a -f- da, b + äb, c de 
die Anfangscoordinaten zweier unendlich naher Theilchen, x, //, ^ 
und x-\-dx, y-\-dy, also die Coordinaten derselben Theil- 

chen zur Zeit /; da, db, de sollen so gewählt sein, dass 

da : db : de = A i B : C 

ist, also so, dass für t = 0 die Verbindungslinie der beiden Theilchen 
mit der Drehungsachse an ihrem Orte zusammenfällt. Diese Doppel- 
proportion ist gleichbedeutend mit den Gleichungen 

da = As, db — Bs, dc = Ca, 

wo a eine unendlich kleine, von t unabhängige Grösse bedeutet. 
Setzt man die hieraus sich ergebenden Werthe von A, B , C in die 
Gleichungen 15), so werden diese 

(ix = ~ (ly s, dz ^ ^ a : 


16) 
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dx I dy i dz ^ Q. 

Hierdurch ist ausgesprochen, dass die Verbindungslinie der beiden 
betrachteten Theilchen immer mit ihrer Drehungsachse zusammenfällt. 

Bezeichnen wir mit k die Drehungsgeschwindigkeit, d. h. 

setzen wir 

k = , 

so geben die Gleichungen 16) 

A: = ^ Ydx^ + dy^ '^dl ^ , 17) 

d. h. die Drehungsgeschwindigkeit ändert sich mit der Zeit so, dass 
sie proportional mit dem Producte aus dem Abstande der beiden 
Theilchen in die Dichtigkeit bleibt. 

Den durch die Gleichungen 16) und 17) ausgesprochenen Sätzen 
wollen wir noch eine andere Form geben. Wir denken uns in 
einem Augenblicke, von einem beliebigen Punkte der Flüssigkeit 
ausgehend, eine Linie, deren Richtung überall übereinstimmt mit 
der Richtung der Drehungsachse der Theilchen, die sie eben trifft; 
eine solche Linie nennen wir mit Helmholtz eine Wirbellmie, Die 
Gleichungen 16) sagen dann aus, dass alle Flüssigkeitstheilchen, 
welche in einem Augenblicke auf einer Wirbellinie liegen, zu jeder 
Zeit auf einer solchen sich befinden. Wir können hiernach von 
den Aenderungen reden, die eine Wirbellinie mit der Zeit erfährt, 
indem wir festsetzen, dass eine Wirbellinie immer durch dieselben 
Flüssigkeitstheilchen geht. 

Um den in der Gleichung 17) bewiesenen Satz auf eine neue 
Weise auszusprechen, definiren wir noch einen Ausdruck. Unter 
einem Wirbel faden verstehen wir einen unendlich dünnen Faden, 
welcher aus der Flüssigkeit durch die Wirbellinien ausgeschnitten 
wird, die durch die Punkte des Umfanges einer unendlich kleinen 
Fläche gehen. Wir können von den Aenderungen sprechen, die ein 
Wirbelfaden mit der Zeit erleidet, indem wir festsetzen, dass ein 
Wirbelfadeii immer dieselben Flüssigkeitstheilchen enthält. Wir be- 
trachten ein unendlich kurzes Stück eines Wirbelfadens und nennen 
l seine Länge, q seinen Querschnitt; iiql ist dann seine Masse und 
ändert sich also mit der Zeit nicht; nach 17) ist aber die Drehungs- 
geschwindigkeit k dieses Stückes mit yl proportional; daraus folgt, 
dass qk constant ist, dass also das Product aus der Drehungs- 
geschwindigkeit in den Querschnitt eines unendlich kurzen Stückes 
eines Wirbelfadens mit der Zeit sich nicht ändert. 

Wir beweisen noch eine Eigenschaft desselben Productes qk 
Es sei dt ein Element des Volumens eines beliebigen Theiles der 
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Flüssigkeit, ds ein Element der Oberfläche dieses Theiles und n die 
nach seinem Innern gerichtete Normale von ds. Nach einem von 
uns schon vielfach benutzten Satze ist dann 

J + If + fl) “ ^ + 9 cos (« 2 )) 

oder — dsk cos {kn ) , 18) 

wenn wir durch k gleichzeitig die Richtung der Drehungsachse und 
die Grösse der Drehungsgeschwindigkeit bezeichnen. Aus den Glei- 
chungen 13) folgt aber, dass der Factor von dtj mithin das Integral 
auf der linken Seite der Gleichung 18) verschwindet; es verschwindet 
also auch das Integral auf ihrer rechten Seite. Diesen Satz wenden 
wir auf einen Theil eines Wirbelfadens an, der durch zwei zu seiner 
Länge senkrechte Querschnitte begrenzt ist; q' und q" seien die 
Grössen dieser beiden Querschnitte, k' und k'^ die entsprechenden 
Werthe der Drehungsgeschwindigkeit; für den einen der beiden Quer- 
schnitte ist 

cos {k n) = 1 , 

für den andern 

während für alle anderen Theile der Oberfläche dieser Cosinus ver- 
schwindet. Der bewiesene Satz giebt daher 

qk'^qk". 

Das Product aus der Drehungsgeschwindigkeit in den Querschnitt 
eines Wirbelfadens, welches für denselben Theil sich mit der Zeit 
nicht ändert, ist in demselben Augenblick auch für alle seine Theile 
dasselbe. 

Hieraus ist zu schliessen, dass ein Wirbelfaden im Innern der 
Flüssigkeit nicht auf hören kann. Ein Wirbelfaden endigt entweder 
in der Oberfläche der Flüssigkeit oder läuft in sich zurück. 


§ 4 . 

Wenn alle Theilchen der betrachteten Flüssigkeit in einem 
Augenblicke nicht rotiren, so rotiren sie nach einem der im vorigen 
Paragraphen bewiesenen Sätze niemals; immer und überall ist dann 
in Folge der Gleichungen 13) 

dv dw dw du du dv 

dz dy ^ dx dz ^ dy dx 

Diese Gleichungen bilden die Bedingung dafür, dass es eine B^unctioii 
von z, t giebt, die wir durch 9 bezeichnen wollen, die die 

Eigenschaft hat, dass 
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u 






19) 


ist. Diese Function 9? ist von Helniholtz mit dem Namen Geschwin- 
digkeit spotential belegt. Wenn die Bewegung vollkommen bestimmt 
ist, also u, V, 10 bestimmte Functionen von x, 2^ t sind, so ist 
das Gescbwindigkeitspotential noch nicht vollkommen bestimmt; in 
seinem Ausdrucke bleibt eine additive Function von t willkürlich,, 
da die Gleichungen 19) die einzigen sind, denen (p zu genügen hat, 
und aus denen es zu berechnen ist. 

Setzt man die Werthe von v, w aus 19) in die EuleFschen 
Gleichungen 10), multiplicirt dieselben mit dx^ dy , dz und addirt 
sie, so erhält man eine integrable Gleichung, und durch Integration 



wo C eine Grösse bedeutet, die von x^ y^ z unabhängig ist, aber 
von i abhängen kann. Diflferentiirt man diese Gleichung partiell 
nach y oder z, so kommt man in der That zu den Gleichungen, 
die aus 10) durch 19) entstehen. Ohne die Allgemeinheit zu beein- 
trächtigen, kann man die Grösse setzen, so dass man hat 

i (©’+ (1f)’+ e-!)'') . 20) 

indem man über die additive Function von i, die in cp vorkommt, 
passend verfügt denkt; dadurch wird dann für einen bestimmten 
» Fall cp bestimmt bis auf eine additive, sowohl von t , als von .r, //, - 
unabhängige Grösse, die willkürlich bleibt; vorausgesetzt, dass V 
vollständig gegeben ist, dass also über die additive, willkürliche 
Function von i verfügt ist, die in seinem Ausdrucke vorkommt, 
wenn nur die wirkenden Kräfte gegeben sind. 

Die Gleichung der Continuität in der EuIeFschen horm, die 
Gleichung 11) nämlich, wird durch Einführung des Geschwindigkeits- 
potentials 



Das Geschwindigkeitspotential 9) ist nicht immer eiue einwerthige 
Function von x , y , z , es kann vielwerthig sein, aber nur unter 
einer gewissen Bedingung, und auch dann nur in gewisser Weise, 
wie wir jetzt zeigen wollen. 

Gesetzt tp' und cp” seien zwei Werthe von cp für ein Wcrtli- 
system von x, y, die Diäerenz cp' — cp” muss dann imgeäudert 
bleiben, wenn bei ungeändertem l der Punkt {x, y, z) stetig in der 
Flüssigkeit verrückt wird und für 9' und cp" immer diejenigen 



§ 4. Geschwindigkeitspotential. 


171 


Werthe Yon cp genommea werden, die sich stetig an einander 
schliessen; es müssen nämlich die Differentialquotienten nach x, y , z 
von (p' und 9 " einander gleich sein, da sie die Geschwindigkeiten 
u, V, w sind. Wenn das Potential der wirkenden Kräfte, V, ein- 
werthig ist, so kann jene Differenz (p' — cp" auch mit der “Zeit sich 
nicht ändern; denn da P nach seiner in 6) gegebenen Definition, 

wie p und ft, einwerthig ist, so folgt dann aus 20 ), dass auch ^ 
nur einen Werth haben kann. 

Wir haben nun noch die Bedingung aufzusuchen, unter der 
eine Vielwerthigkeit von (p stattfinden kann; da cp' — cp" von der 
Zeit und vom Orte, wie wir eben gesehen haben, unabhängig ist, 
vorausgesetzt, dass die ganze betrachtete Flüssigkeit eine zusammen- 
hängende ist, so brauchen wir nur festzustellen, unter welcher Be- 
dingung diese Differenz in einem Augenblicke und in einem Punkte 
von Null verschieden sein kann. Einen Werth von cp können wir 
hier beliebig wählen wegen der additiven Constanten, die in cp will- 
kürlich geblieben ist; wir setzen ihn == 0 , und haben dann zuzu- 
sehen, ob hier cp einen von Null verschiedenen Werth haben kann. 
Für einen Punkt z), der von dem gewählten verschieden ist, 

(und für den betrachteten Augenblick) finden wir einen Werth von 
9 , indem wir ihn mit diesem durch eine beliebige Linie, die nur 
nicht die Grenze der Flüssigkeit überschreiten darf, verbinden und 
über diese Linie das Integral 

J* [udx vdy wdz) 22 ) 

ausdehnen. Lassen wir diese Linie bis zu dem ursprünglich gewählten 
Punkte Zurückläufen, so kann das Integral 22) einen von Null 
verschiedenen Werth von cp für denselben Punkt geben; ist das der 
Fall, so ist cp mehrwerthig; ist aber das Integral 22) für alle Linien 
der bezeichneten Art = 0, so ist cp einwerthig. Denken wir uns 
nun, dass eine solche Linie stetig in eine andere übergeführt werde, 
ohne dass bei einer Zwischenlage die für sie angegebene Bedingung 
verletzt wird; das betrachtete Integral ändert sich dabei stetig 
oder gar nicht; der erste Fall kann nicht eintreteii, da eine mehr- 
werthige Function für ein Werthsystem ihrer Argumente eine Reihe 
von stetig sich aneinander schliessenden Werthen nicht darbieten 
kann ; das Integral ändert sich also gar nicht. Ist die Linie unend- 
lich klein, so ist das Integral Null; es ist daher für jede Linie Null, 
die sich in der bezeichneten Weise in eine unendlich kleine über- 
führen lässt. Das Resultat dieser Schlüsse ist, dass das Geschwindig- 
keitspotential einwerthig sein muss, wenn eine jede geschlossene 
Linie, die in der Flüssigkeit in einem Augenblicke durch einen 
Punkt gezogen werden kann, sich stetig und ohne aus der Flüssig- 
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keit herauszutreten in diesen Punkt zusammenziehen lässt. Ob diese 
Bedingung erfüllt, ist^ hängt von der Gestalt des Raumes ab , den die 
Flüssigkeit einnimint. Man nennt einen Raum; für den sie erfüllt 
ist; einen einfach zusammenhängenden. Dieser Name beruht auf einer 
andern Eigenschaft eines solchen Raumes , die mit der angegebenen 
noth wendig verbunden ist, auf der Eigenschaft; durch jeden Quer- 
schnitt in zvrei getrennte Theile zu zerfallen. Unter einem Quer- 
schnitt ist dabei eine Fläche zu verstehen, die ganz im Innern des 
Raumes liegt, sich selbst nicht schneidet und vollkommen begrenzt 
ist durch ihren Schnitt mit der Oberfläche des Raumes. Ein Beispiel 
eines einfach zusammenhängenden Raumes ist eine volle Kugel oder 
eine Kugel, aus der eine kleinere ausgeschnitten ist. Das zweite 
Beispiel soll darauf aufmerksam machen, dass ein einfach zusammen- 
hängender Raum nicht durch eine zusammenhängende Fläche begrenzt 
zu sein braucht. Einem einfach zusammenhängenden Raume steht 
gegenüber ein zxoeifach, dreifach überhaupt mehrfach zusammen- 
hängender. Ein zweifach zusammenhängender Raum ist ein solcher, 
der durch einen passend gewählten Querschnitt in einen einfach zu- 
sammenhängenden verwandelt wird; ein dreifach zusammenhängender 
kann durch einen Querschnitt zu einem zweifach zusammenhängenden 
gemacht werden, u. s. f. Ein Beispiel eines zweifach* zusammen- 
hängenden Raumes bildet ein Ring oder ""eine Kugel, aus der ein 
Ring ausgeschnitten ist. Es ist hier nicht erforderlich, den Begrilf 
des Zusammenhanges eines Raumes allgemein mit Strenge zu be- 
gründen und dabei den Nachweis zu führen, dass immer die beiden 
für einen einfach zusammenhängenden Raum angegebenen Merkmale 
mit einander verbunden sind; in den einfachen Fällen, in denen Avir 
von jenem Begriff Gebrauch zu machen haben werden, ist er der 
Anschauung unmittelbar zugänglich. 
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(Incompressible Flüssigkeiten. Potential von Massen, die in Punkten con- 
centrirt, oder in einem E/aume oder in einer Fläche stetig verbreitet sind. 
Potential einer Doppelschiclit. Der Green’sche Satz. Darstellung einer Func- 
tion die in einem Raume der Gleichung z/ F = 0 genügt und mit ihren 
ersten Differentialquotienten einwerthig und stetig ist^ durch die Summe der 
Potentiale einer einfachen Massenschicbt und einer Doppelschicht in der Ober- 
fläche des Raumes. Bedingungen, welche zur Bestimmung von V genügen. 
Stromlinien und Stromfäden. Pall, dass der zu betrachtende Raum sich in die 
Unendlichkeit erstreckt. Mehrwerthige Lösungen der Gleichung z/g? = 0. 
Massenpotentiale, die nur von zwei Coordinaten abhängig sind.) 


§ 1 . 

Wir werden uns jetzt mit der Bewegung einer incompressibeln 
Flüssigkeit unter der Voraussetzung, dass ein Geschwindigkeits- 
potential existirt, beschäftigen. Die Gleichung 21) der vorigen Vor- 
lesung, die für dieses gilt, geht für eine incompressible Flüssigkeit 
über in 

Mit den Lösungen dieser partiellen Differentialgleichung, die wir 
der Kürze wegen 

z/9) = 0 1) 

schreiben wollen, werden wir es hier zu thun haben. Wir leiten 
zuerst gewisse Eigenschaften der ehnaertlägen Lösungen derselben ab. 

Ist r die Entfernung des Punktes (x, y, z) von einem Punkte 
(rt, c), d. h. ist 


r = ]/ {x — a)- + (y — b)- + (z — c)* 


und m eine Constante, so ist 


eine particuläre Lösung der Gleichung 1) ; denn es ist 
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d- 

r a — X 

r 

^ (ß — a?)2 

1 

dx ^ 

dx^ 

O r. 

^3 

l 

1 

's; 

d^- 

r 

’'q (*-2/1 = 

1 

dy ’ 

dy^ 


,.3 

d~ 

r c — z 

d^- 

r 

3 

1 

dz ^ 

dz^ 


7*3 


^ -i- = 0 , mithin auch z/ — == 0 . 

r* ’ r 


Wir wollen, wie wir es früher gethan haben, den Ausdruck 2) 
das Potential Masse m in Bezug auf den Punkt (x, ij ^ z) nennen, 
dabei aber eine Masse als positiv oder negativ annehmen. Dieses 
Potential ist stetig im ganzen Raume mit Ausnahme des Punktes, 
in dem die Masse sich befindet, wo es unendlich wird- In der 
Unendlichkeit werden das Potential und seine Differeutialquotienten 
unendlich klein. Nennen wir dasselbe ü und bezeichnen durch R 
der Grösse und Richtung nach die Linie, die vom Anfangspunkte 
der Coordinaten nach dem Punkte z) gezogen ist, so nähern 

sich, wenn R ins Unendliche wächst, die Grössen 


den Werthen m, — mcos^Rx)^ — mco^{Ry), 



— 7)1 cos ( Rz) , 


vorausgesetzt, dass der Punkt {a,h,c) ebenso wie der Anfangspunkt 
der Coordinaten im Endlichen liegen. 

Die Gleichung 1) ist linear und homogen; daraus folgt, dass 
eine Summe von Lösungen wieder eine Lösung derselben ist; es ist 
also auch 

m 
r 



eine Lösung, -wo die einzelnen Glieder der Summe sich durch ver- 
schiedene Werthe von a, b, c und m unterscheiden. Wir werden 
diesen Ausdruck das Potential der Massen 7n, die in den Punkten 
(«, b, c) liegen, zu nennen haben. Es ist überall stetig, ausser in 
diesen Punkten, wo es unendlich ist. Bezeichnen wir es durch ü 
und lassen dem Buchstaben R die Bedeutung, in der wir ihn eben 
gebraucht haben, so nähern sich, wenn R ins Unendliche wächst, 
die Grössen 


Rü, R"^--, 

ÖX ^ 

den Werthen 




^m, — cos m, — cos {Ry)^ m , — cos {R z)^ m . 3) 
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Wir werden min das Potential ^ ü, von Massen betrachten^ 
die einen Raum stetig erfüllen; dt sei ein Element dieses Raumes, 
k die Dichtigkeit in ihm und r seine Entfernung vom Punkte 
{Xy z)^ so dass 

U ■ 


Pür alle Punkte {x, y, z), die ausserhalb des mit Masse erfüllten 
Raumes, in nicht verschwindender Entfernung von seiner Oberfläche 
liegen, verhält sich dieses Potential wie das vorher betrachtete; es 
genügt nämlich der Gleichung 1), ist überall stetig, und, wenn der 
Punkt (x, y, z) in die Unendlichkeit rückt, so behalten die Aus- 
drücke 3) ihre Bedeutung, falls man Um durch Jkät ersetzt. Aber 
auch in dem mit Masse erfüllten Raume ist TJ eine stetige Function 
von x^ z\ die freilich, wie wir später sehen werden, der Glei- 
chung 1) nicht genügt. Führt man nämlich statt der rechtwinkligen 
Coordinaten Z?, nach denen zu integriren ist, Polarcoordinaten 
ein, indem man setzt 


so wird 
und 


a = X r sin fl’ cos %o 

— y r sin fl sin w 

c = z + r cos fl , 


dt ^ dr äiv 


ü ■■ 


Iß k r dr siii ^ dd' d lo , 


Die untere Grenze von r ist Null, wenn der 1^ unkt (x, z/, z) inner- 
halb des Raumes liegt, dem dz angehört, von Null verschieden im 
entgegengesetzten Palle, und dann endlich oder unendlich klein, je 
nachdem der gedachte Punkt in endlicher oder unendlich kleiner 
Entfernung von der Oberfläche dieses Raumes sich befindet. Da 
aber die mit den DiflFerentialen dr dd' dw multiplicirte Grösse für 
unendlich kleine Werthe von r nicht unendlich gross wird, so hat 
U in allen diesen Fällen einen angebbaren, endlichen Werth und 
ändert sich immer stetig, wenn der Punkt (x, jy, z) verrückt wird. 
Wir wollen nun einen der ersten Diflerentialquotienten von ü 

3 Ü 

untersuchen und wählen hierzu • Es ist 



oder, da r, also auch i , eine Function von c: — c ist, 
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also auch 


oder endlich 


du 

^2 




- / 


— ß^^'+ß 


dk 

de T ^ 


du 

dz 


cos (nz) + J~: 7 


5 ) 


-wenn ds ein Element der Oberfläche des mit Masse erfüllten Raumes, 
n die nach dem Innern dieses gerichtete Normale Ton ds bedeutet. 
Das zweite der in der Gleichung 5) vortommenden Integrale ist ein 
Potential von derselben Art, wie U, nur ist die Dichtigkeit der Masse, 

d k 

von der es herrührt; im Punkte h, c) nicht k, sondern g»; das 


erste können wir bezeichnen als das Potential einer Masse, die auf 
der Fläche, der äs angehört, mit der Dichtigkeit kQos{nz) ausge- 
breitet ist; wir gebrauchen dabei das Wort Dichtigkeit in einer 
andern Bedeutung als bisher. 

Es sei V das Potential in Bezug auf den Punkt {x, ?/, z) einer 
Masse, die mit der Dichtigkeit /^ auf einer Fläche, deren Element 
ds ist, verbreitet ist, so dass 

6) 


Es soll h endlich sein und sich stetig auf der Fläche ändern, diese 
endliche Dimensionen haben und nirgends eine unendlich grosse 
Krümmung besitzen. Wir wollen beweisen, dass auch für Punkte, 
die unendlich nahe an der Fläche liegen, V endlich ist und keinen 
Sprung erleidet, wenn der Punkt, auf den es sich bezieht, durch die 
Fläche hindurch geführt wird. Das Coordinatensystera , das wir be- 
liebig wählen können, legen wir so, dass der Anfangspunkt in der 
Fläche sich befindet, nehmen den Punkt, auf den sich V bezieht, in 
der .sr- Achse an und diese als senkrecht auf der belache; wir haben 
dann den Werth von V für unendlich kleine, positive und negative 
Werthe von z zu untersuchen. Wir denken uns aus der Fläche 
einen Theil ausgeschnitten durch einen kreisförmigen (Jy linder, dessen 
Achse die z- Achse ist und der den Radius B. hat, einen Radius, der 
unendlich klein, aber gegen z unendlich gross und von diesem luiab- 
hängig sein soll. Den Theil von F, welcher von der Masse herrührt, 
die auf dem ausgeschnittenen Flächenstücke sich befindet, nennen 
wir Vy Der andere Theil von F, also F— F^, wird nicht unendlich 
oder unstetig dadurch, dass z = 0 wird oder durch Null hindurch- 
geht; wir haben zu untersuchen, ob Fj dieselbe Eigenschaft hat. 
Wir wollen hierbei die Längeneinheit anders wählen , als bisher, 
nämlich so, dass z endlich wird; es wird dann R unendlich gross, 
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imd von noch höherer Ordnung werden es die Krümmungsradien der 
Fläche; das ausgeschnittene Flächenstück wird daher eine ebene 
Kreisfläche von dem unendlich grossen Radius i?; die Dichtigkeit h 
ist auf derselben als constant zu betrachten. Hiernach ist 


d. h. 




'"‘.y 




J/q^+z^ 

Fl = 2 Tth — ]/j2) , 


7) 


wo ]/ den absoluten Werth von z bedeutet. Kehren wir zu der 
ursprünglichen Längeneinheit zurück, bei der B und z unendlich 
klein sind und bei der V im Allgemeinen endlich ist, so ergiebt sich 
bei Vernachlässigung von unendlich Kleinem 


F, = 0; 


hieraus^ folgt, dass V endlich und stetig bleibt, wenn der Punkt, auf 
den es sich bezieht, durch die Fläche, auf der die Masse sich be- 
findet, hindurchgeht. 

Wir ziehen aus der Gleichung 7) noch einen andern Schluss. 


Es folgt aus ihr 




^ = 2 


yit^+ 


r. 




oder, da R unendlich gross gegen ;r ist, 
dFi 

a r " 

= — 27t7i ^ wenn 0 positiv, 

— 21111 j wenn 2 ; negativ ist. 


2irJi , 


d. h. 


ändert sich stetig, wenn z durch Null hindurchgeht; daraus 

ergiebt sich, dass sprungweise um — 47r7/. wächst, wenn r vom 

Negativen zum Positiven durch Null hindurchgeht. Wir fügen 

hinzu, dass, da F selbst keinen Sprung dabei erleidet, und 

^ ^ r o ^ 3-^ öy 

stetig bleiben. 

Um uns unabhängig von dem speciellen Coordinatensystem zu 
machen, das bei der Ableitung dieses Satzes benutzt ist, bezeichnen 
wir, im Einklang mit der früher gebrauchten Weise, durch n das, 
was wir jetzt z genannt haben, und lassen das Coordinatensystem 
der x, y j z unbestimmt. Wenn der Punkt (^, y, z) im Sinne der 
Normale n durch das Flächenelement ds hindurchgeht, so’ wächst 

um — 4:7t h und es wachsen, wie aus Formeln hervorgeht, die 
sich auf die Verwandlung rechtwinkliger Coordinaten beziehen, 

Kirchhoff, Mechanik. 3. Aufl. 12 
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dV dV dr 

dx ’ dy ’ 8z 

ma — 4}t/i Gos (nx) , — 4n/i cos (ni/), — 4 it/i cos (nz) . 8) 

Bezeiclmen wir von. den beiden Seiten der mit Masse belegten Fläche 
die eine als die innere, die andere als die äussere und nennen n,- 
und na, die nach ihnen gerichteten Normalen von äs, so ergiebt sich 


dV , ^ 
' 8«^ 


4%h. 


9) 


Wir kehren nnn zur Betrachtung des durch die Gleichung 4) 
definirten Potentials ^ einer in einem Raume verbreiteten Masse 

zurück. Wir haben schon gesehen ^ dass an der Oberfliiche dieses 
Raumes TJ selbst stetig ist; wir sehen jetzt, dass dassol))e von 


o TT r\T 7 

^ilt; folgt dieses aus der Gleichung 5) und den 

dx ’ dy ' dz ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

beiden Gleichungen, die aus dieser entstehen , wenn man z, r gegen 
Xy a oder y, h vertauscht, da das durch die Gleichung G) deiiriirte /” 
keinen Sprung an der Fläche, deren Element ds ist, erfährt. Die 
Stetigkeit der ersten Differentialquotienten von U an der Oberfläche 
des mit Masse erfüllten Raumes hätten wir auch durcli Einfülirunir 
von Polarcoordinaten beweisen können, wie wir die Stetigkuut von U 
selbst bewiesen haben. Anders aber verhält es sich mit den zweilon 
Differentialquotieuten von U, Aus 5) und 9j folgt 


dn^cz ' dn^ dz 


== — d-TTÄ* COS {UiZ) , 


10 ) 


und mit Hülfe der Ausdrücke 8) findet man, dass, wenn d(‘r 1 hinkt 
{x^ z) aus dem äusseren Raume in den mit Masse ei-füllten tritt, 


d^v 

o^V 

d^u 

dx^ ’ 

dy^' ’ 

d^' 

d^U 


dk^ij 

dydz ’ 

dzdx ’ 

dx du 


sprungweise die Vergrösserungen 

— cöS' (nx) , — 4 itk cos‘ {‘ny ') , — 4 % k cos'-' ( ;/ z) 

—ijtk cos (n y) cos {7i z ) , - 4:%k cos (?z z) cos {ji x ) , 4 tt k cos ( // .r ) cos ( // //) 

resp. erleiden. Der Sprung, den dabei .d (/ ^d. h. - \ ^ 

erfährt, ist daher — Aijtk^ nun ist im äusseren Itainne und 

daher in dem mit Masse erfüllten uncndlicli nahe an der Oberlläche 

z/^= — 4jr/t-. 11) 

Diese Gleichung gilt aber nicht allein unendlicli nalie an dm* Ober- 
fläche, sondern in dem ganzen mit Masse erfüllten Ra,ume. lim 
das zu beweisen, denke man sich diesen Raum in zwei TlwlUi zer- 
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legt clurcli eine Fläche, die bei dem Punkte (Xj z) nn endlich 
nahe vorbeigeht, und nenne den Th eil von der von der Masse 
in dem Theile, in dem der Punkt (oo^ z) sich befindet, herrührt. 
Man hat dann 


und 


— ü^) = 0 


woraus die Gleichung 11) hervorgeht. 


§ 3 . 

Wir wollen jetzt das Potential einer Massen vertheilung unter- 
suchen, die wir auf folgende Weise definiren. Es sei äs ein Element 
einer mit Masse belegten Fläche, n die nach der einen Seite der 
Fläche gerichtete Normale desselben; auf den Normalen 7i sämmt- 
licher Punkte der Fläche denken wir uns unendlich kleine Längen 
abgetragen, die stetig variiren können; dadurch entsteht eine zweite, 
der ersten unendlich nahe Fläche, deren Elemente denen der ersten 
entsprechen; ein jedes Element dieser zweiten Fläche denken wir 
uns mit einer Masse belegt, die eben so gross, aber von entgegen- 
gesetztem Vorzeichen als diejenige i§t, die sich auf dem entsprechen- 
den Elemente der ersten Fläche befindet. Das negativ genommene 
Product aus der Dichtigkeit der Masse auf dem Elemente ds der 
ersten Fläche in den, in der Richtung von positiv gerechneten 
Abstand des entsprechenden Elements der zweiten Fläche von ds 
wollen wir durch i bezeichnen und als eine endliche Grösse annehmen. 
Das Potential, W, dieser Massenvertheilung in Bezug auf den Punkt 
{Xy y, z) ist dann, wenn a, hy c wieder die Coordinaten von ds 
bedeuten, bestimmt durch 



wo die Differentiation nach sich auf eine Verschiebung des Punktes 
{üy hy c) bezieht. Die in Ptede stehende Massenvertheilung wollen 
wir eine Doppelscliichi nennen, und im Gegensätze dazu eine Massen- 
vertheilung, wie die, deren Potential durch 6) bestimmt ist, eine ein- 
fache Schicht; die Grösse i möge die Dichtigkeit der Doppelschicht 
heissen. 

Der in 12) für W gegebene Ausdruck kann umgestaltet werden. 
Es ist 

d - - 

r 1 r N 

- -QOs{rn)y 

wo (rn) den Winkel bezeichnet, den die von dem Punkte {x, y y z) 
nach dem Orte von ds gezogene Grade mit der Richtung von n 

12 
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bildet. Bezeichnet man durch dK die scliehibarc Grösse des Flächen- 
elementes ds vom Punkte (x, y, z) aus gesehen, d. h. das Stück 
einer Kugelfläche, die um (*, y, z) als Mittelpunkt mit einem der 
Läncreneiuheit gleichen Radius beschrieben ist, welches von einem 
Kegel ausgeschnitten wird, der in (.n, y, z) seine Spitze hat und 
durch den Umfang von ds gelegt ist, so ist hiernach 

d- ^ 

(Is = + dfö, 

wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem cos (r?/) positiv 
oder negativ ist. Aendert dieser Cosinus sein Vorzeichen nicht 
innerhalb der ganzen Fläche, der ds angehört (eine Bedingung, die 
immer erfüllt ist, wenn vom Punkte (a;, y, z) ans keine 'rangenten 
an die Fläche gezogen werden können), so ist dtilier 

W^j^jidK, ];i) 

WO wieder das obere oder untere Vorzeichen jo nacluh^in cos {rn) 
positiv oder negativ ist. Ist jene Bedingung nicht crlTiIIt, so lässt 
die Fläche sich so in Theile zerlegen, dass j(;der l'licil ihr genügt, 
und man kann W als eine Summe solcher Ausdrücke darstellen, \vi(‘ 
der in 13) für W angegebene einer ist. 

Wir wollen untersuchen, wie es sich mit der iSieiigkeii. von W 
in dem B^alle verhält, dass der Punkt (.r, /y, :) uinuHllieh nahe an 
die Fläche, der ds aiigehört, heran oder diuadi si(‘ hindurtdiiriit. 
Wenn eine ünstetigkeit hierbei stattllndet, so kann si<‘ nur von, den 
Theilen der Fläche herrühren, denen der Punkt (.r, //, ') mHUHllich 
nahe kommt. Wir legen wieder den Anrangs])unki <l(‘r ( 'o(>r<liiiai(‘n 
in die Fläche, wie wir es hei der Ableitung der ({ku'clmug 7) gemacht 
haben, geben der r-Achse die Itichtiiug von n und uniersuelnm den 
Werth von fV für den Fall, dass ;r 0, 0 und : ummdlich 

klein ist. Aus der Bhlche denken wir uns (un Sf.ilek au.'^gescdiMiifen 
durch einen Kreiscylinder , dessen Achse <lie u-Aelise, d(‘ssen Itadius 
== i? ist, und nehmen au, dass /i unendlic'li khu'n gegen diV l^iimue 
sionen der Fläche, aber unendlich gross geg(‘ii : und von dii^siun 
unabhängig ist; wir nennen den Plieil von //”, der von diestmi 
Stücke der Fläche herrührt. Da ijc die Oberdäclu' eifier Kiige! vom 
Radius 1 ist, so giebt die Gleichung 13), wenn man unendlich Kleines 
vernachlässigt, 

für ein negatives c //'j -- 

für ein positives c: ^tt/. 

Da in jedem dieser beiden Fälle ff\ von v iiimbhängig ist, so biinn 
W nicht unendlich gross sein, wenn ~ unendlich klein ist, und, da 
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um 4:7t i sprungweise zunimmt ^ wenn 2 : wachsend durch Null 
hindurchgeht, so findet dasselbe bei W statt. 

Um finden zu können, wollen wir für einen Ausdruck 

aufstellen, bei dem Grössen, die mit 2 : verschwinden, nicht vernach- 
lässigt sind. Wir gelangen zu einem solchen leicht mit Hülfe der 
Gleichung 12); diese giebt 




äs 


jti 

)7CiJ- 


) dQ 


Hieraus folgt 


■=2%% i - _ • 


d Wi 

dz 


— 27t/ - 




[R^ + 22)^' 

oder, da z gegen R unendlich klein ist, 


dz 


27t l 


Daraus, dass 


dW^ 


von z unabhängig ist und auch denselben Werth 

dW 


für positive und negative Werthe von 2 : besitzt/ folgt, dass für 
z = 0 endlich und stetig ist. 

Das durch die Gleichung 12) definirte Potential einer Doppel- 
schicht, W j ist also an dieser endlich, erleidet aber sprungweise die 
Vergrösserung 47tij wenn der Punkt (a;, ?/, z) in der Richtung von 

durch sie hindurchgeht*, der Differentialquotient 


d w 

dn 


dagegen ist an 


ihr endlich und stetig. 

Wenn das Coordinatensystem ein beliebig gewähltes ist, so 
werden die Differentialquotienten bei dem Durchgänge 

durch die gedachte Fläche im Allgemeinen Sprünge erleiden, weil 
der Sprung, den dabei TF erfährt, im Allgemeinen, d. h. wenn l auf 
der Fläche sich ändert, nach dem Orte, an dem der Durchgang statt- 
tindet, ein verschiedener ist. Wenn / aber eine Coustante ist, so 
erleiden jene Differential quotienten an der Fläche keine Sprünge; 
wir werden hieran zu erinnern haben bei der Bestimmung eines 
mehrwerthigen Geschwindigkeitspotentials in einem mehrfach zu- 


Scl 


bimmenhängenden Raume. 


§ 4. 

Wir wollen jetzt einen Satz ableiten, der mit dem Namen des 
Green'schen Satzes belegt ist, und aus dem die wichtigsten Eigen- 
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schäften der Functionen, welche ein Geschwindigkeitspotential sein 
können, sich erschliessen lassen. 

Es sei ät ein Element eines vollständig begrenzten Raumes, 
Xj y , z seien die Coordinaten desselben und ü und V zwei Functionen 
von X, y, z» Die identischen Gleichungen 


dU_^ , 

dx doc ‘ dsc 

^ Tjd^^ ^ d 

dy dy ‘ dy 

dz dz ^ dz^ dz 



addiren wir, niultipliciren mit dt und integriren nach diesem; wir 
setzen voraus, dass U und einwerthig und stetig in dem 

Raume sind, dem dr angehört, und bezeichnen durch ds ein Element 
der Oberfläche dieses Raumes, durch ?i die nach dem Innern desselben 
gerichtete Normale von ds‘^ nach den so oft schon benutzten Glei- 
chungen 6) der eilften Vorlesung erhalten wir dann 


oder 


(düdv , du dv du dv , . \ 

== ~J äs u{^ cos {nx) 4- cos {ny) + cos (h 




dü_ dV_ 

dio dx 


. ,dJl_dV 

' dy dy ' dz d 




dsü. 


dF 


d n 


14) 


Diese Gleichung heisst der Green sehe Satz, Sind aucli V und 
in dem betrachteten Raume einwerthig und stetig, 

dx ^ dy ^ dz o n? 

so kann man in den Schlüssen, durch welche 14) abgeleitet ist, ü 
und V mit einander vertauschen und erhält dann 


/* (» ff - ^'£) -/"» n 

Sind überdies ü und F Lösungen der Gleichung 1), so folgt 
hieraus 

= ir,) 

Wir wollen nun durchweg in dieser Vorlesung durch F eine Function 
bezeichnen, die in dem betrachteten Raume der Gleicluuig .11' 0 

genügt und mit ihren ersten Differentialquotienten einwerthig und 
stetig ist. Setzen wir ferner in der Gleichung 15), was gestattet ist, 
ü einer Constanten gleich, so wird sie 
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Sieht man V als ein von der Zeit unabhängiges Geschwindigkeits- 
potential an, so hat diese Gleichung eine leicht in Worten ausdrück- 
bare und auch von anderer Seite erweisliche Bedeutung-, sie spricht 
aus, dass das Volumen der in der Zeiteinheit in den betrachteten 
Raum eintretenden Flüssigkeit gleich Null ist, wenn man ein Volumen 
austretender Flüssigkeit als negatives Volumen eintretender in 
Rechnung bringt. 

Setzen wir ferner in der Gleichung 15) 

ü = ~, r = y{x — {y — bf + (z — cf- 


Das ist erlaubt, wenn der Punkt ia^ h, c) ausserhalb des Raumes 
liegt, dessen Element dt genannt worden ist. Es soll nun der 
Punkt (a^ 1), c) mierlialb des ursprünglich gedachten Raumes liegen, 
die Gleichung 15) aber auf den Theil desselben angewandt werden, 
der übrig bleibt, wenn eine unendlich kleine Kugel, die um {a, &, c) 
als Mittelpunkt beschrieben ist, von ihm ausgeschlossen wird; die 
Oberfläche dieser Kugel ist bei der Bildung der genannten Gleichung 
dann zu berücksichtigen. Es sei dS ein Element derselben, während 
äs ein Element der Oberfläche des ursprünglich gedachten Raumes 
bedeuten soll; man erhält dann 




df! d V 

r dn ^ 


wo auf der linken Seite des Gleichheitszeichens r dem unendlich 
kleinen Radius der Kugel gleichzusetzen ist. Das zweite Integral 
auf dieser Seite verschwindet daher, da, wenn man Polarcoordinaten 
einführt, 

(IS = r- sin '9’ dO' dio 


gesetzt werden kann; das erste wird 




wo V sich auf den Punkt (öt, &, c) bezieht, 
dieses V 



Man hat hiernach für 


ds 


dF 

dn 


17) 


Diese Gleichung stellt den Werth von F für einen beliebigen Punkt 
des gedachten Raumes als die Summe der Potentiale einer einfachen 
Massenschicht und einer Doppelschicht dar, die in der Oberfläche 
des Raumes liegen und deren Dichtigkeit in dem Elemente ds 

resp. — ~ und V sind. Sie zeigt, dass auch die höheren 

Dilferentialquotienten von V nach den Coordinaten in dem ganzen 
Raume stetig sind. 



]^g4 Secliszehnte Vorlesung. 

Wir setzen jetzt in der Gleichung 14) 


sie wird dann 


ü= V-, 

/■^•((s'+o’+dry) 


-/ 


— / cl$ V 


dn 


18) 


Sehen wir V als ein Geschwindigkeitspotential und nehmen die 
Dichtigkeit der Flüssigkeit =1 an, so ist die linke Seite dieser 
Gleichung das Doppelte der lebendigen Kraft derselben; wir haben 
diese lebendige Kraft also durch ein über die Oberfläche zu nehmendes 
Integral ausgedrückt. 


§ 5. 

Wir wollen nun aus den im vorigen § aufgestellten Gleichungen 
Folgerungen ziehen; hauptsächlich werden wir darauf ausgehen, 
Bedingungen zu finden, die zur vollständigen Bestimmung einer 
Function V genügen, dabei aber auch auf Eigenschaften dieser 
Functionen aufmerksam machen, die in anderer Hinsicht von Interesse 
sind. 

Die Gleichung 17) erlaubt für jeden Punkt des betrachteten 
Baumes V zu berechnen, wenn für alle Punkte der Oberfläche die 

Werthe von V und — gegeben sind. Es können aber nicht alle 

diese Werthe willkürlich gegeben werden; es ist vielmehr für den 
ganzen Baum V vollkommen bestimmt, wenn für die ganze Ober- 
fläche F, oder für einen Theil der Oberfläche F, für den andern 

gegeben ist, und es ist V bis auf eine additive Constante be- 

stimmt, wenn man für die ganze Oberfläche kennt. Es ergiebt 
sich dieses aus der Gleichung 18). Ist nämlich für einen Theil der 
Oberfläche F = 0, für den andern = 0, so verschwindet die 

rechte Seite dieser Gleichung; es verschwindet also auch die linke, 
und da diese eine Summe von Gliedern ist, die nicht negativ sein 
können, so ist daher jedes dieser Glieder ^ 0, d. li. es ist in dem 
ganzen Baume constant; da es weiter in einem Theile der Oberfläche 
= 0 ist, so hat es diesen Werth überall. Sind nun die Werthe von 

V für den einen Theil und von 4— für den andern Theil der Ober- 

fläche nicht = 0, aber gegeben, und sind und zwei Functionen, 
die diesen Werthen entsprechen, so genügt F, — V., den vorher über V 
gemachten Voraussetzungen; es folgt daraus für den ganzen Raum 
Fl = Fj- Dieselbe Betrachtung zeigt, dass, wenn für die ganze 

Oberfläche ^ verschwindet, F einer unbekannt bleibenden Constanten 
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7)V 

gleich, und wenn für die ganze Oberfläche “ gegeben, V bis auf 
eine additive Constante für den ganzen Raum bestimmt ist. 

Wir knüpfen hieran die Bemerkung, dass von allen Functionen 
F + i/', welche an der Oberfläche des betrachteten Raumes gegebene 
Werthe annehmen und in ihm einwerthig und stetig sind, die 
Function F, welche diese Wertte an der Oberfläche hat, dem Integral 

“ -/ 


den kleinsten Werth giebt, welchen es annehmen kann. In der That 
hat man 


^ =>((©' +(if )’+(¥)’) 

I 2 Cd% IIL 

^ J \dx ^ dy dy ^ dz dz) 

2 


19) 




Die Richtigkeit der ausgesprochenen Behauptung ergiebt sich daraus, 
dass das dritte von diesen Integralen stets positiv ist und das zweite 
der Gleichung 14) zufolge verschwindet, da z/ F ==s 0 und an der Ober- 
fläche U =0 ist. Bezeichnet man das zweite von den 3 Gliedern 
auf der rechten Seite der Gleichung 19), welches, wenn U unendlich 
klein, im Allgemeinen von derselben Ordnung, wie dieses ist, durch 
d , so ist d Ä — 0, sobald F die hier vorausgesetzten Eigenschaften 
besitzt. Diese Bemerkung ist von Nutzen, wenn es sich darum 
handelt, in der Gleichung ^V — 0 statt der rechtwinkligen Coordi- 
naten andere einzuführen; wir werden bei einer solchen Gelegenheit 
von ihr Gebrauch machen. 


§ 6 . 


Um den Punkt («, bj c) als Mittelpunkt denken wir uns eine 
Kugel mit dem beliebigen Radius E beschrieben, die ganz innerhalb 
des betrachteten Raumes liegt, und wenden auf diese die Gleichung 
17) an. Das zweite Integral derselben verschwindet daun in Folge 
von 16) und es wird 



dn 


1 , 

2 5 


wir erhalten daher 




20 ). 


Diese Gleichung lässt sich in Worten dahin aussprechen, dass der 
Werth von F im Mittelpunkte der Kugel dem arithmetischen Mittel 
seiner Werthe in den Punkten ihrer Oberfläche gleich ist. Jener 
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Werth liegt daher zwischen dem grössten und dem kleinsten dieser 
Werthe. Da das gilt, wie klein auch die Kugel gewählt wird, so 
kann V in dem ganzen betrachteten Eaume, welches auch seine Ge-, 
stalt sein möge, kein Maximum und kein Minimum haben; alle 
Werthe, die es erhält, liegen zwischen dem grössten und dem kleinsten 
der Werthe, die es in der Oberfläche hat. Sind diese =0, so ist 
überall F= 0, und ist F an der Oberfläche gegeben, so ist es überall 
bestimmt. Wir haben so auf einem zweiten Wege einen Satz be- 
wiesen, der schon im vorigen § abgeleitet ist; dieser Weg hat vor 
dem dort eingeschlagenen einen gewissen Vorzug, auf den im 
nächsten § aufmerksam gemacht werden wird. 

Aus dem Satze, dass F innerhalb des betrachteten Raumes kein 
Maximum und kein Minimum hat, lässt sich ferner beweisen, 
dass auch 

m+ {&:+ 


hier kein Maximum besitzt, obwohl es Minima haben kann; dass 
also, wenn wir uns V als ein Geschwindigkeitspotential vorstellen, 
die grösste Geschwindigkeit in der Grenze des Raumes stattfinden 
muss. Um das zu zeigen, denken wir uns in dem betrachteten Raume 


wieder eine Kugel; ihren Mittelpunkt wollen wirO und ’ 

(■ 


d_v\ 

d 


] die Werthe von 


in ihm nennen, die letzteren 
dz • 


dF dV 

dx ^ dy ’ 

Zeichen aber auf Punkte der Kugelfläche beziehen. Wir haben den 
ausgesprochenen Satz bewiesen, wenn wir dargethan haben, dass nicht 
für alle diese Punkte 


{&+ (if) + (if)’< (if):+ (if):+ (if): ^') 

sein kann. Wenn S^^i^l^^ieitig verschwinden, 

so ist die Richtigkeit dieser Behauptung unmittelbar ersichtlich; wir 
können diesen besonderen Fall also ausschliesseu. Geschieht das, 
so kann man immer dadurch, dass man der a;- Achse eine passende 
Richtung giebt, bewirken, dass 


(If).-® (I9.= 


0 


ist. Der Differentialquotient hat dieselben Eigenschaften, welche 
bei V vorausgesetzt sind; hieraus folgt, dass, wenn nicht für alle 

Punkte der Kugelfläclie -4— constant ist, es Punkte auf derselben 
giebt, für welche 

{&>m: 
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ist. Bei der Wahl des Coordinatensystemes, die wir getroffen haben, 
ist aber 





V dy 


IlV 

( dv ^ 


[ Bz . 

'o 


Man braucht diese drei Relationen nur zu addiren, um die Richtig- 
keit der zu beweisenden Behauptung für den Fall einzusehen, dass 

nicht auf der ganzen Kugelfläche const^yit ist. Ist dieses aber 
constantj so ist für alle Punkte der Kugelfläche 

(|£:y=,(|iy. 

Xdoo/ xdxJo 

Wenn dabei ~ und ^ nicht für alle diese Punkte verschwinden, 

dl/ dz ’ 

so giebt es Punkte, für welche wenigstens in einer der beiden Rela- 
tionen 22) das obere Zeichen gilt, und für diese besteht dann die 
Ungleichung, die der Ungleichung 21) widerspricht. Wenn endlich 

für alle Punkte der Kugelfläche “ coiastant und ^ = -^ == ü ist, 

ö dx dy dz > 

so sind die beiden Grössen, die in 21) mit einander verglichen sind, 
immer einander gleich; in diesem Falle haben die drei Differential- 

quotienteu von V für alle Punkte im Innern der Kugel dieselben 

Werthe; die Geschwindigkeit hat dann hier überall dieselbe Grösse 
und dieselbe Richtung. 

Wir knüpfen noch einen andern Schluss an die Gleichung 20). 
Wir nehmen an, dass in einem Theile des betrachteten Raumes F = 0 
ist; ist es nicht in dem ganzen Raume Null, so wird es einen Theil 
desselben geben, der an jenen angrenzt, und in dem V von Null 
verschieden ist und sein Vorzeichen nicht wechselt. Wir denken 
uns eine Kugelfläche, deren Mittelpunkt in dem Raume liegt, in dem 
F = 0 ist, und die selbst theils in diesem Raume, theils in dem- 
jenigen sich befindet, in dem F von Null verschieden und von gleich- 
bleibendem Vorzeichen ist. Aus der Gleichung 20) folgt dann, dass 
im Mittelpunkte der Kugel F von Null verschieden ist. Dieser 
Widerspruch zeigt, dass, wenn F in einem Theile des betrachteten 
Raumes verschwindet, es in dem ganzen Raume verschwinden muss. 
Eine Schlussweise, die im vorigen § auseinandergesetzt ist, ergiebt 
weiter, dass, wenn F für einen Theil des Raumes gegeben ist, es 
für den ganzen Kaum bestimmt ist. Ist es in einem Theile constant, 
so hat es für den ganzen Raum denselben Werth. 

Wenn in einem Theile des Raumes die 3 Differentialquotienten 
verschwinden, also F constant ist, so folgt hieraus 

dx ’ dy ’ dz ^ ^ 



188 


Sechszehnte Vorlesung. 


unmittelbar, dass sie in dem ganzen Kaume verschwinden. Wir 
wollen beweisen, dass dieses auch dann stattfinden muss, wenn nur 

in allen Punkten einer Fläche f ^ gleich Null sind. Zu 

diesem Zwecke verfolgen wir eine Linie, die von einem beliebigen 
Punkte ausgeht und den Differentialgleichungen 


dx : dy : dz 


dx ‘ dy ' dz 


genügt^ die also die Flächen V = const. senkrecht schneidet; wir 
wollen sie eine Stromlinie nennen, da, wenn wir uns V als ein von 
der Zeit unabhängiges Geschwindigkeitspotential vorstellen, in ihr 
eine Strömung stattfindet. Ihre Fortsetzung kann nur da zweifel- 
haft werden, wo die 3 Differentialquotienten von V verschwinden, 
d. h. die Geschwindigkeit gleich Null ist; durch jeden Punkt, in 
dem das nicht der Fall ist, geht eine Stromlinie. Einen Raum, der 
von Stromlinien gebildet ist, die sich stetig aneinander schliessen, 
wollen wir mit dem Namen eines Stromfadens belegen. Giebt es 
eine Fläche, für deren sämmtliche Punkte die Geschwindigkeit Null 
ist, während in ihrer Nachbarschaft Bewegung stattfindet, so giebt 
es Stromfäden, die in jener Fläche endigen. Wir betrachten einen 
Theil eines solchen Stromfadens, der einerseits durch die gedachte 
Fläche, andererseits durch einen Querschnitt begrenzt ist, der die 

Eigenschaft hat, dass für alle seine Elemente ^ von Null ver- 
schieden und von gleichem Vorzeichen ist; auf diesen Theil wenden 
wir die Gleichung 16) an. Erwägt man, dass für jedes Element 

einer Fläche, die aus Stromlinien gebildet ist, verschwindet, so 
ergiebt sich, dass das Integral 



dn ^ 


ausgedehnt über den bezeichneten Querschnitt, gleich Null ist. Es 
widerspricht das der Bedingung, der gemäss dieser Querschnitt 
gewählt werden sollte und gewählt w^erden konnte; es folgt daraus, 
dass es keine Fläche giebt, in der die Geschwindigkeit gleich Null 
ist, wenn überhaupt Bewegung stattfindet, d. h. V von einer Con- 
stauten verschieden ist. Es kann dann also die Geschwindigkeit 
nur in Linien oder Punkten verschwinden. Aber auch in diesen 
können Stromfäden nicht endigen, wie eine Betrachtung zeigt, die 
mit der eben durchgeführten vollkommen übereinstimmt. Der ganze 
Raum, auf den sich V bezieht, ist daher aus Stromfäden zusammen- 
gesetzt, die in seiner Oberfläche endigen; in sich zurücklaufen kann 
ein Stromfaden nämlich nicht, da wir V als eine einwerthige ^ stetige 
Function von y , z vorausgesetzt haben, und da auf einer Strom- 
linie in der Richtung der Strömung V immer wächst. 
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Fassen wir ein Stück eines Stromfadens ins Auge, das einerseits 
durch eine Fläche V = const.^ andererseits durch die Oberfläche des 
Raumes begrenzt ist, um den es sich handelt; ^.Sund ds seien Ele- 
mente der beiden Endflächen, N und 7i ihre nach Innen gerichteten 
Normalen. Aus der Gleichung 16) folgt dann 

JäS^^+J'ds%-0, ■ 2S) 

und dabei ist 

wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem die Normalen N 
die Richtungen haben, in denen V wächst, oder die entgegengesetzten. 

Ist für alle Punkte der Oberfläche des betrachteten Raumes = 0, 

an 

so zeigt die Gleichung 23), dass für alle Punkte im Ipnern y— = 0, 

d. h. V einer Coiistanten gleich ist. So sind wir auch zu diesem, 
im vorigen § bewiesenen Satze auf einem zweiten Wege gelangt. 

§ 7 . ‘ 

Wir haben bisher vorausgesetzt, dass der Raum, in dem wir 
F zu betrachten haben, .vollkommen begrenzt ist; wir wollen nun 
annehmen, dass derselbe sich in die Unendlichkeit erstreckt, also nur 
theilweise begrenzt ist durch geschlossene endliche Flächen oder 
ungeschlossene Flächen, die in die Unendlichkeit hinausgehen. Wir 
denker^ uns die Begrenzung eines Raumes vervollständigt durch eine 
oder mehrere Flächen, die im Unendlichen liegen. Auf diesen Raum 
'können wir dann alle im Vorigen entwickelten Sätze an wenden; nur 
müssen wir dabei beachten, dass die Oberfläche desselben unendlich 
gross ist, und dass daher eine verschwindend kleine Grösse, wenn 
sie mit dem Element der Oberfläche multiplicirt und integrirt wird, 
eine endliche Grösse geben kann. 

Wir haben in § 5 bewiesen, dass, wenn an der Oberfläche V 
verschwindet, überall F = 0 ist; die Betrachtungen, durch welche 
wir dort zu diesem Satze geführt wurden, sind hier aber aus dem 
eben angeführten Grunde nicht anwendbar, wenn man nicht auf die 
Untersuchung der Grössenordnungen eingehen will, von denen V und 

in der Unendlichkeit sind. Dagegen behalten die Schlüsse, durch 

a n ° 

welche wir in § G denselben Satz abgeleitet haben, auch hier ihre 
volle Gültigkeit. Als einen speciellen Fall von besonderer Wichtig- 
keit heben wir hervor, dass, wenn in dem ganzen unbegrenzten 
Raume V die Eigenschaften besitzt, die wir ihm beigelegt haben, 
und man weiss, dass es in der Unendlichkeit verschwindet, ohne aber 
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die Grössenordnung zu kennen, von der es dort ist, inan sehliessen 
darf, dass es überall verschwindet. 

Wir haben ferner in den §§ 5 und 6 den Satz bewiesen, dass, 
T^^renn an der Oberfläche verschwindet, F einer Constanten gleich 

sein muss. Dieser Satz ist hier ohne Einschränkung nicht richtig; 
die nöthige Einschränkung ergiebt sich aber leicht aus den Betrach- 
tungen, die wir am Ende des vorigen § angestellt haben. Mögen 
die Dimensionen des vollständig begrenzten Raumes, um den es sich 
handelt, endlich oder unendlich sein; verschwindet das Integral 

ausgedehnt über einen beliebigen Theil seiner Oberfläche, so ist V 
überall einer Constanten gleich. Ist ^ bis auf Grössen der hier- 

^ On 

durch bestimmten Ordnung gegeben, so ist V bis auf eine additive 
Constante bestimmt. 

Im Hinblick auf gewisse hydrodynamische Probleme, mit denen 
wir uns zu beschäftigen habe:^ werden, stellen wir noch die folgen- 
den üeberlegungen an. Der Raum, um den es sich handelt, sei 
theilweise begrenzt durch geschlossene endliche Flächen und erstrecke 
sich nach allen Richtungen in die Unendlichkeit. Für jene Flächen 

sei gegeben, und man wisse, dass in der Unendlichkeit , 

verschwinden, ohne die Grössenordnung zu kennen, von der diese 

Differentialquotienten hier sind. Wenn wir V als ein Geschwindig- 
keitspotential uns vorstellen, wollen wir den letzten Umstand dadurch 
in Worten ausdrücken, dass wir sagen: die Flüssigkeit rxilil in der 
Unendlichkeit. Wir werden beweisen, dass V bis auf eine additive 
Constante bestimmt ist. 

Um den beliebigen Punkt (^/, 1) ^ c) in der Flüssigkeit denken 
wir uns eine Kugelfläche mit dem constanten, unendlich grossen 
Radius R beschrieben, neunen dS ein Element dieser Kugelfläche 
und ds ein Element der ursprünglich gegebenen Grenzflächen. Der 
Gleichung 17) zufolge ist dann der Werth von V für den Punkt 
{a, b, c) bestimmt durch 



Von diesen 4 Gliedern verschwindet das letzte, da R unendlich gross 
ist; setzt man nämlich 
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2 - 1 ) 

WO M dann eine gegebene endliehe Grösse bedeutet ^ so ergiebt die 
Gleichung 16) 

i As äü _ + », 

47r f dn ' 

Das dritte jener 4 Glieder ist das arithmetische Mittel aus den 
Werthen, die V in den Elementen der unendlich grossen Kugel- 
fläche hat; es ist dasselbe einer Constanten gleich; denn verschiebt 
man den Punkt b, c) und mit ihm die Kugelfläche, deren 
Mittelpunkt er sein soll, um eine endliche Strecke, so erleiden die 
Werthe von F, die sich auf die einzelnen Elemente beziehen, 

unendlich kleine Aenderungen, da in der Unendlich- 

keit unendlich klein sind; das arithmetische Mittel dieser Aenderungen 
ist also auch unendlich klein, und dieses ist die Aenderung, die 
das genannte Glied erfährt. Bedeutet C eine Constante, so ist 
daher 



Diese Gleichung erlaubt die Grössenordnung zu beurth eilen, von der 
die Differentialquotienten von V in der Unendlichkeit sind. An 
einer Kugelfläche, die mit dem unendlich grossen Radius B um den 
Anfangspunkt der Coordinaten beschrieben ist, ist bis auf Grössen, 
die gegen die anzugebenden verschwinden, wenn M endlich ist, 

^ ^ ~ R ^ dn ~ * 

Ist also für die Elemente der ursprünglich gegebenen Grenzflächen 
und damit nach 24) M gegeben, und bedeutet dS ein Element 
eines beliebigen Theiles der unendlich grossen Kugelfläche, so ist 



bis auf eine verschwindende Grösse, und daher nach dem oben ge- 
wonnenen Resultate V bis auf eine additive Constante bestimmt. 

Wir specialisiren den betrachteten Fall noch mehr. Es handle 
sich um die Bewegung einer Flüssigkeit, in der feste Körper in 
gegebener Weise sich bewegen. Die Oberflächen dieser sind dann 
die Flächen, deren Elemente äs genannt worden sind. Hier ist 
y>/= 0, denn für jeden Körper ist das Integral 
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gleich Null, da es, mit dem Zeitelement dt multiplicirt, die Aenderung 
ist, welche in diesem Zeitelement das Volumen der von dem Körper 
verdrängten Flüssigkeit, also sein eigenes Volumen erleidet. Die 
Bewegung der Flüssigkeit ist nach den gemachten Auseinander- 
setzungen vollkommen bestimmt, wenn man noch festsetzt, dass sie 
in der Unendlichkeit ruht. Sie ist auch bestimmt, wenn man statt 
dieser Bedingung die einführt, dass die Flüssigkeit in eine unendlich 
grosse, feste und unbewegliche, um den Anfangspunkt der Coordi- 
naten beschriebene Kugelfläche eingeschlossen ist; für alle Elemente 

dieser Fläche ist dann ~ — absolut gleich Null. Tn diesen beiden 
dn ^ 


Fällen ist die 
Integral 


Bewegung der Flüssigkeit dieselbe ^ 



da in jedem das 


ausgedehnt über einen beliebigen Th eil der genannten Kiigelfiäche; 
verschwindet. 

§ 8. 


Nach diesen Auseinandersetzungen über die einwertliigen Lösungen 
der Differentialgleichung jjcp ^ 0 wollen wir diejenigen melirioerlhigen 
ins Auge fassen, die, wie wir am Ende der vorigen Vorlesung ge- 
sehen haben, ein Geschwindigkeitspotential in einem mehrfach zu- 
sammenhängenden Raume sein können. Wir wollen uns dabei auf 
die Betrachtung eines zweifach zusammenhängenden Raumes be- 
schränken; die Schlüsse, die wir in Bezug auf einen solchen ziehen 
werden, « lassen sich leicht auf den Fall ausdehnen, dass der Grad 
des Zusammenhanges ein höherer ist. 

Den gegebenen zweifach zusammenhängenden Kaum denken wir 
uns durch einen Querschnitt in einen einfach zusamuienhängeiulen 
verwandelt. In diesem ist dann, wenn für einen Punkt einer voji 
den Werthen von g? als gültig festgesetzt ist, g) eine oinvvertliige 
Function. Auf beiden Seiten des Querschnitts kann qj verschiedene 
Werthe haben, jedoch nur so, dass es denselben Sprung erleidet, an 
welchem Orte man auch durch den Querschnitt geht; die Differential- 
quotienten von q) nach .r, z erfahren dabei keine Sprünge. 

Den gewählten Querschnitt denken wir uns nun nach Aussen 
hin beliebig ausgedehnt, so., dass eine vollkommen begrenzte Fläche 
entsteht, deren innerhalb des gegebenen Raumes liegender Theil jener 
Querschnitt ist. Wir nennen ds ein Element dieser Fläche, n die 
nach der einen Seite der Fläche gerichtete Normale von ds und 
setzen, wie in der Gleichung 12) 



ds, 




25) 



193 


§ 9. Yon nur 2 Coordinaten abhängiges Potential. 

indem wir unter i eine Constante verstehen. Dieses W ist nach den 
oben durchgeführten Untersuchungen in dem gegebenen doppelt 
zusammenhängenden Eaume eine einwerthige Function, die der Glei- 
chung JW — 0 genügt und die die Eigenschaft hat, dass ihre Differen- 
tialquotienten stetig sind, und dass sie selbst stetig ist ausser an dem 
gedachten Querschnitte, an dem sie die sprungweise Vergrösserung 
4:7ci erfährt, wenn der Punkt y, z) in der Richtung von n 
durch ihn hindurch geführt wird. Ist nun die Constante i so gewählt, 
dass dieser Sprung so gross ist, wie der, den qp an dem Querschnitt 
erleidet, so ist — W an ihm stetig, und wenn wir 

g) = F -f jPF 26) 

setzen, so hat V alle Eigenschaften der im Früheren mit diesem 
Zeichen bezeichneten Functionen. 

Die Gleichung 26) giebt für jeden Punkt des betrachteten 
Raumes nur einen von den Werthen von (p an; wir können die Be- 
deutung von W so modificiren, dass sie alle darstellt. Zu diesem 
Zwecke müssen wir W statt durch 25), durch die Gleichungen 



mit dem Zusatze definiren, dass W überall stetig ist, wobei es dann 
vielwerthig wird. Es möge angeführt werden, dass dann W das 
Potential eines elektrischen Stromes, der mit der Intensität i in der 
Grenze der Fläche fliesst, deren Element äs bezeichnet, in Bezug 
auf einen Magnetpol ist, der die Coordinaten z hat und die 

Einheit magnetischer Flüssigkeitsmenge enthält. 

§ 9. 

Wir wollen nun noch einen Fall in Betracht ziehen, auf den 
wir mehrfach zurückkommen werden, den Fall nämlich, dass die 
Function V von einer der Coordinaten (wir nehmen an, von z) un- 
abhängig ist. 

Wir wenden die Gleichung 17) auf einen Raum an, der durch 
eine der z-Achse parallele Cylinderfiäche, oder mehrere solche Cylin- 
derliächen, und zwei der a;y-Ebene parallele Ebenen, deren Glei- 
chungen z == — Y und z = y sein mögen , vollständig begrenzt ist. 
Wir nehmen dabei y als unendlich gross gegen alle Werthe an, die 
X und y in diesem Raume erhalten, auch gegen solche, die wir als 
unendlich gross bezeichnen werden. Die Coordinaten des Punktes, 
auf den das F auf der linken Seite der genannten Gleichung sich 
bezieht, nennen wir wieder a, h, c und setzen c == 0. Für die Ele- 
mente ds, für welche z = -jry ist, ist dann r unendlich gross gegen 
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alle sonst in Betracht kommenden Längen, und es dürfen die beiden 
Integrale der Gleichung daher nur über die begrenzenden Cylinder- 
fläehen ausgedehnt werden. Setzen wir für diese 

ds = dldz , 


indem wir unter dl ein Element der Grenze des Theiles der u;y-Ebene 
verstehen, welcher innerhalb des betrachteten Raumes liegt, so er- 
halten wir 

'-•y 





Wir _setzen nun 

0 ^- — xy + " y)' j also r- =:= ^2 ^ ^ 2 ^ 


und benutzen, dass V und — ^ von z unabhängig sind, dass die 

Normale n senkrecht zur z-Achse ist, dass ferner, da y gegen q un- 
endlich gross, 


/ 


— y 


dz 


lg 


.j±¥j ^±vL 
— y + K?*+y'^ 



27) 


und dass endlich, wie aus der Gleichung 16) sich ergieht, 

ist; es folgt dann hieraus 



Wendet man diese Gleichung auf einen Kreis an, der mit dem Itadius 
B um den Punkt (a, b) als Mittelpunkt beschrieben ist und muen 
Theil der Fläche ausmacht, auf welche sich V bezieht, so giebt sic; 


sh, 

d. h. der Werth von V im Mittelpunkte des Kreises ist gleich dem 
arithmetischen Mittel der Werthe, die es auf der I‘eriplierie desselben 
hat. Daraus ist weiter zu schliessen, dass V in der Fläche, in der 
wir es betrachten, kein Maximum und kein Minimum l)o.sitzt, und 
dass, wenn es in ihrem Umfange constant ist, es überall denselben 
Werth hat. Auch 

fdvy 

V 8« j + V gA 7 

kann im Innern der Fläche kein Maximum, wohl aber Minima haben. 
Ist die Fläche, auf die sich V bezieht, die unbegrenzte .ny-Ebene, 



§ 9. Von nnr 2 Coordinaten abhängiges Potential. 195 

und verschwindet V in der Unendlichkeit, so verschwindet es überall; 
ist in der Unendlichkeit nicht F = 0 , aber === 0 und = 0 , 

so gelten diese Gleichungen überall, d. h. es ist V constant, da die 
Differentialquotienten von V auch die Eigenschaften besitzen, die 
bei V vorausgesetzt sind. 

Wir knüpfen hieran noch den folgenden Satz. Es sei df ein 
Element eines endlichen Theiles der a;^-Ebene, k eine Function 
seiner Coordinaten, q seine Entfernung von dem Punkte (a.':, y) der* 
selben Ebene und 

ü=^ — 2jkdf\gQ-, 29) 

dann ist U eine Function von x und y, die mit ihren ersten Diffe- 
rentialquotienten in der ganzen a;z/-Ebene einwerthig und stetig ist, 
und innerhalb der Fläche;, deren Element df bedeutet, der Gleichung 


dsc^ ' 


d^U 

dy^ 


4: It k y 


wo k sich auf den Punkt {x, y) bezieht, ausserhalb derselben der 
Gleichung 


genügt. 


d^ü I 
dx^ ' dy^ 


Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir das Potential Pj 
eines der z-Ächse parallelen Cylinders, dessen Querschnitt die Fläche 
ist, deren Element wir genannt haben, für dessen Grundflächen 
z z= ist, WO y eine Constante bezeichnet, die unendlich gross 
ist gegen die Coordinaten aller Punkte, für welche Pj berechnet 
werden soll, und der so mit Masse erfüllt ist, dass k die Dichtigkeit 
in dem Faden ist, der dem Elemente df entspricht. Nennen wir 
noch c die z- Ordinate eines Punktes des Cylinders, so ist für den 
Punkt {Xj y , z) 

y 



h df de 


Zf 


? 


oder nach 27) 
d. li. nach 29) 



= F + 2 lg 



30) 


Erwägt man , dass das zweite von den beiden Gliedern auf der rechten 
Seite des Gleichheitszeichens eine Constante, dass ferner in dem 
ganzen betrachteten Raume P^ mit seinen ersten Differentialquotienten 
einwerthig und stetig, AP^ innerhalb des Cylinders = — 4%k und 
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ausserhalb = 0 ist; so ergiebt sich hieraus die ausgesprochene Be- 
hauptung. 

Noch bemerken wir, dass, wenn der Punkt (x, y) in die Unend- 
lichkeit rückt und R seine Entfernung vom Anfangspunkte der 
Xloordinaten bezeichnet, nach der in 29) von ü gegebenen Definition 

^7= — 2 lg R^k df, ^ = — 2 -[^Jk df, ^ = — 2 ^ äf 

ist; es wird also TJ unendlich gross, seine Diff'erentialquotienten aber 
verschwinden. 



Sielbenzehnte Vorlesung. 

(Transformation der Gleichung z/^ — O in beliebige orthogonale Coordi- 
naten. Elliptische Coordinaten. Strömungen in den Linien, welche ein System 
confocaler Ellipsoide senkrecht schneiden. Darstellung des Geschwindigkeits- 
potentials dieser Strömungen als Potential von Massenschichten. Plüssigkeits- 
volumen, welches in der Zeiteinheit durch einen Querschnitt fliesst. Wider- 
stand. Stromlinien, welche ein System confocaler Hyperboloide senkrecht 
schneiden.) 

Eine jede Lösung der partiellen Differentialgleichung z/9 = 0 , 
deren erste Differentialquotienten nach x, z in einem gewissen 
Raume- einwerthig und stetig sind, stellt eine mögliche Bewegung 
einer incompressibeln Flüssigkeit in diesem Raume dar. Im Allge- 
meinen wird das Geschwindigkeitspotential 9 von der Zeit abhängig 
sein; wir werden für jetzt nur solche Fälle ins Auge fassen, in denen 
das nicht stattfindet; in jedem Punkte ist dann die Geschwindigkeit 
zu verschiedenen Zeiten dieselbe, die Bewegung ist, wie man sagt, 

eine stationäre. Da ~ , ^ die Componenten der Geschwindig- 

keit nach den Coordinatenachsen sind, so ist diese überall senkrecht 
auf den Flächen 9 = const. , die Bewegung geht in den Linien vor 
sich, die diese Flächen senkrecht schneiden; man nennt diese Linien 
daher auch, wie früher schon erwähnt, Stromlinien. Ist die Flüssig- 
keit durch feste Wände begrenzt, so muss für alle Elemente dieser 

^ == 0 sein, oder, was dasselbe ist, es müssen diese Wände durch 

Ön ^ ^ 

Stromlinien gebildet sein. 

Ein Mittel, welches man anwenden kann, um Lösungen jener 
partiellen Differentialgleichung zu linden, die Flüssigkeitsbewegungen 
darstellen, welche von Interesse sind, besteht in der Einführung neuer 
Coordinaten an Stelle von y, z. Dieses Mittel wollen wir anwenden 
und zu diesem Zwecke die Gleichung ziep — 0 in neue Coordinaten 
transformiren , die wir n, v, w nennen, tlierbei dürfen wir 9 als 
einwerthig und stetig anuehmen; denn wenn in dem gegebenen Raume 
9 diese Eigenschaften nicht besitzt, so lässt derselbe in solche 
Theile sich zerlegen, dass innerhalb eines jeden Theiles 9 eine ein- 
werthige, stetige Function oder ein System von einwerthigen, stetigen 
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Functionen ist (die, wenn (p ein G eschwindigkeitspotential ist,^durch 
additive Constanten sich von einander unterscheiden). Für jeden 
dieser Theile gilt dann die Differentialgleichung, die wir unter der 
genannten Annahme ableiten werden. Diese berechtigt zur Anwen- 
dung des Satzes, der am Ende des § 5 der vorigen Vorlesung be- 
wiesen ist, des Satzes, dass, falls z/g?==0, 

d£l = 0 

ist, wenn man 

® (dl)’ +(s)’ +(!-:)■')■ 

ausgedehnt über einen beliebigen Raum, setzt, für dessen Oberfläche 
man cp als gegeben annimmt. 

Es ist 

' dx = ~ du -{-^dv + ~dw 

Oll ^ Ov * ow 

dz ~ du -\-^dv ^ äw ' 

du ' ov 'dw ’ 

wir wollen annehmen, dass u^v^w die Eigenschaft haben, dass die 
Gleichungen 

0 

du dv du dv du dv 

^ _L ^ 0 

dv dto * dv du? ' dv div 

du? du * du? du ' du? du 

bestehen, und wollen 

= (ff) ' + (ff) ’ + (f « )' 

Wi = {£) + (ff) + (£) 

mit der näheren Bestimmung setzen, dass ü, V, IV positiv sind. 
Die Gleichungen 2) geben dann 

+ V- + + (fij + r.) 

Hieraus ist zu schliessen, dass, wenn man dx, dy, dz als die Coor- 
dinaten eines dem Punkte {x, y, z) unendlich nahen Punktes in 
Bezug auf ein Coordiiiatensystem betrachtet, dessen Anfang.spunkt 
(a;, y, z) ist und dessen Achsen denen der x, y, z parallel sind, 

y j y I yjz Coordiuaten desselben Punktes in Bezug' auf ein 
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zweites, rechtwinkliges Coordinatensystem sind, dessen Anfangspunkt 
derselbe ist, dessen Achsen aber andere Richtungen haben. Schreibt 
man die Gleichungen 2) 


dx 

0 U 


doc du 


U 


u 


+ y 


d'. 




du ü 

so sind die Coefficienten von 


4- F 


dx 

dv 

du 

~V 

dy 

dv 

dv 

V 

h 

dv 

dv 

V 


+ W 


+ W 


dw 
dw Iv 
dy dw 
dw W 
d- dw 


dw W ’ 

in ihnen die Cosinus der 


du dv dw 

"cT ’ Ir ) 

Winkel, welche die Achsen der beiden Systeme mit einander bilden. 
Den Gleichungen, welche du, dv, dio durch dx^ dij , dz ausdrücken, 
kann man die Form geben 



du 


du 



du> 


du 

~ü " 

dx 

~~W 

dx -|- 

dy 

U 

dy 

+ 

dz 

ü 

dz 


dv 


dv 



dv 


dv 

-y = 

dx 

-^-pr 

dx “l“ 

dy 

V 

dy 

+ 

dz 

V 

dz 


dw 


dw 



dw 


dw 
~W "" 

dx 

~ W 

dx 4“ 

dy 

w 

dy 

+ 

dz 

w 

dz, 


und die Coefficienten von dx, cly, dz sind dann hier dieselben 
Cosinus. Hieraus folgt 


.5... Cl-. 

0 = -‘ 

0 
0 


6 ) 


du dv I du dv i du dv 

~dx doc dy ~dy dz dz 

dv d'fv I dv d?v fdv dfv 

' dy dy ‘ " 


dx dx 


dw du , d^v du , 
dx dx ' dy dy ' 


dz dz 
rw du 
dz~^ 


Die o letzten von diesen Gleichungen drücken aus. 


7) 


dass die Flächen 


u = const., V == const., lo = const. 

sich senkrecht schneiden, dass u, v, %o sogenannte orthogonale Coor- 
dinaten sind. Dieser Bedingung müssen ii, v, w genügen, wenn 
die Gleichungen 3) erfüllt werden sollen; genügen sie ihr, so be- 
stehen aber auch diese Gleichungen. 
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Aus dem Schlüsse, den wir aus der Gleichung 5) gezogen haben, 
folgt weiter, dass wir das Element des Volumens, d% , 

du dv dw 
~ ü V W 


setzen können^ wenn wir du, dv, dw positiv wählen. 
Ferner ist 

d(p du I d(p dv t dcp dw 

du 'da: ‘ dv dcc ‘ div da: 

dqj dtp du , dtp dv , d^ div 

dy du ~dy ' dv dy ‘ dio dy 

dcp d^ dj^ , d^ dj^ 4_ 

dz du dz dv dz ' dw dz ’ 


also nach 6) und 7) 

§!)’+ (1?)’+ (fe) - ©’+ 0’+ O’ 

Hiernach wird die Gleichung 1) 




JtL 

VT 


Dieses Sl ist nun ein Minimum , wenn z/ g? == 0 und an der Ober- 
fläche des betrachteten Raumes cp gegeben ist; d. li. es ist für ein 
beliebiges d(p, das nur an der Oberfläche verschwindeii niiiss; 




^qp *5^ I 
WO dv dv 


//’ d(p 
U dw 


d ()'rp\ 
du: ) ^ 


oder, wenn man die Theile dieses Integrals partiell integrirt^ also 
eine Operation ausführt, die derjenigen ganz entspricht^ diircli 
welche wir die Gleichung 14) der vorigen Vorlesung ii])geleiiei 
haben, und benutzt, dass an den Grenzen der Integration dg; ver- 
schwindet , 


,fjj 


du dv dw 


du' ' dv \PP'l/ dv ' ' ( w wy 


:)h 


oder endlich 

0 = -? (-- ^'p'l 4- A / ^ ^9’'! _i / II' f) 
du \VTV du) ' dv \WU dv) dw \J) V dw) 


H) 


Diesen Schlüssen liegt die Voraussetzung mit zu Gniiide, da.s.s die 
Grenzen von u, v, w in die Grenzen des betrachteten IviMime.s iVillen; 
eine Voraussetzung, die man immer erfüllen bann, indem man den 
Raum in passende Theile zerlegt und diese Theile einzeln betrachtet. 

Noch bemerken wir, dass die Gleichung S), die die gesuchte 
Transformation der Gleichung z /9 = 0 ist, ungeäudort bleibt, wenn 
das Vorzeichen einer der Grössen IJ, V, W in das entgegengesetzte 
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verwandelt wird. Die Festsetzung, die wir gemacht haben, dass 
diese - Grössen positiv sind, ist daher in Bezug auf das gewonnene 
Resultat überflüssig. 


§ 2 . 

Wir werden jetzt annehmen, dass v, lo sogenannte elliptische 
Coordinaten sind; wie wir beweisen werden, sind diese orthogonale. 
Die Gleichung 

stellt eine Oberfläche zweiten Grades dar, deren Mittelpunkt der An- 
fangspunkt der Coordinaten ist, und deren Hauptachsen die Rich- 
tungen der- Coordinatenachsen haben. Es sei 

dann sind die Entfernungen der Brennpunkte der Hauptschnitte von 
dem Mittelpunkte 

]/ ^ yd- — ; 

die beiden ersten Paare derselben liegen auf der a:-Achse, das dritte 
liegt auf der ^-Achse. Die Brennpunkte sind also unabhängig von 
A, und die durch die Gleichung 9) bei verschiedenen Werthen von A 
dargestellten Oberflächen heissen daher confocale. Damit dieselben 
reell sind, muss A zwischen + oo und — d^ liegen. Sie zerfallen in 
3 Gruppen nach den Werthen von A. Wenn 

-f oo > A > — 

ist, so sind die 3 Glieder der linken Seite der Gleichung 9) j)Ositiv, 
die Fläche ist ein Ellipsoid, sie wird durch jede der 3 Coordinaten- 
achsen in reellen Punkten geschnitten. Ist 

> A > y 

so sind nur die beiden ersten jener 3 Glieder positiv, das dritte ist 
negativ, die Fläche wird von der a:-Achse und der ?/-Achse in reellen 
Punkten geschnitten, nicht aber von der ; 2 :-Achse; sie ist ein ein- 
schaliges Hyperboloid. Ist endlich 

— Z> ~ > A > — d ' , 

so ist nur das erste jener 3 Glieder positiv, nur durch die a;- Achse 
wird die Fläche in reellen Punkten geschnitten; diese ist ein zwei- 
schaliges Hyperboloid. 

Durch jeden Punkt {Xy ?/, z) geht, bei gegebenen Werthen von 
(ly l) y c, je eine Fläche jeder dieser 3 Gattungen. Die Gleichung 9) ist 
nämlich eine Gleichung dritten Grades für A und ihre drei Wurzeln 
liegen immer in den bezeichneten 3 Intervallen. Um einzusehen, dass 
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zwischen + oo und — eine Wurzel liegen muss, hat man nur zu 
überlegen, dass die linke Seite der Gleichung lür 2. = oo ver- 
schwindet und + oü wird für ;L = f ; wo £ eine positive, 

unendlich, kleine Grösse bezeichnet, für jenen Weith von 2 also 
kleiner, für diesen grösser, als die rechte Seite derselben ist. Zwischen 
^2 muss eine W^urzel liegen, weil die linke Seite der 

Gleichung — oo für 2 == — c- — £ und + ^ ^ ^ ^ 

wird 5 dass endlich zwischen — und — ä'' ebenfalls eine Wurzel 
liegen muss, folgt durch eine ähnliche Schlussweise. Die diel Wur- 
zeln der Gleichung 9), die einem Punkte {x, ij, z) entsprechen, nennt 
man ellipiiscfie Coordinctlen desselben. Wir wollen sie diucli z;, ta 
bezeichnen und festsetzen, dass 


ist. Es ist dann 


Xl'> V '> 10 


I 

a^+u b^+ic 

f y^ 

-p V ‘ *-{-• V 

■ £!_ 4- 




,2 


+ 


^2_[_ ^ 


1 , 


-j- OO > // > c‘' 

— o" > 0 > 

— 1/* > IV > -- fl\ 


IO) 


Jedem Punkte (x, z) entsj)richt hiernach mir v^/t Werilisysbun 
von w, Vj IV. Sind umgekehrt iv gegeben, so sind .r-, -2 

eindeutig bestimmt, denn sie sind aus Ihieareji Glm'ehnngmi zu be- 
rechnen; die Vorzeichen von x, fj , z aber bleiben nnl)L*siiinnii>; j’odeiu 
Werthsystem von Uj iv entsprechen also im Allgrnndium S Puiikb», 
von denen je einer in jedem der 8 Käume liegt, di(‘ di<‘ Goonlinabui“ 
ebenen von einander abgreuzen. 

Die Ausdrücke von x-, xß, z' durch o, r, m jiiubd man aiii 
leichtesten, wenn man erwägt, dass, da //, x\ tv dir W Urzcdn din* 
Gleichung 9) sein sollen, für jeden Werth von l 

. !r , iir /, 

a^ + l ”1“ + 1 ^ Pr + >1) A. ‘ 


sein muss, und hier a- -\- X oder Ir 1 od(‘r r ’ - j -/. rinrr unmdhddi 
kleinen Grösse gleichsetzt. Man erhäli- dann 


//) (/r-f- )r 

■ c~: 

(<•' — (l''i ( - - //■'•* . 


Aus der identischen Gleiciiuiig 11) w<di<‘n wii* inM'li rin(‘ij nndcn’ii 

V . ^ i- I, . , .... 
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(w — 1) (y — A) (w — A) / 1 


+ 


(A2 + A)2 


+ 


(c^ + A)^ 


A) (6*+ A) (c*+ A) 1,!< — A v — Ä w — A 


^ ^ 


qrdi 


setzt man w 
hieraus 


A oder t; 


* c^ + Xj 

A oder w — A unendlich klein, so folgt 


^ I v: 

{a^ + uY (62 + 2^)2 


+ 


{u — v) ( 2 ^-—?^.’) 


{a^ + vf 


+ 


(c2-f-22)2 (-22 +Zz) {b^-+u) (c^+e,) 

y‘^ I _ (v — tv) (v — u) u ,3. 

(62 + tl)2 "f" (c2-f-2;)2 

2 (w — u) (w — v) 


?/- 


Zu diesen Gleichungen fügen wir diejenigen, die entstehen, wenn 
man je zwei der Gleichungen 10) von einander abzieht; sie sind die 
folgenden 


7,) + 


(a^+u) (a^+v)^ (b^+v) 

-.9 .. ;9 

: + 


+ r. 


(ßä+ü) (ßä+,<,) T (62+„)(6a+„) 

.0}2 


(c2-|-w) (6*2 + 12) 
-2 

(c2 + i;) (c2 + ?{a) 


(ä 2 + ?6) («2+zi) (02 + Mj) (62 + w) (c2 + ?ü) (c2 + '«) 




+ 


= 0 
= 0 
= 0 . 


14) 


Differentiirt man die Gleichungen 12) partiell nach u oder v oder iv 
und dividirt das Eesultat jedesmal durch diejenige dieser Gleichungen, 
aus der es hergeleitet ist, so erhalt man 


dx 

1 

dx 

1 

dx 

1 

du 

2 ^^2 ^ 2i ^ 

dff 

" A ' 

div 

A «2-f 

dy 

1 . y. . 

dy 

I . JL 

dy 

1 ...JC. 

du 

•A -f M ’ 

dv 

2' 0’^-\-v ’ 

dw 

A *2 +, 


_ 1 

a z _ 

__ \ _ 

dz 

1 ^ 

du 

2 ^.2 + ^ 

dv 

^ C2+V ^ 

dio 

■2' 62 + 


15) 


Die Gleichungen 15) und 14) geben die Gleichungen 3), welche ein 
Kriterium dafür bilden, dass Uy w orthogonale Coordinaten sind. 
Die Gleichungen 15), 13) und 4) erlauben U-, F~, W- zu berechnen. 
Sie geben 

^2 _ 4 ( 6 ^ 2 + (62+ n) (^»- + u) 


fr 2 


(u — v) {71 — tv) 
[v—io) (ü — 2 l) 

4 (62+2^;) (6*2 + 2ü) 


y2 _ 4 0^^+ ^^ 

(y — lo) (y — 2i ) 


16) 


{20 — 21 ) {20 — v) 


Wir scliliessen hier noch eine Gleichung an, die aus 15) sich ergiebt, 
und von der wir später Gebrauch zu machen haben werden. Aus 
der identischen Gleichung 


ii = ii , 
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in der auf der rechten Seite u durch x, yj z, miA x, z durch 
^ Uj Vj w ausgedrückt gedacht werden sollen^ folgt 


H du dx . du dy i du dz 

dx du ' dy du * dz du ’ 

also nach 15) 

^ cc du . y d u j, du ^ 

a^-\-u dx * dy ' u dz 


17) 


Die Differentialquotienten von u, w nach x, y, z kann man 
leicht berechnen aus den Differentialquotienten von y^ ^ nach 
u, Vj w mit Hülfe der Relationen 


t]2 

^ du ’ 

du 

dx 

7/2 

du ^ 

diü 

dx 

= Tr- 4- 

Öw 


du 

dy 

= 

du ’ 

dw 

dy 

dw 

iji 

^ du ’ 

du 

dz 

==F2f-, 

dv ’ 

du) 

dz 

dw ^ 


die aus der Bemerkung sich ergeben, die wir bei den im vorigen § 
zwischen äx^ äy ^ dz und ^ aufgestellten Gleichungen 

über die in ihnen vorkommenden Coefficienten gemacht haben. 

Sehen wir jetzt zu, welches die Flächen sind, in welche die 
Flächen = const., y = const., == const. übergehen, wenn v 
oder w sich einer Grenze des Intervalls nähert, in dem es liegen muss. 
Wir finden diese aus den Gleichungen 10). 

Ist 2 / = + oo, so stellt die erste dieser Gleichungen eine unendlich 
grosse Kugel dar, deren Radius l/u ist. 

Ist w = — s, wo s wieder eine positive, unendlich kleine 
Grösse bedeutet, so giebt dieselbe Gleichung 


z = 0 und 


1 ?i_ 


hierdurch ist die Fläche einer Ellipse dargestellt, die in der .u-y-Ebono 
liegt, deren Halbachsen die Längen ^ , }/b-~ c' und die 

Eichtungen der x- und p-Achse haben. 

Ist i; = — c'* — £, so folgt aus der zweiten jener Uleichuugen 
2 = 0 und -.r + > 1 : 

das sind die Gleichungen des Stückes der a'iy-Ebeiio, welches nacli 
Ausschluss der eben genannten Ellipse übrig bleibt. 

Ist V — — + e j so hat man 


.,2 



y = 0 und 
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die hierdurch bestimmte Fläche ist der zusammenhängende Theil 
der ^.T-Ebene, der durch die Hyperbel begrenzt ist^ deren Gleichung 
aus der gefundenen Ungleichheit entsteht, wenn man das Zeichen < 
durch das Gleichheitszeichen ersetzt. 

Ist tv — b‘^ — so wird 

2/ = 0 und > 1, 

wodurch die beiden nicht zusammenhängenden Theile der 2:a;-Ebene, 
die durch dieselbe Hyperbel begrenzt werden, dargestellt sind. 

Ist endlich to — — a- so ergiebt sich 

X ^ 0 


ohne weitere Beschränkung; die in Eede stehende Fläche ist die 
ganze ^z-Ebene. 

Alle diese Flächen zusammengenommen sind also die unendlich 
grosse Kugel und die 3 Coordinatenebenen. Zugleich sehen wir bei 
dieser üeberlegung ein, dass eine Gleichheit zweier der 3 Grössen 
Uj w nur stattfindet für die Ellipse 


^ = 0 , = 


WO 


ist, und für die Hyperbel 


II V = — c"- 
z- 


WO 


«2 — 62 — 6*2 
V = to — — 


= 1; 


19 ) 


20 ) 


ist. Die Ebenen dieser beiden Linien stehen senkrecht auf einander 
und eine jede von ihnen geht durch die Brennpunkte der andern. 

Hat man statt eines Punktes im Eaume (x^ y, z) einen Punkt 
(y, z) in einer Ebene zu betrachten, so gelten Schlüsse und Formeln, 
die den entwickelten ganz analog sind. 


§ 3 . 

Um nun für die elliptischen Coordinaten die Gleichung 8) zu 

bilden, haben wir mit Hülfe von 16 ) die Werthe von -7/747 j 

aufzusuchen. Es ergiebt sich 

/ II ^ (^^*"1“ w) (6^-f- i() {v — wY 

\ V W ) ^ («2 y) ^ _J_ 

Hiernach ist <3ine Function von ti, multiplicirt mit einer Function 
von V und Wj das Entsprechende gilt offenbar von und * 
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Aüf diesem Umstande beruht die Möglichkeit, die in ßede stehende 
Differentialgleichung noch einfacher darzustellen dadurch, dass man 
an Stelle von v ^ w gewisse Functionen von je einer dieser Grössen 
einführt. Ist nämlich eine Function von w, so ist 

^gp duj 

du dui du ^ 

also 

U dq> ^ TI dUj dcp ^ 

VW du VW du' d^i 

Nun ist es nach der gemachten Bemerkung möglich, die Function 
so zu bestimmen, dass der Factor von in dieser Gleichung unab- 
hängig von u wird; ist das geschehen, so hat man 


^ 1 

^ V 

9<p') 

1 --^1 

^ dui \ ^ ^^gp 

du ' 

VW 

du) 

' VW ' 

^ du J du^^ 


Bezeichnet man durch und Functionen von v und w, die in 
entsprechender Weise gebildet sind, und multiplicirt die Gleichung 8) 
mit üFJVj so wird dieselbe 

1/2 14- ^ 2b 

\ du ) cuf * \dv / dvf^ \ div / du’i^ ^ 

Wir merken an, dass zugleich 

(d(pY _i_ /'S^p.y 4_ 

\dco) +by/ +Ui/ 22) 




ist in Folge des Ausdruckes, den wir für die Grösse auf der linken 
Seite des Gleichheitszeichens bei Ableitung der Gleichung 8) aufge- 
stellt haben. 

Man genügt den für genannten Bedingungen, wenn man 

du 

* y + u) + 'd) {fi" + u) 

■ -z~. 21)) 

K-(a2 + »)i2+»)(c2+«) ' 

j dw 

y{a^ + w) io) 2 ^) 

setzt. Dadurch werden die Gleichungen 21) und 22) 


[u — v) {ll w) du^ (v — w) (v — dvd^ * (?.V — w) (?0 ~ ?j) '( 'W^ 

oder 

S + 

und 


[u — v) {u — w) \dui 


_ (P.fY 

d \dui/ 


4- I 

\da:/ ‘ \d?// \c}z/ 

i 

{v — w) {v — u)\dVi/ ‘ iu 


u) {w v) \( 


('^y: 

\<lw, 1 
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Für emen Punkt können die Werthe von und die 

Vorzeichen der in 23) vorkommenden Wurzelgrössen beliebig gewählt 
werden 5 für andere Punkte sind diese Vorzeichen dann so zu be- 
stimmen^ dass y stetig sind in dem Gebiete, in dem 

sie stetig sein sollen. 


§ 4 . 

Ein Blick auf die Differentialgleichung 24) lehrt gewisse imrti- 
culäre Lösungen derselben kennen; ti\ selbst sind solche. 

Verfolgen wir zuerst die erste von diesen näher; setzen wir also 


9 = 

Die Oberflächen (p — const. sind dann die confocalen Ellipsoide 
u = const. Sehen wir (p als ein Geschwindigkeitspotential an, so 
sind die Stromlinien die Curven, welche auf diesen senkrecht stehen, 
d. h. die Schnittlinien der Hyperboloide v = const. und to = const. ; 
diese bilden, wie wir hier nicht beweisen wollen, ein System von 
Krümmungslinien 5 welche die genannten Hyperboloide mit einander 
gemein haben. In dem speciellen Falle, dass a = b ist, sind sie die 
Hyperbeln, deren Ebenen durch die .r- Achse gehen, und deren Brenn- 
punkte auf der Kreislinie liegen, in welche die Ellipse 19) dann 
übergeht. Immer geht durch jeden Punkt der Fläche der genannten 
Ellipse (die eines der Ellipsoide u — const. ist) eine dieser Linien 
und schneidet dieselbe senkrecht. In der Unendlichkeit, wo u un- 
endlich ist, sind nach den Gleichungen 12) die Verhältnisse von 
X- : iß : z'y also auch die Verhältnisse von x : y : z von %i unabhängig; 
d. h. die Linien sind Gerade, die nach dem Anfangspunkte der Coor- 
dinaten hin oder von ihm fort gehen. Das Quadrat der Geschwindig- 
keit ist der Gleichung 25) zufolge 

= ^ i 26) 

\lt V) \^L Xö) ^ ' 

oder nach der ersten der Gleichungen 13) e 


{(L^ + + ^0 ir + 




-I L 

,2 ^ ^ 


«?) 


26 a) 


Die Geschwindigkeit hat daher überall im Endlichen einen bestimmten, 
endlichen, stetig sich ändernden Werth, nur in der Ellipse 19), in 
der ti — V ist, ist sie unendlich; in der Unendlichkeit ist sie 





wenn r die Entfernung des betrachteten Punktes vom Anfangspunkte 
bedeutet, weil dann, wie wir im vorigen § gesehen haben, ii — r- 
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ist. Die Richtung der Bewegung kann in jedem Punkte die eine 
oder die andere von den beiden Richtungen sein, welche die durch 
diesen Punkt gehende Stromlinie in ihm hat. Hierauf beruht es^ 
dass g) oder abgesehen von der additiven Constanten, die bei 
dieser Function willkürlich geblieben ist, noch mannichfaltiger Art 
sein kann. Allerdings kann die Richtung der Bewegung im Innern 
der Flüssigkeit nicht sprungweise in die entgegengesetzte übergehen; 
das ist aber möglich an einer Fläche, welche den Zusammenhang 
der Flüssigkeit unterbricht. Die Richtung der Bewegung in einem 
Punkte umkehren, ist dasselbe, wie der Wurzelgrösse, die in der 
ersten der Gleichungen 23) vorkommt, das entgegengesetzte Zeichen 

geben; bei der Umkehrung dieses Zeichens erhalten ja 

entgegengesetzte Werthe. Im Innern der Flüssigkeit darf diese 
Wurzelgrösse ihr Zeichen nicht ändern, wo sie nicht Null ist; sie 
ist == 0 in der Fläche der mehrfach genannten Ellipse, und allein in 
dieser, da hier u — ist. Ist diese Fläche nicht eine Grenze, 
so muss bei dem Durchgänge durch sie das Vorzeichen der Wurzel- 
grösse geändert werden, weil dabei das Vorzeichen von chi sieh 
ändert, da — c- der kleinste Werth ist, den u annehmen kann, und 
weil fortfahren muss zuzunehmen oder abzunehmen. An keinem 
andern Punkte im Innern der Flüssigkeit kann ein Zeichenwechsel 
der Wurzelgrösse stättfinden. Es folgt daraus, dass eine durch die 
Gleichung go = dargestellte Bewegung nicht möglich ist, wenn 
nicht eine Fläche in der Flüssigkeit sich befindet, die ihren Zu- 
sammenhang unterbricht. Als solche Fläche kann jede Fläche dienen, 
die durch die Ellipse 19) vollständig begrenzt ist. Man hat sich 
dann vorzustellen, dass jedes Element der gewählten Fläche auf beiden 
Seiten Flüssigkeit ausströmen lässt oder einsaugt. Unter der An- 
nahme, dass die Fläche ganz im Endlichen liegt, kann man noch 

festsetzen, dass in der Unendlichkeit u. verschwindet und negativ 

^ du ö 

ist, also, nach den über die Geschwindigkeit gemachten Angaben, 
für ein unendlich grosses r 



ist. Es wird dadurch n^ vollständig bestimmt. Aendert juan die 
Fläche, so ändert man dadurch den Werth von w, nur in dem Ihumu', 
den die Fläche bei ihrer Veränderung beschreibt. 

Wir wollen zeigen, dass m, sich darstellen lässt als die .Summe 
der Potentiale einer einfachen Massenschicht und einer DoiipeLscliicht, 
die in der gewählten Fläche liegen. Zu diesem Zwecke denken wir 
uns die letztere umgeben mit einer beliebigen, geschlossenen Fläclie, 
deren Element ds sein möge, während n die nach Aussen gekehrte 
Normale von ds bezeichnen soll. Für irgend einen äusseren Punkt 
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ist dann nach der Gleichung 17) der vorigen Vorlesung und der 
Verallgemeinerung, die dieser in § 7 derselben Vorlesung gegeben 
ist, 






dn 


1 / ds dui 

47 c r dn 


27) 


Nun denken wir uns die Fläche, deren Element ds ist, so zu- 
sammengezogen, dass sie aus zw.ei Flächenstücken besteht, die in 
die ursprünglich gedachte, durch die Ellipse 19) begrenzte Fläche 
fallen, und einer unendlich dünnen ßöhrenfläche, welche diese Ellipse 
umschliesst, und deren senkrechte Querschnitte Kreise sind, die 
den unendlich kleinen Radius q und ihre Mittelpunkte in der Ellipse 
haben, lieber diese Röhrenfläche ausgedehnt, verschwinden die 
beiden in 27) vorkommenden Integrale, weil für p = 0 nicht un- 
endlich wird. In der That wird für p = 0 der Werth von nicht 
unendlich, sondern 




du 


+ u) -|- v) (c^ -f- u) 


d. h. 




dx 


+ x'^) {b^ — + a^) 


; 28) 


dass aus diesem Grunde das erste der beiden in 27) vorkommenden 
Integrale, über die Röhrenfläche ausgedehnt, verschwindet, sieht man 


ein, wenn man erwägt, dass- 


oder, was dasselbe ist, 


an 


d?l ÖQ 

dieser überall endliche Werthe hat, die Grösse der Röhrenfläche aber 
von der Ordnung von p ist. Was das zweite jener beiden Integrale 


anbelangt, so ist 

dni 


dtij 

dn 


d. h. 


diCj 

dQ 


allerdings unendlich gross, aber 
0 nicht unendlich wird und 


Q ist unendlich klein, da für 

, d. h. ^ ^ nach aufsteigenden gebrochenen Potenzen von .0 
ÖQ ^ du OQ 00 

entwickelbar ist; da die Grösse der Röhrenfläche von der Ordnung 
von Q ist, so folgt hieraus, dass auch dieses zweite Integral über die 
Röhrenfläche ausgedehnt verschwindet. Bei der Bildung der Glei- 
chung 27) hat man daher nur die Flächenstücke zu berücksichtigen, 
welche in die ursprünglich gedachte, durch die Ellipse 19) begrenzte 
Fläche fallen. Wir wollen jetzt unter ds ein Element dieser Fläche, 
mit Ausschluss eines unendlich schmalen Streifens an der begrenzen- 
den Ellipse verstehen. In jedem der beiden Integrale der Gleichung 
27) kommt dann jedes ds zweimal vor. Wir wollen die beiden 
Seiten dieses Elementes als die innere und die äussere unterscheiden, 
und zwar soll die innere diejenige sein, von der aus man nicht in 
die Unendlichkeit kommen kann, ohne entweder durch die Fläche, 
der ds angehört, oder durch die Fläche der Ellipse 19) zu gehen; 
es sei ferner n die nach der innern Seite gerichtete Normale von ds 
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und das Zeiclien unter den Integralzeichen beziehe sich auf die 
innere Seite von während für die äussere Seite das Zeichen 
gebraucht werden soll. Dann wird die Gleichung 27) 



wodurch in der Weise dargestellt ist, in der es nach der ausge- 
sprochenen' Behauptung darstellbar sein sollte. 

Nehmen wir an, dass die Fläche, deren Element äs bedeutet, 
die Fläche der Ellipse 19) selbst ist, so verschwindet das erste von 
den beiden in 29) vorkommenden Integralen; denn in der Fläche der 
Ellipse ist w == — c-, es hat also und den in 28) angegebenen 
Werth. Es ist daun 



es ist als ein Potential einer einfachen Massenschicht dargestellt, 
deren Dichtigkeit h durch 

\ cn Ön J 

bestimmt ist. Für n kann hier nach Willkür die nach der einen 
oder nach der andern Seite gekehrte Normale der Fläche der Ellipse 
gewählt werden; benutzt man, dass diese Fläche von den Stromlinien 
senkrecht geschnitten wird, so findet man aus der in 26a) über die 

Geschwindigkeit gemachten Angabe, indem man nait Hülfe der 

ersten der Gleichungen 10) eliminirt, 


h = 


1 






Die Masse der ganzen Schicht findet man unmittelbar aiLS der Be- 
merkung, die wir gemacht haben, dass in der Unendlichkeit ?/, == " 
ist ; daraus folgt diese Masse = 2. 

Wir bemerken beiläufig, dass diese Resultate für die Elektri- 
eitätslehre insofern von Wichtigkeit sind, als sie die Gleichgewichts- 
vertheilung der Elektricität auf einer leitenden elliptischen Scheibe 
kennen lehren. Die Elektricitätsmenge , welche in einem Leiter das 
Potential 1 hervorbringt, nennt man die Capacilät desselben; nach 
28) ist daher die Capacität einer elliptischen Scheibe, deren Halb- 
achsen l/a^ — c~ und j/b'^ — c‘^ sind , das Reciproke von 



dx 

> + « 2 ) ■ 
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Ist die Fläche, deren Element in 29) mit äs bezeichnet ist, nicht 
die Fläche der Ellipse 19), so gilt der jetzt für entwickelte Aus- 
druck auch für den ganzen Raum mit Ausschluss des durch die 
beiden eben genannten Flächen begrenzten Theiles; in diesem nimmt 
auf jeder Stromlinie gerade so zu, wie es hier in jenem Falle 
abnahm. Denken wir uns, dass die genannte Fläche ins Unendliche 
und so ausgedehnt wird, dass ihr im Endlichen liegender Theil mit 
dem Theile der a; 2 /-Ebene ausserhalb der Ellipse 19) zusammenfällt, 
so hat auf jeder Stromlinie, so weit sie im Endlichen liegt, die 
Bewegung ununterbrochen denselben Sinn; der ausserhalb der Ellipse 
19) liegende Theil der xy-Woene bildet eine feste Wand, längs 
welcher Flüssigkeitstheilchen sich bewegen; während auf der einen 
Seite dieser in der Unendlichkeit u^ = 0 ist, ist auf der andern 



Dieselben Werthe würde das Geschwindigkeitspotential besitzen 
können, wenn der von der Flüssigkeit erfüllte Raum durch irgend 
eine Fläche begrenzt wäre, die aus Linien, deren Gleichungen v = const. 
und = const, sind, zusammengesetzt ist. Ein hierher gehöriger 
Fall ist es, dass die Flüssigkeit durch eine feste Wand begrenzt ist, 
die irgend ein einschaliges Hyperboloid v — const. bildet, und den 
einfach zusammenhängenden Raum, dessen Oberfläche dieses ist, 
erfüllt. Wir wollen für diesen Pall das Volumen der Flüssigkeit 
aufsuchen, welches in der Zeiteinheit durch einen Querschnitt strömt; 
mit diesem Namen belegen wir irgend eine sich selbst nicht schnei- 
dende Fläche, welche vollständig durch ihren Schnitt mit der Wand 
begrenzt ist. Derselbe theilt den von der Flüssigkeit erfüllten Raum 
in zwei getrennte Theile; es soll sich darum handeln, das Plüssig- 
keitsvolumen zu finden, welches aus dem ersten in den zweiten dieser 
Theile tritt. Wir nennen ds ein Element des Querschnittes, n die 
nach dem Innern des zweiten Theiles gerichtete Normale von ^6*; 
das gesuchte Volumen ist dann 



Von der Gestalt und Lage des Querschnittes ist dieses Integral unab- 
hängig, wie aus der Gleichung 16) der vorigen Vorlesung hervor- 
geht; um seinen Werth zu finden, können wir daher als Querschnitt 
einen Theil der mit dem unendlich grossen Radius r beschriebenen 
Kugelfläche wählen. Nehmen wir die Normale n in der Richtung 
der Strömung an, so ist dann, wie wir gesehen haben, 

dn 
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Setzen wir das Stück der Kugelfläche, welches die hyperboloidische 
Wand ausschneidet, 

= Kr'^, 

d. h. bezeichnen wir durch K die Oeffnung des Asymptotenkegels 
des Hyperboloids, so wird also das gesuchte Flüssigkeitsvolumen 

Wir wollen einen für elektrische Strömungen eingeführten Aus- 
druck übertragen auf Flüssigkeitsbewegungen, wie wir sie hier be- 
trachten ; wir wollen nämlich von dem Widerstande eines von Flüssig- 
keit durchströmten Raumes sprechen, der durch eine feste Wand 
und zwei Flächen gleichen Geschwindigkeitspotentials begrenzt ist, 
und darunter die Differenz der Werthe des Geschwindigkeitspotentials 
in diesen beiden Flächen, dividirt durch das in der Zeiteinheit durch 
einen Querschnitt tretende Flüssigkeitsvolumen, verstehen. Der 
Widerstand des durch das gedachte Hyperboloid begrenzten und 
nach beiden Seiten sich ins Unendliche erstreckenden Raumes ist dann 

== — C — 31 ) 


§ 5. 

Betrachtungen, wie wir sie über die particuläre Lösung <p = Uj 
der Differentialgleichung 24) angestellt haben, lassen sich mit gewissen 
Modificationen auch anstellen über die Lösungen = und (p = 
Wir wollen über diese aber nur Folgendes bemerken. Eine jede 
von ihnen stellt eine mögliche Flüssigkeitsbewegung dar; bei dieser 
sind die Stromlinien die Krümmungslinien der einen oder der andern 
Art der Ellipsoide n == const. Eine jede dieser Krümmungslinien 
läuft in sich zurück; sind die Stromlinien nicht unterbroclien diircli 
Brachen, welche Flüssigkeit ausströmeii oder einströmen lassen, so 
ist daher das Geschwindigkeitspotential vielwcrtliig und der von der 
Flüssigkeit erfüllte Raum muss also ein mehrfach ziisainmenliiliigon- 
der sein. Immer kann dieser Raum durch feste Wände begrenzt 
sein, welche aus Stromlinien gebildet sind. 

Setzen wir so sind die Stromlinien die Sclinittlinien der 

Ellipsoide u = const. und der zweischaligen Hy])erboloide /e const.; 
die Flüssigkeit kann den zweifach zusammenhängenden Raum erfüllen, 
der ausserhalb eines jener Ellipsoide liegt und einen Theil des zu- 
sammenhängenden Raumes bildet, der durch eines dieser Hyper! )oloide 
begrenzt ist. Das Quadrat der Geschwindigkeit ist nach 25) 
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sie wird also unendlicli für die Ellipse 19), in der v und für 

die Hyperbel 20), in der v — w ist. Diese beiden Linien liegen 
nicht im Innern des der Flüssigkeit angewiesenen Raumes, sie liegen 
aber in seiner Grenze, wenn man das Ellipsoid in die Fläche der 
Ellipse 19) übergehen lässt und das Hyperboloid in die beiden nicht zu- 
sammenhängenden Stücke der ^r^-Ebene, welche durch die Hyperbel 20 ) 
abgegrenzt werden. 

Machen wir so sind die Stromlinien die Linien, in 

denen die Ellipsoide u ~ const. und die einschaligen Hyperboloide 
'0 = const. sich schneiden; die Flüssigkeit kann den zweifach zu- 
sammenhängenden Raum erfüllen, den eines dieser Hyperboloide be- 
grenzt. Das Quadrat der Geschwindigkeit ist nach 25) 

4 

(w) — m) (tü — v) 

Die Geschwindigkeit ist daher unendlich nur für die Hyperbel 20), 
welche nie innerhalb des genannten Raumes, aber in seiner Grenze 
liegt, wenn das Hyperboloid in das zusammenhängende Stück der 
; 2 ra;-Ebene übergeht, das durch die Hyperbel 20) begrenzt ist. 

Verfolgen wir die durch die Gleichung 9 — dargestellte Be- 
wegung noch weiter für den Fall, dass die die Flüssigkeit begren- 
zende Wand eine Rotationsfläche ist, die die ^r-Achse zur Achse hat. 
Wir haben dann a = oder vielmehr, um die aufgestellten Formeln 
benutzen zu können, a — b unendlich klein anzunehmen. Die Strom- 
linien sind die Kreise, deren Ebenen senkrecht zur 2 :- Achse stehen, 
und deren Mittelpunkte in der 2 r- Achse liegen. Es handelt sich nur 
noch um die Berechnung der Geschwindigkeit. Ist a — h unendlich 
klein, so ist welches immer zwischen — d- und — b- liegt, unend- 
lich w^enig von — d^ verschieden; das Quadrat der Geschwindigkeit 
ist daher 

4 

(«2 -|- Zt) (ö* -f- v) 


Unter derselben Voraussetzung ergiebt die Addition der beiden 
ersten der Gleichungen 12) aber 




(a^ + u) {a^ -|- v) 


daraus folgt die Geschwindigkeit 


2 

y a- — 
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(Potential eines homogenen Ellipsoids. Potential eines homogenen ellipti- 
schen Cylinders von unendlich grosser Länge. Ruhendes Ellipsoid in einem 
Flüssigkeitsstrome. Stromlinien in dem Falle, dass das Elli2)soid ein Rotations- 
ellipsoid oder eine Kugel ist. Ein fester Köiper bewegt sich in der Flüssigkeit 
auf gegebene Weise; es wird die Bewegung der Flüssigkeit gesucht. Fall, dass 
der Körper ein Ellipsoid oder eine Kugel ist. Bewegung zweier Körper in der 
Flüssigkeit. Nähere Erörterung des Falles, dass diese zwei unendlich kleine 
Kugeln sind.) 


§ 1. 


Bei gewissen Flüssigkeitsbewegungen, die wir jetzt betrachten 
wollen, ist die Kenntniss des Potentials eines mit Masse von con- 
stanter Dichtigkeit erfüllten Ellipsoids nützlich. Den Ausdruck für 
dieses Potential wollen wir nicht ableiten ^ aber auf stellen und seine 
Eichtigkeit auf einem durch seine Einfachheit ausgezeiclineten , von 
Dirichlet**^) angegebenen Wege beweisen. Die Gleichung der Ober- 
fläche des Ellipsoids sei 


^ _ 1 


l) 


seine Dichtigkeit == 1 und sein Potential für einen Punkt, d(^sse.u 
Coordinaten x, y, z sind, ^ S2, Wir stellen einige Eigenschaften 
zusammen, die Pj dann haben muss. Der Gieichuiig 11) der scclis- 
zelinten Vorlesung zufolge, ist, wenn der Punkt y, z) iimerhalb 
des Ellipsoids liegt 

— 4 7t ] 


liegt er ausserhalb, so ist 


ferner sind U im ganzen Uaiimo einweriliig uml 
stetig; im Unendlichen verschwindet ß. 

Diese Eigenschaften bestimmen eindeutig, ^vie die lolgciide 
Betrachtung zeigt. Gesetzt, es gäbe zwei Functionen von y, z, 
die sie besitzen; ü sei ihre Differenz. Dann hat (/ diese Eigoiiscluiften : 

im 'ganzen Eaume ist JU==0-, U, g- , ^ sind überall 
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einwerthig und stetig ; in der Unendlichkeit ist ü =0, Nach den in 
§ 7 der sechszehnten Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen ist 
daher überall ü =0, 

Wie in der vorigen Vorlesung bedeute u die grösseste Wurzel 
der cubischen Gleichung 


~ 1 - M * 6^ -f“ 2^ ' -(- W ’ 


2 ) 


ist der Punkt (x, z) ein äusserer, so ist u positiv und die einzige 
positive Wurzel dieser Gleichung; in der Oberfläche des Ellipsoids, 
für welche die Gleichung 1) erfüllt ist, ist w = 0. Es ist dann für 
einen äusseren Punkt , 


/ dX 


CO 

J * 


2/" 


d^+l b^+l 




Y (a^ + X) ib^ -|- X) (c^ + X) 


für 


einen inneren 


3 ) 



“f” X b'^ —}— X — }- X 

}W^WWtWWtW~ 


4) 


Um die Richtigkeit dieser Behauptung zu beweisen, brauchen wir 
nur zu zeigen, dass die durch die Gleichungen 3) und 4) definirte 
Function die Eigenschaften besitzt, welche für ^ angegeben sind. 
Zu diesem Zwecke differentiiren wir zunächst die Gleichungen 3) 
und 4) nach x wir erhalten dadurch für einen äusseren Punkt 


dsi 

dcc 


27t abc 






(«2 + X) Yla^'+l^Ylb^ ^ 


5 ) 


da der von der Veränderlichkeit der unteren Grenze u des Integrals 
herrührende Term in Folge der Gleichung 2) verschwindet; und für 
einen inneren 

CO 

— 27(aicx f . 6 ) 

dä> ^ (a^+K)y(a‘+X)(b^ + X)(c^+l) ’ 

3 SX 

Wir denken uns die entsprechenden Gleichungen für und 

gebildet. Wir sehen dabei ein, dass Sl, ^ , an der 

dz ^ ^ doo ^ dy ’ dz 

Oberfläche des Ellipsoids, wo u = 0 ist, keine Sprünge erleiden und 

daher überall einwerthig und stetig sind. 

Differentiirt man die Gleichungen 5) und 6) noch einmal nach 

Xj so erhält man für einen äusseren Punkt 


d^Sl 


■■27tabcl 


ci" “p ® 

y (rt2-f (c^+w) 


00 


dl 


+ X) Vla^ 4 - 1) 'l'l 
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und für einen inneren 
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2 % abc 




dl 


(ß* 4- X) yia^+ l) (h^ + l) l) 


Acldirt man zu diesen Gleichungen die entsprechenden für und 

09 O 

und ■ benutzt , dass 
dz^ 



dX ^ ___ 2 


ist, so erhält man für einen inneren Punkt 

JSI = — 47t ; 

und für einen äusseren , wenn man noch hinzunimmt; dass nach der 
Gleichung 17) der vorigen Vorlesung 


ist; 


X 

4" 


du _j y 

dx ‘ -]-u 


du , g 
dy ' c^-^u 



z/^^ = 0. 


Um endlich einzusehen ; dass das durch 3) definirte Pa in der 
Unendlichkeit verschwindet, hat man nur zu beachten; dass der 
Gleichung 2) zufolge in der Unendlichkeit u unendlich gross ist. 

Wir knüpfen hieran die Angabe des Potentials eines Cylinders, 
der mit Masse von der Dichtigkeit 1 erfüllt ist, dessen Mantelfläche 
die Gleichung 


hat, und dessen Grundflächen die Gleichungen 
2 : = — y und z = y 

haben ; wo y unendlich gross gegen a, h und die Coordinaten des 
Punktes sein soll, auf welche das Potential bezogen wird. Nennen 
wir dasselbe Pa, so haben wir nach der Gleichung 30) der sechs- 
zehnten Vorlesung 

Pa = 2%ab\g2y + ü , ü= — 

wo df ein Element der durch die Ellipse ^ = ] , c = 0 be- 

grenzten Fläche, Q den Abstand dieses Elements von dem Punkte 
(x, y , 0) bedeutet; wenn {x, y , z) der Punkt ist, auf den JJ und Pa 
sich beziehen. Nach den an dem eben genannten Orte durchgeführten 
Betrachtungen ist ü bis auf eine additive Constante bestimmt durch die 
Bedingungen; dass es mit seinen ersten Difierentialquotienten in der 
ganzen a;y-Ebene einwerthig und stetig ist, dass es den Gleichungen 


2 j df lg 


7) 
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dt/ 


oder + 


genügt^ je uaclideni der Punkt {x^ y) innerhalb oder ausserhalb der 

genannten Ellipse liegt; und dass in der Unendlichkeit und lr^ 

€x dy 

verschwinden. Diese Eigenschaften besitzt TJ y wenn man für einen 
inneren Punkt 


ü = 7t ab 


für einen äusseren 


fj = jtah 






cU + 1 ~ lg 


+ 1 — lg 


setzt und unter eine unendlich grosse Constante; unter u die 
positive Wurzel der Gleichung 


-_?i_ 1 _ji_ = 1 

-j- 24 * '-\-U 

versteht. Es geht das aus Ueberlegungen hervoi*; die den im ersten 
Theile dieses § angestellten ganz ähnlich sind. 

Um zu beweisen; dass diesen Ausdrücken von ü nicht noch eine 
additive Constante hinzuziifügen ist; um das durch 7) definirte ü zu 
erhalten ; ist nur noch zu zeigen ; dass ; wenn x- + = q ' gesetzt 

und q' unendlich gross ; aber unendlich klein gegen u' angenommen 
wird; aus 9) sich ergiebt 

0 — — 27t ab lg Q , 

Dass dieses der Fall ist; folgt daraus, dass unter der genannten 
Annahme 

U = 

und 

u' 

/tO - 4) = Jg - 2 ]g p - 1 

• I 

wird. 

Es hat keine Schwierigkeit die in 8) und 9) angezeigten Inte- 
grationen auszuführen. Für einen inneren Punkt findet man dadurch 


Verwandelt sich die Ellipse in einen Kreis von dem Radius 
so giebt diese Gleichung 
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^ = jr 0^2 (1 — 2\g d) ~ TCQ^ , wo wieder x - .+ *, 

für einen äusseren Punkt wird dabei 

JJ = 2 710^ lg Q, 


% 2 . 

Setzt man 

cp = M z , 11) 

wo M eine Constante bedeutet und Sl den in der Gleichung 3) an- 
gegebenen Werth hat^ so genügt (p in dem Raume ausserhalb des 
Ellipsoids 1) der Gleichung = 0; die Gleichung 11) stellt daher 
eine mögliche Plüssigkeitsbewegung in diesem Raume dar. In der 
Unendlichkeit ist 

dcp /N dcp ß 1 . 

dy ^ dx ^ 

in der Unendlichkeit strömt die Flüssigkeit daher mit der Geschwin- 
digkeit 1 in der der z- Achse entgegengesetzten Richtung. Wir 
wollen zeigen, dass die Constante M sich so bestimmen lässt, dass 
für die Oberfläche des Ellipsoids 1) 



ist; ist sie so bestimmt, so gilt die Gleichung 11) für den Fall, dass 
die Flüssigkeit in der Unendlichkeit in der angegebenen Weise sich 
bewegt und das feste Ellipsoid 1) in ihr ruht. 

Die nach dem Innern der Flüssigkeit gerichtete Normale eines 
Elements der Oberfläche des Ellipsoids wollen wir durch die 
nach dem Innern des Ellipsoids gekehrte durch rii bezeichnen; die 
Bedingung, welche durch passende Wahl von M soll erfüllt werden 
können, ist dann 


oder, da nach der Gleichung 10) der sechszehnten Vorlesung 

ist, 


dn.dx ‘ dn„d^ 


= 4t 7t cos {7la z) 


d^Sl 


= {47c3I ~ 1) cos {n,,z). 


12 ) 


Statt des Diflerentialquotienten nach ist der nach Ui genom- 
mene eingeführt, weil der durch die Gleichung 4) für einen inneren 
Punkt bestimmte Werth von ^ einfacher ist, als der für einen äusseren 
Punkt geltende, durch die Gleichung 3) bestimmte. In der That 
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ist nach der Gleichung 4) für einen inneren Punkt j wie schon in 
der zwölften Vorlesung benutzt ist, 

^ = Const. — + Cz'^)^ 

170 Ä, B, C Constanten sind, die die durch die Gleichungen 4) jener 
Vorlesung angegebenen Werthe haben. Es folgt hieraus 


d^Sl 

dn-dz 


2%C 2 JtO cos (Ua z ) . 


Die Gleichung 12) ist daher erfüllt, wenn 


M ^ t 

2^(2 — (?) 

gemacht wird. 


13) 


Wenn für eine stationäre Flüssigkeitsbewegimg, für welche ein 
Geschwindigkeitspotential gilt, dieses Geschwiiidigkeitspotential, g?, 
bekannt ist, so erfordert die Bestimmung der Stromlinien noch die 
Integration der Differentialgleichungen 


dx : dy : dz = 


dcp ^ ^ 

dx * dy ' dz '' 


14) 


die Integrale dieser, die 2 willkürliche Constanten enthalten, sind 
die Gleichungen der. Stromlinien. 

Ist 9 eine Function der beiden Argumente z und — 

eine Bedingung, die in dem hier betrachteten Falle erfüllt ist, wenn 
das Ellipsoid 1) ein Rotationsellipsoid und a = h ist — so kommt 
die Integration der Gleichungen 14) auf die Ausführung von Qua- 
draturen zurück. Setzt man nämlich 

]/x'^ + 2/'’ = p 

und nimmt cp als eine Function von z und p an, so hat man 


dg) d^ ^ d^ djp^ . 

dx de Q ^ dy dq e ’ 


eine der Gleichungen 14) ist daher 


daraus folgt 


X dy — y dx — 0 


— = const. 
y 


15) 


d. h. eine jede Stromlinie liegt in einer durch die z- Achse gehenden 
Ebene. Aus 15) in Verbindung mit der Gleichung 

X dx y dy = Q dQ 

ergiebt sich weiter 
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wodurch die zweite der Gleichungen 14) 

4^ dQ — ^ dz = 0 

^ OQ 

wird. Aus der Gleichung dcp — 0 lässt sich aber nachweisen, dass 
der integrirende Factor dieser Gleichung q ist, d. h. dass die linke 
Seite der Gleichung 


^9- 




0 


ein vollständiges Differential ist. ln der That hat man 


woraus folgt 
oder 


d^(p 

d^cp 

0?« 

4_ 

d(p 


dx^ 

~ ae" 



dQ 


d^cp 

d^(p 


f 

dtp 

oc- 

dif 

~ dQ^ 

Y 


dQ 



t 

d^cp 

dQ^ 

■+ 

1 

Q 

^ = 0 


u» 






dQ 


16) 


wodurch die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. Es giebt 
hiernach eine Function U' von z und p, die die Eigenschaft hat, 
dass 

. d<p 


d: de ’ 


dg ~ ^ dz 


17) 


ist; ist sie gefunden, so hat man in 

ü — const. 

das Integral der Gleichung 16) und die Gleichung der Stromlinien. 
Kennt man eine Function V von 2 : und (>, für welche 


dv 

dz 


= (p und z/ V = 


d- V , jPV , _1 
dz^ ' dQ^ ‘ e 



ist, so kann man 


U == Q 


dv 

dQ 


18) 


setzen, da hierdurch den beiden Gleichungen 17) genügt wird; die 
Gleichung der Stromlinien wird hierdurch 


Q 


dV , 

— — = const. 
dQ 


Bei der durch die Gleichung 11) unter der Voraussetzung, dass 
a = b ist, dargestellten Flüssigkeitsbewegung genügt man den Be- 
dinguugen 18) durch 


Y + 


l!_ . 

4 ’ 


F-= j¥SI 



§ 2. Bullendes Ellipsoid in einem Strome. 


221 


die Gleichung der Stromlinien ist daher 

^ 'If' + i”) ^ ^ 

Verwandelt sich das Eotationsellipsoid in eine Kugel von dem 

Radius R, und setzt man 4" Q* j so ist für einen äusseren 

Punkt 

ß = ^ i?3 1 . 

3 r 

Ort 

Hieraus kann man hei Benutzung des Satzes^ dass an der Ober- 
fläche der Kugel keinen Sprung erleidet, ableiten, dass 

I also nach 13) M 

ist; daraus folgt, dass 



^ = -2- — -^ 
und die Gleichung der Stromlinien 

Q- (l - -J-) = eonst. 
ist. 

Setzen wir die in dieser Gleichung mit const. bezeichiiete Grösse 
= 0, so wird dieselbe erfüllt durch ^ = 0 und durch r — R] eine 
Stromlinie setzt sich hiernach zusammen aus den Stücken der ^r-Achse, 
die ausserhalb der Kugel liegen und dem Halbkreise, in dem die 
Oberfläche der Kugel durch die Ebene geschnitten wird, die durch 
die ; 2 :- Achse begrenzt ist und durch die p- Achse geht. In den 
Punkten, in denen jene Stücke der sr-Achse mit diesem Halbkreise 
zusammenstossen, d. h. in den Punkten p = 0, •2^ = + -^? 
Geschwindigkeit = 0, wie aus den Gleichungen 

d c^ __ _ 1 

dz 2 k ^ 

d (p 3 z p 

d Q 2 7 ’^' 

hervorgeht, die allgemein die Coinponenten der Geschwindigkeit nacli 
den Achsen der und p angeben. Diese Punkte haben dabei die 
Eigenschaft, dass sie von keinem der Flüssigkeitstheilchen, die in 
einem Augenblicke in endlicher Entfernung von ihnen liegen, jemals 
erreicht werden; die Rechnung ergiebt nämlich die Zeit, die hierzu 
erforderlich sein würde, als unendlich. Wir wollen das zeigen für 
die Theilchen, die auf dem genannten Halbkreise liegen; für ein 
solches Theilchen ist r = Rj also 
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4 ^ = l( 4 --l)> und daher = 

bezeichnet man den Werth von für Vielehen 0 = 0 ist, durch , 
so erhält man hieraus durch Integration 

■woraus in der That i = oc^ für 0 = — R sich ergiebt, 

§ 3. 

Wir können den abgeleiteten Gleichungen noch eine andere 
Bedeutung beilegen, als wir es gethan haben. Nach den im § 4 der 
vierten Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen gelten für ein 
Coordinatensystem, dessen Achsen mit gleichbleibender Geschwindig- 
keit in einer Richtung fortschreiten, dieselben Differentialgleichungen 
der Bewegung, wie für ein ruhendes. Denken wir uns die Achsen 
der Xy y, z mit dem Ellipsoid fest verbunden und mit diesem in 
einer Richtung mit gleichbleibender Geschwindigkeit bewegt; die im 
vorigen § entwickelten Formeln gelten dann für die relative Be- 
wegung der Flüssigkeit gegen das Ellipsoid. Nehmen wir an, dass 
das letztere mit der Geschwindigkeit 1 in der Richtung der 0 -Achse 
fortgeht,' so wird dabei die absolute Geschwindigkeit der Flüssigkeits- 
theile in der Unendlichkeit =0. 

Wir wollen jetzt einen Fall betrachten, der den eben bezeichneteii 
als speciellen in sich schliesst. In einer Flüssigkeit, die in der Un- 
endlichkeit überall ruht, bewege sich ein starrer Körper von irgend 
einer Gestalt in gegebener Weise; es soll die Bewegung der Flüssig- 
keit gefunden werden. Wir wollen dabei aber voraussetzen, dass das 
Geschwindigkeitspotential 9 , welches existiren soll, einwerilüg ist; 
dadurch beschränken wir das Problem in dem Falle, dass der Körper 
einen mehrfach zusammenhängenden Raum erfüllt und in Folge hier- 
von auch die Flüssigkeit einen mehrfach zusammenhängenden Raum 
einnimmt. 

Wir benutzen die in der fünften Vorlesung gebrauchten Bezeich- 
nungen, führen also zwei rechtwinklige Coordinatensysteme ein, 
von denen das eine, das der im Raume fest, das andere, 

das der Zy in dem Körper fest ist, und schreiben die Glei- 

chungen zwischen den Coordinaten desselben Punktes in den beiden 
Systemen 

^ = a ayX a^y -j- 

n = ß + + ß^y + ßiZ 20) 

wir nennen ferner u, Vy w die Componenten der Geschwindigkeit 
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des Anfangspunktes der x, y, z nacli den Achsen der y ^ z, und 
^5 r die Componenten der Drehungsgeschwindigkeit des Körpers 
in Bezug auf dieselben Achsen. Die Ausdrücke 1) der sechsten Vor- 
lesung; nämlich die Ausdrücke 

u zy — yr 

V xr — zp 21) 

^ + — 

sind dann die Componenten der Geschwindigkeit des Punktes {x^ y, z) 
des Körpers nach den Achsen der x^ y^ z; sie sind auch die Com- 
ponenten der Geschwindigkeit nach denselben Achsen eines Flüssig- 
keitstheilchens; wenn dieses in relativer Ruhe gegen den Körper sich 
befindet. 

Aus dem letzten Umstande ist zu schliessen, dass^ wenn wir 
y^ z auf dasselbe Plüssigkeitstheilchen beziehen; 


dx 

dg> 

dt 

div 

dij 

d(p 

dt 

dy 

dz _ 

dq> 

dt 

dz 


%i — z^ + 2/^' 

V — xr zp - 
w — yp ^<1 


ist. Die Integration dieser DifPerentialgleichungen giebt die relative 
Bewegung aller Flüssigkeitstheile gegen den Körper, wenn v, 

<7; r bekannte Functionen von t sind und tp ermittelt ist; will 
man die absolute Bewegung derselben finden; so muss man t}, ^ 
durch die Gleichungen 20 ) aus den bekannt gewordenen Werth en 
von Xj y , z berechnen. 

Sehen wir nun zu, wie 9 zu bestimmen ist. Bezeichnet man 
durch n die nach dpm Innern der Flüssigkeit gerichtete Normale 
eines Elementes der Oberfläche des Körpers, so geben die Ausdrücke 
21), wenn sie mit cos( 72 .r), cos(??^); cos (?2z) multiplicirt und addirt 
werden, die Componente der Geschwindigkeit des betrachteten Ele- 
mentes nach der Richtung von n; diese Componente muss aber 

= At.. (J, es muss 

an ^ 

^ - (n-j-zy—yr) cos (?i x)-\-{v-^x r — zp) cos (^^ y)+(«^+?/ p — x q) cos {n z) 

sein. Hierzu kommen die folgenden Bedingungen: In der Unend- 
lichkeit verschwinden ^ ; in dem von der Flüssigkeit er- 
füllten Raume ist zf(p =0 und sind einwerthig und 

stetig; dass 90 einwerthig ist, haben wir bereits angenommen; ohne 
die Allgemeinheit weiter zu beschränken, können wir voraussetzen. 
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dass 9? auch stetig ist; • da es bisher nur durch seine Differential- 
quotienten definirt ist. Nach den im § 7 der sechszehnten Yor- 
lesung gemachten Auseinandersetzungen ist hiernach 90 bis auf eine 
additive Coiistante bestimmt; es ist völlig bestimmt; wenn wir noch 
festsetzen ; was erlaubt ist; dass es in der Unendlichkeit verschwindet. 
Allen diesen Forderungen genügen wir, wenn wir 

<P = ^i<Pi+^9>2 + ^9>3-i-P9’i + S9P5 + ^9>6 22 ) 

setzen und die 6 Functionen 902; • . so bestimmen; dass jede von 
ihnen der Gleichung ^90 = 0 und den für (p angegebenen Stetigkeits- 
bedingungen genügt; in der Unendlichkeit verschwindet; und dass 
an der Oberfläche des bewegten Körpers 

cos (nx ) ; = t/ cos (nz) — z cos (n^) 

cos (ny) ; == z cos (nx) — x cos (nz) 23) 

cos (nz ) ; - = X cos (ny) — e/ cos (nx) 


dn 

dn 

8 Vs 
dn 


ist; durch diese Bedingungen sind die Functionen 9pj; 9P2; . . voll- 
ständig bestimmt; sie hängen nicht von der Bewegung des KörperS; 
sondern ausschliesslich von der Gestalt desselben ab. 

Ist der Körper das Ellipsoid; dessen Oberfläche die Gleichung 1) 
hat, so können wir die Functionen 9^1, 9^2^ • • ^3,ch einer im § 2 
ausgeführten Rechnung leicht angeben. Bei der dort benutzten Be- 
zeichnung und der Richtung, die wir der Normale n hier beigelegt 
haben, ist nämlich 

£f^ = 2,t(2-A) cos (nx) 

= 2 ® (2 — ^) cos (n tj) 24) 

= 25r (2 - C) cos Qiz). 

Daraus ergiebt sich zunächst 


9P, = 


1 

27r(2 — A) doc ’ 


9D2-= 


1 


dSi 
du ^ 



dsi 

dz 


Weiter werden wir zeigen können, dass, wenn N eine passend 
zu bestimmende Constante bedeutet. 


99, == yV(:r 

oder, was dasselbe ist. 


dSl 

dy 


cp,=N 


— U 


dsi \ 

dx / 


dSl 


25) 


ist, wenn 
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gesetzt wird. Allen für anfgestellten Bedingungen nait Ausnahme 
der letzten der Gleichungen 23) genügt der angegebene Ausdruck 
bei jedem Werthe von A, und diese Gleichung wird bei einem ge- 
wissen Werthe von JV erfüllt Dieselbe ist nämlich in Folge der 
Gleichungen 24) und der Gleichungen 

— = — 2 :jtAXy 

^ = cos (nx) , = cos (ny) : 

XQOs(n y) —yco^(nx)—2 7tN(xe>ös {ny)(2 — — y cos (n ir)(2— 

Sie ist in Bezug auf x und y linear und homogen; aus diesem 
Grunde, und da 

cos (nx) : cos {ny) = : -|r 


ist, so darf man in ihr für x und y resp. cos (nx^ und cos {ny') 
setzen; es tritt dann auf beiden Seiten der Factor cos {nx) cos {ny) 
auf; bei Fortlassung desselben wird sie 

N = 

2^(2 (a2 — i*) + (ß® + J2)) 


Für 94 und 95 lassen sich ähnliche Ausdrücke aufstellen, wie 
der in 25) für 9^ gegebene. 

Wenn verschwindet, wenn also das Ellipsoid in ein 

Rotationsellipsoid übergeht, dessen Achse die ;2?- Achse ist, so erhält 
das Verhältniss A — B : ci^ — also auch N einen leicht angeb- 
baren, endlichen Werth; der Factor von N in der Gleichung 25) 
wird aber Null, es verschwindet also 9^. 

Verwandelt sich das Ellipsoid in eine Kugel vom Radius Bj so 
ist hiernach 

954 = 0; 955 = 0» 956 = 0; 


eine Drehung der Kugel um ihren Mittelpunkt ist von keinem Ein- 
fluss auf die Bewegung der Flüssigkeit. 

Angaben ist ferner 


Nach den in § 2 


gemachten 




/?3 


r 

dx 




WO 


dy 


95;,=^ 


dz 


= + y- + 


26) 


Man hat daher für die Kugel 




IV 

2 




a- 

r 


+ 2» 


a - 

r 


-j- W 


±) 

dz ) 


21 ) 


~ ^ Wy - 8 z 

Dieses 93 genügt der Bedingung, dass an der Oberfläche der Kugel 

Kirchlioff, Meclianik, .‘l Aufl. 15 
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dcp 

dn 


Achtzelmte Vorlesung. 


- = u cos (nx) -j- V cos (nj/) + ^ 


ist. Es möge angeführt werden, dass der für 9 angegebene Aus- 
druck übereinstimmt mit dem Potential eines magnetischen Moleküls, 
welches sich im Mittelpunkte der iCugel befindet, dessen magnetische 
Achse die Richtung der Bewegung hat, und dessen magnetisches 
Moment gleich der Geschwindigkeit des Mittelpunktes, multiplicirt 

mit ist, in Bezug auf einen Magnetpol, der im Punkte (x^ y y z) 

liegt und die Einheit magnetischer Flüssigkeitsmenge enthält. Es 
folgt daraus, dass die Geschwindigkeit im Punkte (x^ z) der 
Grösse und Richtung nach der Kraft gleich ist, welche das be- 
zeichnete magnetische Molekül auf diesen Pol ausübt. 

Die Bewegung einer Kugel in einer Flüssigkeit ist zuerst von 
DirichleP^), die eines Ellipsoids von Clebsch'^''^) behandelt worden. 


§ 4 . 

Wir haben in dem vorigen Paragraphen angenommen, dass die 
Flüssigkeit im Endlichen allein begrenzt ist durch die Oberfläche 
eines bewegten, festen Körpers; in diesem Falle empfiehlt es sich, das 
Gesehwindigkeitspotential 9 auf ein in dem Körper festes Coordiuaten- 
system zu beziehen, weil dasselbe dann ausschliesslich durch die Ge- 
stalt des Körpers und seine Bewegung in dem betrachteten Augen- 
blicke bedingt wird. Sind aber ausser dem gedachten Körper im 
Endlichen noch andere feste Körper vorhanden, welche sich bewegen 
oder ruhen, so ist das Geschwindigkeitspotential immer auch von 
der relativen Lage aller Körper abhängig; es ist dann zweckmässig 
dasselbe von vorn herein auf ein im Raume festes Coordinatensystem 
zu beziehen. Wir wollen jetzt uns vorstellen, dass in der unendlichen 
Flüssigkeit zwei bewegte, feste Körper im Endlichen vorhanden sind, 
und dass das Achsen-System der x, y , z im Raume fest ist. Es 
seien w, Vy w die Componenten der Geschwindigkeit eines Punktes 
des ersten Körpers, u\ v\ w' die eines Punktes des zweiten; r 

die Componenten der Drehungsgeschwiudigkeit nach Achsen, die den 
Coordinatenachse«. parallel sind, für den ersten Körper, //, q'y r' die 
entsprechenden Grössen für den zweiten. Der Gleichung 22) ent- 
sprechend kann man dann setzen 

V == ^9^1 + ^9^2 + ^9^3 + P^A + 9^5 + 
wo V 2 ) * • 9 ^/? • • Functionen von Xy y y z sind, die nicht von 


*) Monatsberichte der Berl. Akad. 1852, p. 12. 
Crelle’s Journal Bd. 52. p. 103 und Bd. 53. p. 287. 
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der Bewegung der beiden Körper, aber von ihrer augenblicklichen 
Lage abhängen. Eine jede von ihnen muss in dem von der Flüssig- 
keit erfüllten Raume der Gleichung ^(p = Q genügen, mit ihren 
ersten Differentialquotienten einwerthig und stetig sein, in der Un- 
endlichkeit verschwinden und an den Oberflächen der beiden Körper 
zwei gewisse Gleichungen erfüllen. Sind a, Z?, c und a\ c die 
Coordinaten der beiden Punkte, deren Geschwindigkeitscomponenten 
mit u, V, w und u\ v\ w' bezeichnet sind, so muss nämlich an der 
Oberfläche des ersten Körpers 


d<Pi 

dn 

= COS 

(nx) 





9qpi' 

dn 

= 0 

dcpz 

dn 

= COS 

(«y) 





dn 

= 0 

dn 

= cos 

(nz) 





d^s 

dn 

= 0 

d<P4, 

dn 

= (y- 

- h) cos (nz) • 

-(z. 

— c) cos 

(ny) 

dq>4 

dn 

= 0 

8<p5 

dn 

= (z- 

— c) cos {nx) 

— {x 

— a) cos 

; (nz) 

895 

dn 

= 0 

dn 

= (x- 

— a) cos {ny) 

— (y 

~ b) cos 

{nx) 

8 tpc! 

dn 

= 0 

und an der 

Oberfläche des zweiten 





8 <Pi 

dn 

= 0 

8 <Pi 

dn 

= cos 

{71 x) 





d n 

=0 

l'E?! 

dn 

= cos 

{ny) 





dn 

=0 

dn 

= cos 

(nz) 





dn 

=0 

8 <Pi 

dn 

= (y- 

-y) 

cos {nz) 

-(z- 

-c') cos (71 y) 


1«"^ ® — (y — *') cos (nx) 


sein. Diese Gleichungen, welche den Gleichungen 23 ) entsprechen, 
sind auf demselben Wege, wie diese, abzuleiten. Die angegebenen 
Bedingungen bestimmen die 12 Functionen 9^, 92? • - vollständig. 

Der einfachste hierher gehörige Fall ist der, dass die beiden 
Körper Kugeln und die Punkte (öf, Z?, <?), (a\ c) ihre Mittel- 
punkte sind; dann ergeben die für 9)4, 9^5, 9?^, 9?/, 9)5', cp^^ aufge- 
stellten Bedingungen, dass diese 6 Functionen gleich Null sind, und 
es wird also 

9) =; ^^9)1+ «^9?2+ 92 + 

15 
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Es lässt sicli in diesem Palle q) mit Hülfe der sogenannten 
Kugelfuncüonen als eine unendliche Eeihe finden, die immer conver- 
girt, und um so schneller convergirt, je grösser der Ahstand der 
Kugeln im Verhältniss zu ihren Kadien ist. Wir wollen auf die 
Theorie der Kugelfunctionen hier nicht eingehen und daher nur im 
Allgemeinen den Weg bezeichnen, auf dem die genannte Aufgabe 
gelöst werden kann, und das Resultat in so weit angeben, als es für 
spätere Betrachtungen nöthig ist. 

Was die Kugelfunctionen unmittelbar leisten, ist dieses. Sie 
erlauben eine Function V zu finden, welche ausserhalb einer Kugel 
der Differentialgleichung ^U—0 genügt, mit ihren Differential- 
quotienteu einwerthig und stetig ist, in der Unendlichkeit ver- 
schwindet, und an der Oberfläche der Kugel der Bedingung genügt, 

dass beliebig gegebene, stetig sich ändernde Werthe erhält. Aus 

einer unendlichen Zahl solcher Functionen U lässt sich eine conver- 
girende Reihe bilden für das Geschwindigkeitspotential tp für eine 
Flüssigkeit, in der zwei Kugeln in gegebener Weise sich bewegen. 
Um das zu zeigen, nennen wir die Kugel, deren Mittelpunkt (öf, b^c) 
ist, die erste, die andere die zweite. Man bilde die Function 
für welche an der Oberfläche der ersten Kugel 


düj dq^ 


d. h. 


dn dn 
und die Function 


= u cos {nx) V cos {n.y') + la cos (w e), 
für welche an der Oberfläche der zweiten 


du; ^ dg 

dn dn 


d. h. == u cos (nx) v' cos (ny) ~|- w' cos (jiz) 


ist, und setze 




Dieses Fj ist dann das erste Glied der für 4 p aufzustellenden 
Reihe. Die Function cp — soll an den beiden Kugelflächen den 
Bedingungen genügen, dass an der ersten 


d(cp-Ui ) ^ _ du/ 
dn dn ’ 

an der zweiten 

diq- Uj) ^ _ du, 

dn • dn 

ist; man bilde die Functionen JJ^ und i/,/, für welche an der ersten 
Kugelfläche 

^ 

dn dn 


du; du, 


und an der zweiten 
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ist; und setze 


es ist dann das zweite Glied der Reihe für 
Kugelfläche soll nun 




Für die erste 



3{cp-V, 

- 

3V4 

für die zweite 

dn 


dn ’ 


d(<p — 

- _ 

dUi 

sein. Man setze 

dn 


dn 


ÜZ+ v„ 


nachdem und so bestimmt sind, dass 'an der ersten Kugelfläche 


und an der zweiten 


du^ 


dn 

dn 

30^ 

dOi 

dn 

dn 


ist. In dieser Weise fahre man fort; dann hat man 


V^+V2+ 

Diese Reihe convergirt, wie hier aber nicht bewiesen werden 
soll, immer ; nimmt man die Radien der beiden Kugeln als unendlich 
klein gegen ihren Abstand an, so ist dabei jedes folgende Glied 
unendlich klein gegen das vorgehende. Jede der Grössen 1^3? • • 
erhält man in Kugelfunctionen selbst durch eine unendliche Reihe 
ausgedrückt, die auch die Eigenschaft hat, dass jedes folgende Glied 
unendlich klein gegen das vorangehende ist, wenn die Radien der 
Kugeln unendlich klein gegen ihren Abstand sind. Will man unter 
dieser Voraussetzung (p nur bis auf Grössen einer gewissen Ordnung 
finden, so hat man nur eine beschränkte Zahl der Grössen F, und 
in jeder von diesen eine beschränkte Zahl von Gliedern zu berück- 
sichtigen. 

Die Grössen und V/, also auch die Grösse Fj, findet man 
unmittelbar aus der Gleichung 27). Bezeichnet man die Abstände 
des Punktes (a;, y ^ z) von den Mittelpunkten der beiden Kugeln durch 
r und r', ihre Radien durch R und R' ^ und benutzt, dass r eine 
Function von x — y — z — r eine Function von x — a j 
y — z — c ist, so ergiebt sich 






r 


da 


+ ^ 



ü/=- 




a -V d-.- 

r . r 7' 
+ ^ ■ 


dl>' 



28 ) 
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Die Suimne dieser beiden Ausdrücke, also F, , giebt den. Werth 
von g) in erster Näherung an. Bezeichnet man B und R' als un- 
endlich kleine Grössen erster Ordnung und den Abstand der Kugeln 
als endlich, so müssen, damit das Geschwindigkeitspotential und die 
Geschwindigkeiten im Allgemeinen endlich seien, zv, u'^v^zo' 

unendlich gross von der dritten Ordnung sein; an den Kugelflächen 
werden dann g) iind seine Differentialquotienten unendlich gross. In 
endlicher Entfernung von den Kugelflächen giebt die Gleichung 99 = Fj 
die Geschwindigkeiten bis auf unendlich kleine Grössen an, nicht aber 
an diesen Flächen, üm hier dasselbe zu erreichen, muss man 
bilden, wobei es aber ausreicht, die Glieder höchster Ordnung zu be- 
rücksichtigen. Dieser Umstand bewirkt, dass wiederum die Gleichung 
27) und zu berechnen erlaubt. Um zu Anden, ist für die 

O r > ' 

erste Kui^elfläche - zu bilden; es ist aber 
o on 

dV,’ dOi , \ I dV( f s , dU( , , 

= ~W + 'W 

setzt man hier für seinen Werth aus 28), führt statt der Diffe- 
rentialquotienten nach X, z die negativen nach a, //, c' ge- 

nommenen ein, schreibt, was bei der beanspruchten Genauigkeit er- 
laubt ist, Tq für r , wo den Abstand der Mittelpunkte der Kugeln 
bezeichnet, also 

^0 === \c ^ cj 

sein soll, und ersetzt die Differentialquotienten nach a\ c durch 
die nach 1), c genommenen, so ergiebt sich 


dn 


du; 

dn 


'2 


1 

^0 




+ 


/ru . 

“ ma + ^ 


d^ 

X 



da 

db 

d'^ 

1 




8b^ 


+ W' ; 


-j- Zü' 



db de 


COS [;iix) 


coa («y) 


mithin nach 27) 


4'~ 


+ 

+ 


4 ” ■ 

R^ 


2 






- 


dcd(> 


+ de db 


d‘^~ 


XI 

»^0 

+ 


“f- iv' 

■ ?o 

da^"' 



da db 

0 a d r ^ 




02 J_ 


02 l ' 

ZI 

^’o 

dbda 

+ 2^' 

^'0 

db'^ 

+ 

db dr ^ 


02 ~L 


02 _i. 


02 _L 

ZI 

'^0 


ni 

■ “|- Xü' 

^*0 

do da 

dedb 

dc^ 


du 


db 


29) 
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Entsprechend ist 




+ 


+ 




«3/i'3 


0*— 

02 — 



.2 1 ‘ 



4 - V 

0a2 ^ 

__Io_ 

+ 

W • 

^'o 

dadb 

dade 

02 -i- 

02 — 



02 — 


^0 

+ 

W 

i'o 

0*2 

dbdc 

02 — 

02 — 



a^— 


»•o 

+ 

W 

^0 


dCL 


db^ 


de 


Bildet man mit Hülfe dieser Werthe von und £ 7 ./ die Glei- 
chung = Fl + F2 , so giebt dieselbe auch an den Kugelflächen 
die Geschwindigkeiten bis auf unendlich kleine Grössen und den 
Werth von 9 mit Einschluss unendlich kleiner Grössen erster Ord- 
nung genau an. Wir werden eine Rechnung durchzuführen haben, 
bei der wir die Werthe von tp an jeder Kugelfläche mit dieser Ge- 
nauigkeit kennen müssen. Um sie zu finden^ kann man mit den in 
28 ) angegebenen Werthen von und ü{ noch eine Umformung 
vornehmen. Es handle sich darum, für die erste Kugelfläche cp zu 
ermitteln. Die in dem Ausdrucke von vorkommende Grösse 

-i- kann man nach Potenzen von x — a, y — & , z — c, die unendlich 

r 

klein von der ersten Ordnung sind, entwickeln und hat nur die ersten 
Potenzen zu berücksichtigen nöthig. Da 

a; — ^ cos {nx), y — 1) = Rcos {ny), z — c = R {nz) 


ist, so hat man daher 
1 


JL 

7'' 


'•0 


0 — 0 — 
cos (nx) + 


da 


db 


d^ 

cos {ny) + cos (nz) 


ZU setzen; hieraus ergiebt sich 

1 




R'^ 


d~ a — 

da ‘ 


db 


-f- zv' 


i±) 

00 J 


, RTt'^_ 


02 0 ® 


’o 


da db 
1 


10 ' 


+ 


+ 


HR''^ 


RR'^ 


32 . £_ 



da de 

02J- 


db da 

g2_L 




db^ 

1 


^0 


Jcdl: + 


+ -a,i- 


COS (;nx) 
cos Qiy) 
cos Ql z) . 


Aus 28 ) folgt ferner 
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= — ~ cos (nx) + V cos (ny) + cos , 
da 

1 1 “ 1 
-^==—cosinx), =^cos(w 2 /), _^=— cos(«^) 

ist. Benutzt mau diese Relationen, um auch den in 29) für U 2 an- 
gegebenen Ausdruck umzugestalten, und erwägt, dass Ü 2 von höherer 
Ordnung, als der ersten, unendlich klein ist, so erhält man für die 
erste Kugelfläche mit der verlangten Genauigkeit 

cp = ^ cos ( 7 ix) + V cos (91 ?j) -|- ZV cos(;nz)J 


, 3RR'^ 

4 


SRR'^ 




ga-i- g2_!_ 

!!«_ ^ Til. -(- ^ 

da^ * dadö ‘ da de 

111 
gs-L 32 _L. 32 -L 

^ 4. I ' j:o_ 

26 9« ^ ai« ^ aiac 




cos (zix) 


cos 


cos (nz). 


Den Werth von (p an der zweiten Kugelfläche findet man, indem 
man in diesem Ausdrucke die gestrichenen Buchstaben mit den unge- 
strichenen vertauscht. 

Bin allgemeineres Problem, als das hier besprochene, ist von 
Bjerknes behandelt in seinem Memoire sur le niouvement simultane 
de corps spheriqiies variables dans un fluide indetini et incompressible, 
presente ä la societe des Sciences de Christiania le 15 sept. 1871. 



Neunzehnte Vorlesung. 

(Differentialgleichungen für die Bewegung eines Körpers in einer Flüssig- 
keit, auf den gegebene Kräfte wirken. Anwendung des Hamilton’schen Frin- 
cipes auf diesen Fall. Bewegung des Körpers, wenn keine Kräfte wirken. 
Vereinfachung der Aufgabe durch Voraussetzung gewisser Symmetrieen. Kugel. 
Kotationskörper. Bewegung zweier unendlich kleiner Kugeln in der Flüssigkeit. 
Kräfte, die diese auf einander ausüben.) 


§ 1 . 

Bei den in der vorigen Vorlesung betracliteten ^ durch die Be- 
wegung eines festen Körpers bedingten Bewegungen einer Flüssig- 
keit, die nach allen Eichtungen sich in die Unendlichkeit erstreckt, 
nahmen wir die Bewegung des Körpers als eine gegebene an. Wir 
wollen uns jetzt mit der Aufgabe beschäftigen, diese Bewegung zu 
bestimmen, wenn auf den Körper und die Flüssigkeit gegebene 
Kräfte wirken. Dabei werden wir von der auf ein Flüssigkeits- 
theilchen sich beziehenden Kraft voraussetzen, dass sie ein einwerthiges 
Potential hat, da wir die Annahme, dass ein Geschwindigkeitspoten- 
tial existirt, wie wir es dort betrachtet haben, festhalten wollen. 

Um die genannte Aufgabe zu lösen, könnten wir so verfahren, 
dass wir mit Hülfe der Gleichung 20) der fünfzehnten Vorlesung die 
Drucke berechneten, welche die Flüssigkeit auf die Elemente der 
Oberfläche des Körpers ausübt, und diese als Kräfte einführten in 
die Differentialgleichungen der Bewegung eines starren Körpers, die 
in § 2 der sechsten Vorlesung entwickelt sind. Auf kürzerem Wege 
aber erreichen wir unseren Zweck, wenn wir von dem Hamiiton'schen 
Principe ausgehen, welches, wie in § 6 der eilften Vorlesung gezeigt 
ist, aiicli für eiuen Fall, wie er uns jetzt vorliegt, gilt, und welches 
auf solche Fälle zuerst von Thomson und Tait '■’'■) angewandt worden ist. 

Wir bezeichnen durch m die Masse eines der materiellen Punkte, 
welche den festen Körper und die Flüssigkeit bilden, durch S 

die Coordinaten desselben in Bezug auf ein im Raume festes Coordi- 
natensystem zur Zeit 0 durch ü' die Arbeit aller wirkenden Kräfte 

'^0 Handbuch der theoretischen Physik von W. Thomson und F. G. Tait, 
deutsche Uebersetzung, Bd. 1. p. 296. 
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für miencllicli kleine, virtuelle Verrückungen ihrer Angriffspunkte, 
auf welche Verrückungen das Zeichen d sich beziehen soll, endlich 
durch T die lebendige Kraft des ganzen Sjstemes. Nach dem 
Hamilton’schen Principe ist dann 

^0 ^0 

WO die Summe sowohl in Bezug auf die verschiedenen Massen als 
auf die verschiedenen Coordinaten einer jeden Masse zu nehmen ist; 
und und f irgend zwei Werthe von i bedeuten, lieber die Varia- 
tionen auf welche wir diese Gleichung anwenden wollen, setzen 
wir Folgendes fest: für den festen Körper sollen sowohl für t = 
als für t — t' alle == 0 sein; für i ~ Iq soll dasselbe für die 
Flüssigkeit gelten 5 für die variirte Bewegung der Flüssigkeit, für 
die Bewegung also, bei der V + S -h die Coordinaten 

der Masse m zur Zeit /f sind, soll ein Geschwindigkeitspotential; wie 
für . die gesuchte, existiren. Aus den WertheU; die für die Theile 
des festen Körpers hat; sind dann die Werthe von für alle Theile 
der Flüssigkeit vollkommen bestimmt. Für t — f verschwinden die 
letzteren im Allgemeinen nich(\ trotzdem verschwindet; wie gezeigt 
werden soll; die linke Seite der Gleichung 1 ). Dieselbe ist nach den 
gemachten Festsetzungen; wenn dr ein Element des von der Flüssig- 
keit erfüllten Raumes und ^ die Dichtigkeit dieser bezeichnet; gleich 
dem Werthe; den 



für t == t' annimmt. Es ist aber 

dq) d cp 

'dt af’ dl ~ dn ’ 
also dieser Ausdruck 



Statt der Bedingung, dass die Flüssigkeit in der Unendlichkeit 
ruht, führen wir hier die Annahme ein, dass dieselbe in eine unend- 
lich grosse, feste Kugelfläche eingeschlossen ist; nach dem am Ende 
des § 7 der sechszehnten Vorlesung bewiesenen Satze ist diese 
Annahme mit jener gleich w er thig. Nennt man äs ein Element der 
Oberfläche des Körpers oder der genannten Kugelfläche, n die nach 
der Flüssigkeit gerichtete Normale von ds^ so verwandelt sich durch 
theilweise Integration die zu untersuchende Grösse in 
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— ds (f cos (;^|) + cos {?i7i) + cos . 

Wegen der Incompressibilität der Flüssigkeit ist allgemein 

Mi -J_ J_ Mi _ n 

drj d'Q 

für jedes Element der Oberfläche des Körpers ist, wenn t=^t\ 
cos (n§) + 8yi cos cos == 0, 

weil für den bezeichneten Zeitpunkt die Variationen der Coordinaten 
der Punkte des Körpers verschwinden sollen, und dieselbe Gleichung 
besteht für jedes Element der einschliessenden Kugelfläche, weil 
diese fest ist. 

Hiernach ist die Gleichung 1) 

0=jd((dT-l-ü'). 2) 

Die lebendige Kraft des betrachteten Systemes, Tj setzt sich 
zusammen aus der lebendigen Kraft des festen Körpers und der der 
Flüssigkeit. Die erste ist nach der Gleichung 2) der sechsten Vor- 
lesung eine homogene Function zweiten Grades von w, v, lOy p, r 
mit constanten Coefficienten ; die zweite, nämlich 

oder, was dasselbe ist. 



ist in Folge der Gleichung 22) der vorigen Vorlesung eine eben- 
solche Function; auch T ist daher eine homogene Function zweiten 
Grades von u, v, w, p, q, r mit constanten Coefficienten, deren 
Werthe von der Gestalt des Körpers, der Masse dieses und ihrer 
Vertheilung, sowie von der Dichtigkeit der Flüssigkeit abhängig sind. 

Die Arbeit ü' setzt sich zusammen aus der Arbeit der Kräfte, 
welche auf den Körper wirken, und der Arbeit der Kräfte, welche 
auf die Flüssigkeitstheile ausgeübt werden. In Bezug auf die letzteren 
haben wir schon voraussetzen müssen, dass sie ein einwerthiges 
Potential besitzen. Daraus folgt, dass, wenn der feste Körper ersetzt 
wäre durch eine Flüssigkeitsmasse, die 'mit der äusseren gleichartig 
ist, die Arbeit der sämmtlichen Kräfte für eine Verrückung der ge- 
dachten Flüssigkeitsmasse Null wäre, und dass daher die Arbeit der 
auf die wirklich vorhandene Flüssigkeit wirkenden Kräfte gleich ist 
der negativ genommenen Arbeit der Kräfte, welche auf die gedachte 
Flüssigkeitsmasse, wenn sie vorhanden wäre, wirken würden. 
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Die Gleichung 2) stimmt in Allem überein mit derjenigen, aus 
welcher wir im § 2 der sechsten Vorlesung die Differentialgleichungen 
der Bewegung eines starren Körpers ‘im leeren Raume entwickelt 
haben. Diese Differentialgleichungen, nämlich die Gleichungen 12) 
und 13) oder 14) und 15) der genannten Vorlesung, gelten also auch 
für den hier betrachteten Fall; nur bedeuten hier A, K, My^ Mz 

die Oomponentensummen und Drehungsmomente in Bezug auf die 
Achsen der y, z\ S, H, Z, Mri, die Oomponentensummen 
und Drehungsmomente in Bezug auf die Achsen der ^ der 

Kräfte, welche auf den Körper wirken, und der negativ genommenen 
Kräfte, welche auf die vom Körper verdrängte Flüssigkeit, wenn sie 
vorhandeif wäre, wirken würden; überdies haben die Coefficienten in 
dem Ausdrucke von T hier andere Werthe, als dort. 


§ 2 . 

Wir werden jetzt annehmen, dass auf den festen Körper und 
die Flüssigkeit keine Kräfte wirken; die Resultate, zu denen wir 
dabei kommen werden, gelten in gewissen Fällen auch, wenn Kräfte 
vorhanden sind, z. B. wenn die Schwere wirkt, der Körper aber 
überall dieselbe Dichtigkeit, wie die Flüssigkeit besitzt. Die Glei- 
chungen 12) und 13) der sechsten Vorlesung sind dann 


d 

dT 

dT 


dT 



dt 

du 

dv 

— q 

dw 



d 

dT 

dT 


dT 



dt 

dv ~ ^ 

dw 

— r 

die 
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dT 

dT 


dT 



di 

dw"~ ^ 

du 

— P 

dv 



d 

dT 

dT 


dj^ 

, dT 

dT 

dt 

== UJ 
dp 

dv 

— V 

dw 

' dq 

1 

1 

d 

dT 

dT 


dT 

, dT 

dT 

di 

== u 
dq 

dw 

— w 

du 


^ dp 

d 

dT ____ 

dT 


dT 

, dT 


dt 

dv 

du 

— u 

~dv 

+ '^ dv 



Es möge zuerst eine particuläre Lösung derselben erwähnt wer- 
den. Man genügt ihnen, wenn man p == 0, ^ = 0, r — 0 und 
z/, y, IV gleich Constanten setzt, deren Verhältnisse die Bedingung 


u : V :tv - 


dT 


dv * 


erfüllen. Es verschwinden dann die rechten Theile der Gleichungen 3), 
und es verschwinden auch die linken, da Uj v, p, q, r Constanten 
sind. Erwägt man, dass, wenn p, Qj r verschwinden, T eine homo- 
gene Function zweiten Grades von u, v, w wird, und zwar eine, die 
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stets positiv bleibt, da die lebendige Kraft nicht negativ sein kann, 
so sieht man, dass die Bestimmung der Verhältnisse u:v:w aus 
der genannten Bedingung übereinkommt mit der Bestimmung der 
Hauptachsen eines gewissen Ellipsoids, des Ellipsoids nämlich, dessen 
Gleichung 

T — const. 

ist, wenn man v, w als die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes ansieht. Nimmt man die Achsen der xi, v, w parallel mit 
denen. der x, y, z an, so sind die Richtungen der Hauptachsen des 
bezeichneten Ellipsoids drei auf einander senkrechte, im Körper feste 
Richtungen, in deren jeder dieser, ohne sich zu drehen, mit gleich- 
bleibender Geschwindigkeit in der Flüssigkeit fortschreiten kann. 
Andere Richtungen, die dieselbe Eigenschaft haben, giebt es nicht, 
wenn das Ellipsoid nicht ein Rotationsellipsoid ist; ist dies der Pall, 
so hat die Richtung der Rotationsachse und jede auf dieser senk- 
rechte Richtung die genannte Eigenschaft. Jede Richtung besitzt 
sie, wenn das Ellipsoid eine Kugel ist. 

Wir untersuchen nicht, unter welchen Bedingungen die be- 
sprochene Bewegung eine stabile ist, d. h. unter welchen Bedingungen 
immer p, g, r unendlich klein sind und w, v ^ w bis auf unendlich 
Kleines die bezeichneten Werthe haben, wenn in einem Augenblicke 
dieses stattfindet. 

Ohne eine beschränkende Annahme einzuführen, kann man drei 
Integrale der Gleichungen 3) finden; zu diesem Zwecke hat man 
dieselben 


mit u oder mit 

oder 

du 

dT 

mit 

dp 

V 

dT 

dT 

dv 

dq 

IV 

dT. 

dt» 

dT 

dr 

p 

0 

dT 

du 

Q 

0 

dv 

r 

0 

dT 

du) 


zu multipliciren und jedesmal zu addiren. Erwägt man bei Benutzung 
des ersten Pactorensystems, dass nach einem bekannten, auf homogene 
Functionen bezüglichen Satze 


Orn dT , dT . 


dw^ ^ dp ^ 


dq. 


+ r 


dT 
dr ^ 


dass ferner 
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dt du dt ' dv dt ' du^ dt ’ dp dt dq dt d^ dt 


und daher 


dt 


A^12L 

dt dit 




A ^ 

dt dv 


I d. dT . 


d 
d t 


^ _L « A 4- r -- 
dp ^ dt dq^ dtdr 


ist- so ergiebt sich auf diese Weise 

2T=-Z 

©'+(11)’-+©’-* 

dv. dv dv dq ‘ dw dr ’ 


wo L, M, N willkürliche Constanten bedeuten. 

6 andere Integrale des ' yorliegenden Problems erhält man aus 
der zweiten Form seiner Differentialgleichungen, die aus den Glei- 
chungen 14) und 15) der sechsten Vorlesung hervorgeht, wenn man 
in diesen 13, H, Z, Mr,, Mt; gleich Null setzt. Die einen 


geben 


dj^ 

du 


+ «: 




dT , 

■2-^ + 0^ 

dr 


dv 


+ Ä 


dv^ 

dT 

dw 


= A 




5) 


dr , dr , dT „ 


und die andern bei Rücksicht hierauf 


dr . dr , dr 

ri g- + ^2 ^ +2^3 äF = ^ 

vjo Ay B , Cy A'y B'y C' willkürliche Constanten sind und die 12 
Grössen a, y die in den Gleichungen 20) der vorigen Vorlesung 
angegebene Bedeutung Laben. 

Die beiden letzten der Gleichungen 4) sind Folgen der Glei- 
chungen 5) und 6), und die Constanten M und N sind ausdrückbar 
durch die Constanten A, B^ A'y B'y C'. Quadrirt man nämlich 
die Gleichungen 5) und addirt sie, multiplicirt man dann die Glei- 
chungen 5) mit den Gleichungen 6) und addirt wieder, so erhält 
man bei Rücksicht auf die Gleichungen 4) und die Relationen, die 
zwischen den Cosinus ß\, y^^^ ?27 ^ 3 ? Au bestehen, 

^2 _[^ ^2 ^ ^2 ^ 

AA' + BB'+CC' = N. 
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Hat man v, w, r den Gleichungen 3) gemäss als 

Functionen von i bestimmt, so erfordert die vollständige Lösung des 
vorgelegten Problems, d. b. die Bestimmung der 12 Grössen aj ß, y 
nur noch die Ausführung von Quadraturen, wie nun gezeigt wer- 
den soll. 

In Bezug auf die willkürlichen Constanten (7, die in den 

Gleichungen 5) Vorkommen, kann man, ohne die Allgemeinheit der 
betrachteten Bewegung zu beeinträchtigen, annehmen', dass ^ = 0, 
B = 0 und C positiv ist; man verfügt dadurch nur über die Richtung 

der §- Achse. Sieht man nämlich ^ ^ als die Componenten 

der Geschwindigkeit eines Punktes nach den Achsen der x, y, z an, 
so zeigen die Gleichungen 5) , dass die Componenten dieser Geschwin- 
digkeit nach den Achsen der t], t den Constanten J, B, C gleich 
sind; gieht man der g-Achse die Richtung dieser Geschwindigkeit, 
so verschwinden A und B, während C positiv wird. Multiplicirt 
man nach dieser Festsetzung die Gleichungen 5) mit oder 

“25 7i ®der a^, ß^, und addirt sie jedesmal, so erhält man 


i dT _ 1 iZl 1 8? 

C dit ^ C dv ^ C dw 




Um die 6 andern Cosinus zu finden, führen wir die durch die 
Gleichungen 8) der fünften Vorlesung definirten Winkel ■9', 9 ein. 

Wir haben dann 

y^ = cos / sin 9' , Y 2 = sinf sin 9 , yj = cos 9 , 8) 

woraus / und 9 zu bestimmen sind. Zur Bestimmung von 9 führt 
die Gleichung 12) der siebenten Vorlesung, nämlich die Gleichung 


aus welcher folgt 


dg} — 


riP + n? 
yi® + rz® 


di, 


dT , 8T 

, ,, + 

a(p o /^\2 /a_^\2 

\du) 


Um endlich die Coordinateu a, ß, y des Anfangspunktes der 
Xy y, z als Functionen von l darzustellen, setzen wir die in den 
Gleichungen 6) vorkommenden Constanten Ä und B gleich Null; 
auch dadurch beeinträchtigen wir nicht die Allgemeinheit der be- 
trachteten Bewegung; wir verfügen nur über die Lage der'^-Achse, 
da, wie aus den Gleichungen 6) hervorgeht, eine Veränderung der 
Werthe von A' und B' compensirt wird durch Hinzufügung von 
additiven Constanten zu ß und a. Die beiden ersten der Glei- 
chungen 6) geben dann 
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und y ist aus der Gleichung 

Ä = yjW + y^v -{-rz^O 

d. h. 



zu ermitteln. 


§ 3. 

Die Zahl der in dem Ausdruck von T Vorkommen den Constanten 
ist im Allgemeinen 21; unter gewissen Bedingungen verringert sich 
aber diese Zahl und die Integration der Differentialgleichungen 3) 
wird dann erleichtert. Eine solche Vereinfachung -tritt ein^ wenn die 
Oberfläche des Körpers und die Verth eilung der Masse in ihm 
symmetrisch in Bezug auf eine Ebene ist. Um das zu zeigen, fassen 
wir zuerst den Theil von T ins Auge, den die lebendige Kraft der 
Flüssigkeit bildet. Das Doppelte dieser lebendigen Kraft setze man 

= «1, 4” “h 2a^^uq 

+ 4" 20^23 + 2a2^vp + 2a2r^vrj 4“ 

. + ^^33 + 

Dieser Ausdruck ist dann, wie wir in § 1 gesehen haben, 

in Folge der Gleichung 22) der vorigen Vorlesung hat man daher 
öj, = _ ft J'ds (p^ =~ fijdsip, ^ 


Es werde nun angenommen, dass die Oberfläche des Körpers 
symmetrisch in Bezug auf die a^r-Ebene ist, d. h. dass, wenn x, y, 
die Coordinaten eines Punktes derselben sind, sie auch den Punkt 
{Xj — ?/, z) enthält. Zwei Punkte, wie diese, sollen entsprechende 
Punkte genannt werden. In zwei entsprechenden Punkten der Ober- 
fläche haben dann, den Gleichungen 23) der vorigen Vorlesung zu- 

folge, ^ gleiche und entgegengesetzte 

Werthe. Daraus lässt sich beweisen, dass in irgend zwei entsprechen- 
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den Punkten des von der Flüssigkeit erfüllten Raumes ^5 

gleiche^ 9 ? 2 ? 9 ^ 4 ; entgegengesetzte Werthe besitzen. Bezeichnet 
man nämlich durch <p^' den Werth von cp^ in dem Punkte (Xy -—y^ z), 
aufgefasst als Function von x, y^ z (den Coordinaten des Punktes, 
auf den sich (p^ bezieht), so genügt (p^ — 9 / derselben partiellen 
Differentialgleichung und denselben Stetigkeitsbedingungen, wie g?, 
es ist, wie dieses, in der Unendlichkeit = 0, und an der Oberfläche 
des Körpers ist 

a (qpi — g?/) ^ ^ 

dn 

daraus folgt = In ähnlicher Weise sind die über 9 ,, cpo, . . 
ausgesprochenen Behauptungen zu beweisen. Da hiernach auch in 
entsprechenden Elementen der Oberfläche des Körpers (p, , gp.,, 
gleiche und (p^^ 94 , (p^^ entgegengesetzte Werthe haben, so zeigen 
die Gleichungen 9), dass diejenigen a verschwinden, bei denen 
ein Index der Reihe 1 , 3, 5, der andere der Reihe 2, 4, 6 an-' 
gehört. 

Das Doppelte der lebendigen Kraft des Körpers ist, wenn dm. 
ein Element seiner Masse bezeichnet, das die Coordinaten x^y^ z 
hat, wie schon in der Gleichung 2) der sechsten Vorlesung an- 
gegeben ist, 

= j^dmi^ nr + -f- + {i/ + z-) H“ 4 “ ?/') 

+ 2 X (vr — loq) + 2// {ivp — ur) + 2z {ug — vp) 
— 2yz qr — 2 zx rp 2xy pq^ ; 

ist die Vertheilung der Masse symmetrisch zur a;;^-Ebene, so ver- 
schwinden hier diejenigen Glieder, welche die Factoren 

ivp — nVy qvy pq 

enthalten. Setzt man allgemein die doppelte lebendige Kraft des 
Körpers 

= + 21)^^uv -|- 2b^^nw -f- 2l)^j^up + 

+ ^ 22 «^" 21)2^;^vw 2 h^^^vp 

so verschwinden daher, wie man leicht sieht, diejenigen b, bei 
denen ein Iudex der Reihe 1, 3, 5, der andere der Reihe 2, 4, 6 
angehört. 

Daraus folgt, dass, wenn man 

2T = + 2^12 + 2c^^uw + 2C|4?/p + 


Kirchhoff, Mechanik. 3. Anfl. 


1 (> 
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setzt, diejenigen c gleich Null sind, bei denen ein Index 1, 3 oder 5, 
der andere 2, 4 oder 6 ist, falls der Körper sowohl in Bezug auf 
seine Gestalt, als in Bezug auf die Vertheilung der Masse symmetrisch 
in Bezug auf die a;^-Ebene ist. 

Findet eine solche Symmetrie in Bezug auf die yrr-Ebene oder 
die zy-Ebene statt, so treten an Stelle der Keiben 1,3, 5 und 
2, 4, 6 die Reihen 2, 1, 6 und 3, 5, 4 oder die Reihen 3, 2, 4 
und 1, 6, 5. 

Es sei nun der Körper symmetrisch nach Gestalt und Verthei-* 
lung der Masse in Bezug auf zwei, auf einander senkrechte Ebenen ; 
nehmen wir diese zur xz- und ^z-Ebene, so ergiebt sich hieraus 

2r = c„ + Cr,y + c^y- 

+ + 2^24 tjp. 

Wir specialisiren den betrachteten Fall noch weiter, indem wir 
annehmen, dass es noch ein zweites Paar auf einander senkrechter, 
durch die ^r-Achse gehender Ebenen giebt, in Bezug auf welche 
Symmetrie stattfindet. Wir führen ein zweites Coordinatensystem, 
das der x\ y\ z', ein, dessen x z'- und y 's: '-Ebenen diese Ebeneii 
sind; für denselben Punkt ist dann 

X — x' cos -f* y' sin ^ 
y = — x' sin ^ cos ot 
z = z'y 

wo einen der Winkel bedeutet, den die rrz-Ebene mit der ir'-sr '-Ebene 
bildet. Bezeichnen wir durch gestrichene Buchstaben dieselben Grössen 
in Bezug auf das neue Coordinatensystem, welche in Bezug auf das 
alte die ungestrichenen bedeuten, so ist zugleich 

u = ti' cos 'O’ -f z;' sin 0’ , == p' cos ^ + q' sin 'd' 

V = — u sin %' v' cos q = ^ sin 'd' -f q' cos d' 

w ^ w' r = r' 

und 

2 T == tl ^ ^22 ^ ' “h ^33 ~ + ^,j| p'* ~f” ^ 4" ' 

+ q' 4- 2c.^^v'p'. 

Setzt man die beiden Ausdrücke von 2T einander gleich, so 
erhält man eine Gleichung, welche identisch sein muss bei Rück- 
sicht auf die Relationen zwischen u, q^ r, und u\ v' iü\ 

Pi ^ • Drückt man jene G Grössen durch diese aus, so er^T‘*iebt 
die Vergleichung der Coefficienten von tP v\ p q und %i' p' -^v' q' 

^11 ^22 ~ ^ ? ^44 ^55 ~ 7 ^15 4 “ <^24 = 0 , 

und die Vergleichung der Coefficienten der übrigen Glieder, dass 
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die Grössen c' den entsprechenden Grössen c gleich sind. Hier- 
nach ist 

2T = (?./2 v^) -f- ^?33 W- + ^ ^15 0^^ — 

Dieser Ausdruck lässt noch eine Vereinfachung zu durch eine 
passende Wahl des Anfangspunktes der Coordinaten auf der ^-Achse. 
Um das zu zeigen, führe man neben dem Coordinatensystem der 
Xj y j z ein zweites, dass der x\ y'y z' ein, das so gewählt sein soll, 
dass für jeden Punkt 

X = x'j y c==y' ^ z — z' a 

ist. Bei einer ähnlichen Bezeichnung, wie sie eben gebraucht ist, 
hat man dann 

u = u — aq\ P — p' 

v =v' ap\ Q = q' 

w = w' r = r' 

und 

(«2 + y-) + ^33^2 + <=44 {p^ 4- ?-) + Cco>'* + {uq — V p) 

=c^^'{^P-\-v'^) + c^^'(p^ + q"^) + c^.^'r''^ + 2c^rJ(uq —v'p') , 

woraus folgt 

^11 ~ ^11 ? ^33 ~ ^33 ) ^G() “ G;o ? 

^44 = ^4/ + 

• ^15 ^15 • 

Hieraus geht hervor, dass, wenn der Anfangspunkt der z' be- 
liebig gewählt ist, a so bestimmt werden kann, dass 

^15 = 0 

ist. Es wird dann 

2 T = + V-) -f- + ^uiP^ + lö) 

Die Voraussetzungen, auf welchen die Herleitung dieser Glei- 
chung beruht, sind erfüllt, wenn der Körper der Gestalt und Ver- 
theilung der Masse nach ein Rotationskörper ist 5 sie sind aber auch 
in mannigfaltigen andern Fällen erfüllt, z. B. wenn der Körper ein 
homogenes, gerades Prisma oder eine homogene, gerade Pyramide 
von (quadratischem oder regelmässig sechseckigem Querschnitt ist; 
in solchen Fällen wollen wir sagen, dass er den Charakter eines 
Rotationskörpers hat. 

Ist der Körper ein Rotationskörper in Bezug auf zwei auf ein- 
ander senkrechte Achsen, d. h. ist er eine Kugel, in der die Masse 
symmetrisch zum Mittelpunkte vertheilt ist, oder hat er den Charakter 
eines Rotationskörpers in Bezug auf zwei auf einander senkrechte 
Achsen, was z. B. bei einem homogenen Würfel oder einem homo- 
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teilen, reOTlären Oktaeder der Fall ist. und nimmt man diese Achsen 
zu zweien der Coordinatenachsen, so ist für ihn 

+ V^ + + ^44 (p^ + cf + ‘ 

Das hierdurch bestimmte T ist von derselben Form, wie die 
lebendige Kraft des Körpers selbst; nur seine Masse und seine Träg- 
heitsmomente in Bezug auf die- Coordinatenachsen erscheinen durcli 
die Flüssigkeit vergrössert; die Aufgabe, seine Bewegung in der 
Flüssigkeit zu bestimmen, ist auch in dem Falle, dass beliebige Kräfte 
auf ihn wirken, dieselbe, wie die Aufgabe, seine Bewegung im 
leeren Raume zu finden. Ist der Körper eine Kugel, so findet eine 
Vergrösserung der Trägheitsmomente durch die Flüssigkeit nicht 
statt; die Vergrösserung der Masse ist, wenn B den Radius bezeichnet, 
den Gleichungen 26) der vorigen Vorlesung und den Gleichungen 9) 
zufolge 

d. h. gleich der Hälfte der Masse der von der Kugel verdrängten 
Flüssigkeit. 

§ 4. 

Wir nehmen nun an, dass der in der Flüssigkeit bewegte Klh’per 
ein Rotationskörper ist oder den Charakter eines solchen hat, so dass 
die Gleichung 10) gilt. In diesem Falle lassen sich die Differential- 
gleichungen 3) vollständig integriren. Die letzte von ihnen wird 

= 0, d. h. r = const.; 

die andern werden 

du 

c,, = c,,vr — c.^.wq 

dn , 

'"m !/T == '^11 0"/ — ' 11) 

= (^11 — «i:>) + (^.1., - Cu) fjr 

~^r "" 

An Stelle von xi^ q sollen hier 4 andere Variable einge- 

führt werden. Nach den Gleichungen 7), 8) und 10) ist 

man kann daher setzen 

u == 6' cos / 

V == s sin f 


p = a cos (/ + xp) 

<? = ö sin (/• + ^) , 
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wobei 

■u- + = i-2, p‘i 4 - ql = ß1 ^ 

up -f- V(i — s6 COS ip , uq — vp == sö sin ip 

wird. Benutzt man noch, dass hiernach 


sds ==^ u du-\- V dv 6 da = p dp q dq 

s^df = u dv ~ V du a-^df + djjj) ^ p dq ~ q dp 


ist, so findet man leicht aas den Gleichungen 11) 

(Iw 


^3» dl 
da 
^11 ~dt 

d G 


C 


• l 'l d t 
df 


'■ c^^sa sin ^ 

— {^ 33 10 a sin iIj 
(<?33 — WS sin tl) 

G 


^ „ cos il^ — 

— ((<^33 -Cn)^ — j) w cos ip + c^^r. 




dt 


12 ) 


Drei Integrale dieser Gleichungen hat man in den Gleichungen 4). 
yie sind bei den neu eingeführten Zeichen 

^11 + ^41 ^ 

+ =^/ 

4” ^ ^ — N , 

Bührt man neue Constanteii a, b, g, a\ b\ g' ein, die in ge- 
wisser Weise von L, 1/, N, r und den Grössen c abhängen, so kann 
man dieselben schreiben 

$ = ya — a w^ 

0 = j/b — ü'w' 
s a cos ip ^ g — g' lo . 

Hieraus folgt 

.s a sin p 'l/(a — aw-) {b — (/tu') — - (g — g''wf. 

Die erste und vierte der Gleichungen 12) werden dadurch 


dl - 
df : 


dw 


Viii — a'w^) {}) 


b 'w^) 

ia-a^n 


(ü — o''^y' 

Qj — (J^ w dm 
• a'vr) {b — b'w^) ■ 


■ {y — fj mf 


Diese Gleichungen sind integrabel; ihre Integrale vervollständigen 
die Integration der Gleichungen 12). 
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§ 5. 

Weiter führen wollen wir die Berechnung der Bewegung des 
Köi'pers nur für einen Fall, der in dem im vorigen § behandelten 
als specieller enthalten und durch gewisse Anfangswerthe der Grössen 
Uj Vj tVjP, qj r charakterisirt: ist Man genügt den Gleichungen 11), 
wenn man 

z;==0,p = 0,r = 0 

setzt und u, q passend bestimmt; die Bewegung hat dann das 
Eigenthümliche, dass die xz-^hene im Raume dieselbe bleibt. Durch 
die genannte Annahme werden zwei von den Gleichungen 11) identisch 
erfüllt, die drei andern geben 

du 

^11 

dw 

^ 33 "^ — 

^ ■ 

Vergleicht man diese mit den identischen Gleichungen 

A cos am A/z/ am 

— A sin am I tzJ am A/ 

— l/{- sin am ll cos am A/, 

in denen die im § 1 der siebenten Vorlesung erklärte ßezeichnungs- 
weise benutzt ist und k den Modul der elliptischen Punctiojien ))c- 
deutet, so sieht man, dass sie erfüllt werden, wenn inan den Grössen 
Uy lü^ q die Werthe 

l sin am A , m cos am A ^ ^ am A / 

giebt und die Constanten /r, A, m, n passend bestimmt. Zwei von 
diesen Constanten bleiben dabei noch willkürlich; sie sind zwei von 
den drei Constanten der Integration, die die vollständigen Integrale 
der vorgelegten Differentialgleichungen enthalten müssen; die dritte 
könnte man einführen, indem man zu t eine additive Constante hin- 
zufügte. Die angegebenen Werthe können unter u, tu, q so vertheilt 
werden, dass alle in Betracht kommenden Grössen reell sind und / 
ein echter Bruch ist. Um das zu bewirken, gehe mau von den 
Gleichungen 

^11 + ^ 33 «^'' + ^44 == L 

+ ^ 33 ^ = M 


d sin am 1 1 
dt 

d cos am 1 1 
dt 

dd am Xt 
dt 
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auS; in welche die Gleichungen 4 ) bei dem durch 10 ) bestimmten 
Werthe von T und den über v^p^r gemachten Annahmen übergehen, 
und welche Integrale der Differentialgleichungen, um die es sich 
handelt, sind. Bedenkt man, dass, wenn die genannte Absicht er- 
reicht ist, cos^ am und am abnehmen, während sin- am wächst, 
so folgt aus der zweiten von diesen Gleichungen, dass eine von den 
beiden Grössen u und w durch sin am ausgedrückt werden muss, 
weil ihr zufolge v?’ und w‘^ in entgegengesetztem Sinne sich gleich- 
zeitig ändern. Aus den beiden Gleichungen ergiebt sich ferner 

^11 fea ““ ^ii) + <^33^44 0'^ = eonst. 
und ^33 — ^33)^^^ 4“ ^11 <^44^^ “ const. 

Da nun ^33, C44 positive Grössen sind (weil T nie negativ 
sein kann), so folgt aus derselben Eigenschaft der elliptischen Func- 
tionen, dass u oder w durch sin am ausgedrückt werden muss, je 
nachdem kleiner oder grösser als ist. Jeder dieser beiden 
Fälle theilt sich wiederum in zwei, die sich durch das Vorzeichen 
einer der in 13 ) vorkommenden Constanten unterscheiden. < ^33, 

also u durch sin am ausgedrückt, und ist die Constante 

-- «33 (^33 — ^11) + Cj, 

positiv, so kann q nicht verschwinden, es muss daher q durch z/ am, 
ta durch cos am ausgedrückt werden, da cos am für gewisse Werthe 
des Arguments verschwindet; das Umgekehrte findet statt, wenn die 
genannte Constante negativ ist. Eine ähnliche Betrachtung ist auf 
den Fall > <^33 anwendbar. 

In Bezug auf die Formeln, welche in diesen vier Fällen die 
sämmtlichen Unbekannten des Problems als reelle Functionen der 
Zeit darstellen, möge auf eine Abhandlung“'^) verwiesen werden, in 
der auch ein Fall der Bewegung des Kotationskörpers in der Flüssig- 
keit untersucht ist, in dem p und r nicht gleich Null sind, ein 
Fall, in dem der Anfangspunkt der z m einer Schraubenlinie 

sich bewegt. 

§ 6 . 

lin § 4 der vorigen Vorlesung haben wir das Geschwindigkeits- 
potential (p für den Fall berechnet, dass in der Flüssigkeit auf ge- 
gebene Weise zwei Kugeln sich bewegen, deren Radien unendlich klein 
gegen ihren Abstand sind. Hiernach sind wir jetzt im Stande, die 
Differentialgleichungen aufzustellen , nach denen die Bewegung dieser 
Kugeln vor sich geht, wenn gegebene Kräfte auf sie wirken. Hierzu 
ist es nöthig, die lebendige Kraft der Flüssigkeit zu berechnen. Diese 

*) Kirclilioff, lieber die Bewegung eines Rotationskörpers in einer Flüssig- 
keit; Borchardt’s Journal, Bd. 71, 
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ist, wenn die Dichtigkeit der Flüssigkeit = 1 gesetzt wird, gleich 
dem Integral 

— ij^ds (p , 

über die beiden Kugelflächen ausgedehnt; den Werth desselben für 
die erste Kugelfläche erhält man aus der Gleichung 30) der Torigen 
Vorlesung, wenn man benutzt, dass hier 


= xc cos (nx) + V cos {ny) + w cos {nz) 

On ^ ' 

J" is cos {7ix) = 0, ^ ~ ^ 

J* ds cos- {nx) = j*ds cos- {ny) = is cos^ {nz) 

J ds cos{ny)cos {n z)= J iscos {nz)tOB{nx)= iscos{nx) cos{ntj)=^0 


ist; vertauscht man in dem gefundenen Ausdrucke die gestrichenen 
mit den nicht gestrichenen Buchstaben, so erhält man den Werth 
desselben Integrales für die zweite Kugelfläche. So ergiebt sich die 
lebendige Kraft der Flüssigkeit 


™ (^2 ^ ^2 ^ ^ JL j ^'3 ^ ^'2 ^ ^^' 2 ) ^ J /^ 


wo 




d'^ i- 


F = — 7cB^ B/^ uu ~~~i- + {vtv' + V^'W) 


d^- 


+ ~w~ + 


de da 


14) 




^2 


1 


+ -ß- + -ßk, 


Dieser Ausdruck ist genau bis auf unendlich kleine Grössen, wenn 
man den Abstand der Kugeln als endlich und die Geschwindigkeit 
der Flüssigkeitstheile in endlicher Entfernung von diesen als endlich 
bezeichnet. Man hat zu ihm die lebendige Kraft der Kugeln zu 
addiren, um die lebendige Kraft T des ganzen Systemes zu erhalten» 
Wir wollen annehmen, dass jede Kugel ihren Scliwerjmukt in ihrem 
Mittelxmnkte hat imd nicht rotirt; sind 7n und 'm' die Massen der 
Kugeln, so ist dann ihre lebendige Kraft 

= f + W ^) + ^ (^.'2 + 

Finden Drehungen der Kugeln um ihre Mltteliiurikte statt, so 
gehen diese gerade so vor sich, als ob die Flüssigkeit nicht vorhanden 
wäre, und haben keinen Einfluss auf die Bewegung der Flüssigkeit 
und der Mittelpunkte der Kugeln. 
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Bezeiclinet man durcli JeT, Z und Ä', F\ Z' die Summen der 
Componenten der Kräfte, welche auf die beiden Kugeln wirken^ so 
sind die Differentialgleichungen der Bewegung ihrer Mittelpunkte, 
d. h. der Punkte {ci^ hj c) und («', h\ c'), nach dem Hamilton^schen 
Principe, also der Gleichung 2), diese 




da 

- 

db 


de __ 






dt 

“ LV ^ 

dt 

= V, 

dt 

— zo . 





da 

f 

d(/ 

= v\ 

de" 

=•• zu 





~dt “ 

- iL . 

' dt 

dt ~ 



d 

dT 

__ dT 

+ 


d 

dT _ 

dT 

+ 


dl 

du 

da 


dt 

du 

da 

Z 

d 

dt 

dT 

dv 

II 

+ 

r, 

d 

dt 

II 

dT 

db' 

+ 

r 

d 

dl 

dT 

dw 

II 

+ 

z, 

d 

dt 

dT ^ 

dT 

de' 

+ 

Z'. 


Wir wollen nicht darauf ausgehen, diese Gleichungen unter 
speciellen Voraussetzungen über die Kräfte JT, F, F, X\ F', Z' zu 
integriren, sondern aus ihnen die Werthe berechnen, die diese Kräfte 
haben müssen, damit die Kugeln in gewisser Weise sich bewegen; 
dabei werden wir nur den Pall ins Auge fassen, dass eine jede Kugel 
in gleichförmiger Bewegung begriffen ist, ti, v, w, u\ v', w' also 
Constanten sind. Wäre nur eine Kugel vorhanden, so würde diese 
gleichförmig sich bewegen, wenn keme Kraft auf sie wirkt; die 
Kräfte, deren Componenten — Z, — F, — Z und — Z', — F\ — Z' 
sind, kann man daher als solche bezeichnen, die die beiden Kugeln 
auf einander ausüben, ln Folge der Annahme, dass Vy zo ^ u\ v \ zo 
constant sind, dürfen wir in den Gleichungen 15) für T das durch 
14) delinirte V setzen. Macht man 






da 




db 


+ -g-- 


so ist 


„ di' , dP , dP 
V = u + V + w 


Da /* von u unabhängig ist, folgt hieraus 

dV ^dr 
dv> da 

und dann weiter bei Uücksicht darauf, dass P eine Function von 
a — (t\ h — b'y c — c' ist, 


d dl^ _dP 
dt da da 


da 



dP 

da 


+ 5^ 


db 


+ ZD 



Dieser Ausdruck ist === X. Hiernach sind — Z, — F, — Z die 
nach a, b, 6\ genommenen partiellen Difierentiaiquotienteii von 
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+ 





dc^ 



dadh 


und, wie durch eine ähnliche Rechnung sich ergiebt, — X\ — Y', — Z' 
die nach a'y V, c' genommenen partiellen Differentialquotienten von 

/ 0*— 

- ’>» J*'* V“' -gS- + ’’ -äl^ + »* 

■4~ 2 V to — Y2wu — Y2uv ) • 

* Chdc ' de da ' dadb J 

Es ist bemerkenswerth, dass hiernach die Kraft, mit welcher die 
eine Kugel auf die andere wirkt, von der Geschwindigkeit der 
letzteren unabhängig ist, und dass daher die Kräfte/ die die Kugeln 
auf einander ausüben, im Allgemeinen nicht gleich und entgegen- 
gesetzt sind. Es findet dieses nur statt, wenn die Geschwindigkeiten 
beider Kugeln von gleicher Grösse und gleicher oder entgegen- 
gesetzter Richtung sind. Es möge angeführt werden, dass die Kraft, 
die die zweite Kugel auf die erste ausübt, dieselbe Grösse und die 
entgegengesetzte Richtung als die Kraft hat, mit der ein magne- 
tisches Molekül in der zweiten Kugel auf eines in der ersten wirkt, 
wenn die magnetischen Achsen beider parallel der Bewegungsrichtung 
der zweiten Kugel und ihre magnetischen Momente gleich den Pro- 
ducten der Geschwindigkeit dieser in 

y% und R'^ Yit 

sind. 

Ist R == R'j u — u j V == v'j und lo = — w' ^ so dass Symmetrie 
in Bezug auf die a;y-Ebene besteht, so bleiben die Flüssigkeitstlieile, 
welche in einem Augenblick in dieser Ebene liegen, in derselben; 
man kann diese Ebene dann in eine feste Wand verwandeln, ohne 
die Bewegung zu stören. Dadurch kommt man auf den Pall einer 
Kugel, die in der Nähe einer ebenen Wand sich bewegt; die aufge- 
stellten Formeln lehren die Kraft kennen, mit welcher die Wand 
auf die Kugel wirkt. 

Es hat keine Schwierigkeit in ähnlicher Weise für den Fall, 
dass Uj Vy Wj ?/, w' der Zeit nach veränderlich sind, die Kräfte 
zu berechnen, die die beiden Kugeln auf einander ausüben. Ist das 
geschehen, so kann man auch die mittlere Kraft finden, mit der 
eine Kugel, die kleine Schwingungen ausführt, auf eine andere, 
ruhende wirkt. 



Zwanzigste Vorlesung. 

(Wirbelbewegungen. Gerade und parallele Wirbelfädeu. Bewegung 
mehrerer solcher Wirbelfäden von unendlich kleinen Querschnitten. Gerade 
Wirbelfäden, die einen Cylinder von elliptischem Querschnitt stetig erfüllen. 
Kreisförmige Wirbelfäden mit gemeinsamer Achse. Bewegung eines Wirbel- 
ringes und zweier Wirbelringe von unendlich kleinen Querschnitten.) 


§ 1- 


Wir haben bis jetzt nur Bewegungen einer incompressibeln 
Flüssigkeit betrachtet, bei denen für alle Theile derselben ein Ge- 
schwindigkeitsiDotential existirt; wir wollen jetzt annehmen, dass für 
gewisse Theile es ein solches nicht giebt, dass also, nach der im 
§ 3 der fünfzehnten Vorlesung erklärten Ausdrucksweise, Wirl)elfäden 
in der Flüssigkeit vorhanden sind. Wir werden voraussetzeu, dass 
die Wirbelfäden ganz im Endlichen sich befinden, die Flüssigkeit 
den ganzen Raum erfüllt, in der Unendlichkeit ruht, und dass die 
Geschwindigkeiten z;, lo im Punkte ij ^ z) sich stetig mit 
Xj i/j z ändern. Bei den Differeiitialquotienten von v, tu nach 
X, y j z wollen wir die Stetigkeit nicht voraussetzen, sondern endliche 
Sprünge derselben an Flächen als möglich ansehen. 

Bezeichnen wir nun durch g die Componeuten der Drehungs- 
geschwindigkeit im Punkte {x, ijy z), so ist nach den Gleichungen 13) 
der fünfzehnten Vorlesung 

2 g dw dv 

^ dy dz 


2 


Yl = 


dic 

dz 


dw 

doü 


1) 




dv 

div. 


du 

du 


ln Fuigo der liicompressibilität der Flüssigkeit haben wir* fern er 


du . dv , dw 

dx ‘ dy dz 


2) 


Wir zeigen zunächst, dass ?/, v, w vollkommen bestimmt sind, 
wenn g überall gegeben sind. Gesetzt es gäbe zwei Werth- 

systeme von Vj 10 ^ die den genannten Bedingungen genügen; 
ihro TTntorschiftdo bfizfiiehuon wir diircli v' ///: dann ist 



252 


Zwanzigste Vorlesung. 


dw' dv' ^ du' dw' ß dv' du ^ 

~d~ir ^ ^ dx dy ^ 

cl. h. es sind u\ v', w' die partiellen Differentialquotienten nach 
Xy ijy z einer fnnction, die wir g?' nennen wollen; sie sind ferner 
im ganzen Raume stetig und in der Unendlichkeit gleich Null; für 
cp' ergiebt die Gleichung 2) die Differentialgleichung z/g?'=0. Zur 
näheren Bestimmung der nur durch ihre Differentialquotienten defi~ 
nirten Function cp' können wir noch hinzusetzen, dass 99 ' überall 
stetig sein soll; es ist cp' dann auch einwerthig, da der Raum, den 
wir betrachten, ein einfach zusammenhängender ist. Nach einem im 
§ 7 der sechszehnten Vorlesung bewiesenen Satze folgt hieraus aber, 
dass cp' = const., also 0 , v' = 0 , iv' — 0 ist. 

Setzt man 


_dW 

dv 

dy 

dz 

ZU 

dw 

~ dz 

dx 

_ 

du 

dx 

dy 


wo Uy V, W drei neue, unbekannte Functionen bezeichnen, so 
wird die Gleichung 2) erfüllt; auch den Gleichungen 1 ) wird genügt, 


wenn 

und 


JV = — 2ny — 


du . dr . dTv 

dx ' dy * dz 


0 


4) 


ist. Die 3 ersten von diesen Gleichungen bestehen der Gleichung 11 } 
der sechszehnten Vorlesung zufolge, wenn man 


U== 
V = 

w = 



5) 


macht, y^Q dt ein Element des von den Wirbelfäden erfüllten Raumes 
und r die Entfernung desselben von dem Punkte bedeutet, auf den 
Uy Vy W sich beziehen. Dabei sind 11, V, IV mit ihren ersten 
Differentialquotienten im ganzen Raume stetig und in der Unendlich- 
keit gleich Null, woraus dann folgt, dass auch u, w stetig sind 
und in der Unendlichkeit verschwinden. Dass auch die letzte der 
Gleichungen 4) erfüllt wird, lehrt die folgende Betrachtung. Aus 
den o ersten der Gleichungen 4) ergiebt sich 
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also in Folge der Gleichungen 1) 


A 



= 0 . 


Die Function ist überdies im ganzen Räume 

stetig und verschwindet in der Unendlichkeit. Ihre Differentialquo- 
tienten nach Xy -y^ z sind auch überall stetig, ausser etwa an der 
Oberfläche des von den Wirbelfäden erfüllten Raumes. Es soll be- 
wiesen werden, dass sie auch hier keine Sprünge erfahren. Es sei äs 
ein Element dieser Oberfläche, Ui die innere, 7ia die äussere Normale 
von dSy nach dem durch die Gleichung 10) der sechszehnten Vor- 
lesung ausgesprochenen Satze ist dann 




' dn^dx 


dnidy ^ d^i^dy 
dn^dz ' dn^dz 


2 g COS {nix) 

2ri cos ipiy) 
2£ cos 


woraus folgt 


_L. o. j- J- ?Z. o. 

dn. ' dy dz J *0«^ ‘ dy ' dz J 

== — 2 /^g COS (n.ix) -f- ^ cos (jiiy) + t cos (n^z)] • 


Nach der^ im § 3 der fünfzehnten Vorlesung gegebenen Defini- 
tion eines Wirbelfadens ist aber der Ausdruck auf der rechten Seite 
dieser Gleichung gleich Null. Es erleidet daher 


d , dF , d^\ 

dn- \^dx, ^ dy dt ) 


keinen Sprung an der Oberfläche des mit Wirbelfäden erfüllten 
Raumes. Nach einer im § 7 der sechszelmten Vorlesung gemachten 
Auseinandersetzung ergiebt sich hieraus die letzte der Gleichungen 4). 

Hiermit ist bewiesen, dass, wenn für einen Augenblick g, ^ 
für alle Theile der Wirbelfäden gegeben sind, die Gleichungen 3) 
und 5) die Geschwindigkeiten ?/, Vy w aller Plüssigkeitstheile für 
denselben Augenblick kennen lehren. Aus den Gleichungen 


(Ix 

di 


= Uy 



dz 

dt 


w 


kann man dann weiter die Verrückungen finden, welche irgend ein 
Flüssigkeitstheilchen , also auch ein Element eines Wirbelfadens, in 
dem Zeitelement dl erleidet. Aus den Verrückungen aber, welche 
die Theile der Wirbelfäden in dieser Zeit erfahren, erlauben die im 
§ 3 der fünfzehnten Vorlesung bewiesenen Sätze die entsprechenden 
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Aenderungeii von g zu berechnen. Wenn g für die Zeit t 

gegeben sind, sind sie daher auch für die Zeit l dt bestimmt; die 
Bewegung der Flüssigkeit ist also vollkommen bestimmt, sobald für 
emen Augenblick gegeben sind. 

Die Gleichungen 3) und 5) zeigen, dass jedes Element der Wirbel- 
fäden dr gewisse Theile zu den Werthen der Geschwindigkeitscom- 
ponenten ti, tv beiträgt; diese Theile sind 



Sieht man diese Grössen als die Componenten einer Geschwindig- 
keit an, so ist die Richtung dieser senkrecht auf der Drehungsachse 
des Elementes dt und senkrecht auf der Linie r; das erste folgt 
daraus, dass die Ausdrücke 6) mit S multiplicirt eine verschwin- 

dende Summe geben, das zweite daraus, dass dieselben Ausdrücke 

auch, wenn sie mit multiplicirt sind, die Summe Null 

haben. Die Grösse der resultirenden Geschwindigkeit ergiebt sich 
leicht 


dz 

27t 


+ + r 


sin ^ 

^2 ; 




wenn ^ den Winkel zwischen der Richtung der Drehungsachse von 
dr und der Richtung der Linie r bezeichnet. Die Zweideutigkeit, 
die in Betreff der Richtung der Geschwindigkeit geblieben ist, liebt 
sich durch die Erwägung, dass diese Richtung stetig mit dem Orte 
sich ändert und in der Nähe des betrachteten Theiles des Wirbel- 
fadens durch den Sinn der Drehung dieses bestimmt ist. Es möge 
erwähnt werden, dass die in Rede stehende Geschwindigkeit der 
Richtung und Grösse nach mit der Kraft übereinstimmt, welche ein 
Element eines elektrischen Stromes, das am Orte von dr sich be- 
findet und die Richtung der Drehungsachse hat, auf einen Magnet- 
pol ausübt, dessen Ooordinaten x, y,z sind. 

Wir leiten noch einen merkwürdigen Ausdruck für die lebendige 
Kraft der Flüssigkeit ab. Bezeichnen wir dieselbe wieder durch T 
und setzen die Dichtigkeit der Flüssigkeit == 1 , so ist 

+ 7) 

wo die Integration über einen Raum anszudehnen ist, der durch eine 
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geschlossene Fläche begrenzt ist, deren sämmtliche Punkte in der 
Unendlichkeit liegen. Welches die Gestalt dieser Fläche ist, ist in 
Bezug auf den Werth von T gleichgültig, wie die Rechnung zeigen 
wird, die wir durchführen wollen. Mit Hülfe der Gleichungen 3) 
giebt die Gleichung 7) 



eTeden der 6 Theile, in welche dieses Integral sich zerlegen lässt, 
integrire man partiell nach x, y oder 2 r; da ü ^ V , W und v, w 
überall stetig sind und in der Unendlichkeit der Art unendlich klein 
werden, dass, wenn R die Entfernung des Punktes, auf den sie sich 
beziehen, von einem im Endlichen liegenden Punkte bezeichnet, 

RU, RV, RW und R?u, R^v, R^w 
nicht unendlich sind, wenn R es ist, so ergiebt sich dann 

dw dv\ , T/ (du , jrr fdv du\l 

dl, - dz) + ^ ~ 17, )\ 

oder nach 1) 

T=jdr{ül-{- Vri + Wi). 8 ) 

Bezeichnet man durch dx' ein zweites Volumen elem ent, durch. 
ri', g' die Werthe von rj, ^ fm dasselbe, und durch r den Ab- 
stand der Elemente dt und dx' von einander, so kann man in Folge 
der Gleichungen 5) hierfür auch schreiben 

9) 

§ 2. 

Bevor wir von den im vorigen § entwickelten Gleichungen eine 
Anwendung machen, wollen wir entsprechende Gleichungen für einen 
Fall ableiten, in dem die Rechnungen viel einfacher werden, als in 
dem dort behandelten, für den Fall nämlich, dass die Bewegung 
überall parallel eme?' Ebene, der a:?/ -Ebene, und unabhängig von 
der z-Ordinate des betrachteten Punktes ist. Wir wollen uns vor- 
stellen, dass die Flüssigkeit durch zwei der a;^-Ebene parallele Wände 
begrenzt ist; zwischen diesen soll sie sich in die Unendlichkeit er- 
strecken und hier ruhen. 

Unter den genannten Voraussetzungen ergeben die Gleichungen 1) 

1 = 0, ^ = 0 

und 

2?=!'’— lOI 
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Daraus folgt, dass die Wirbelfäden der z-Aelise parallel sind. 
Da sie hiernach ihre Länge nicht ändern, so muss nach einem im 
§ 3 der fünfzehnten Vorlesung bewiesenen Satze der Werth von 
t für irgend ein Flüssigkeitstheilchen der Zeit nach unveränder- 
lich sein. 

Sind für einen Augenblick die Werthe von t als Functionen von 
X und y gegeben, so findet man ti und r für denselben Augenldick 
aus der Gleichung 10) und der Gleichung 


welche die Bedingung der Ineompressibilitrit ausspricht. Diese Glei- 
chungen in Verbindung mit der Festsetzung, dass n und v überall 
stetig sind und in der Unendlichkeit verschwinden, bestimmen n und v 


eindeutig und ergeben 




dJV 

dy 


dW 


W 




11 ) 


wo df ein Element der a:y-Ebene bedeutet, § auf dieses sich bezieht 
und Q die Entfernung desselben von dem Punkte (.^% ^) der a;j7-Ebene 
bezeichnet. Beide Behauptungen lassen sich leicht lieweisen mit 
Hülfe der im § 9 der sechszehnten Vorlesung gemachten Auseinander- 
setzungen durch Betrachtungen, die denen ganz ähnlich sind, durcli 
welche die entsprechenden im vorigen § bewiesen sind. 

Hat man ans 11) ti und v bestimmt, so iiiulet mau aus den 
Gleichungen 


bei Benutzung des Umstandes, dass ^ für jedes Flüssigkeitstheilchen 
ungeändert bleibt, die Bewegung des Tbeilchens, auf wolches man 
X und y bezieht. 

Die Gleichungen 11) zeigen, dass jeder Wirbelfailen, dessen 
Querschnitt df ist, gewisse Theile zu den Werthen von n und v 
beiträgt, nämlich die Theile 

^±.1AL19. 

Q dy TC Q {)x 

Sieht man dieselben als die Conipononten einer Geschwindigkeit 
an, so ist die ßiehtung dieser senkrecht auf der Linie q mid ihre 
Grösse ist 

7t Q 

Setzt man den Abstand der beiden, der xy-Ebene parallelen, 
die Flüssigkeit begrenzenden Wände — 1 und siiclit einen Ausdruck 
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für die lebendige Kraft T auf einem Wege, der dem im vorigen § 
bei der Berechnung von T eingeschlagenen analog ist, so ergiebt sich 
T als unendlich; es sei denn, dass 



ist. 

Wir definiren die Grössen und durch die Gleichungen 

XoJtdr=Jxtaf, y,jtdf=^jyldf-, 12 ) 

bezeichnen wir g als die Dichtigkeit einer Masse, die auf dem Element 
df der ^ry-Ebene ausgebreitet ist, so werden und die Coordi- 
naten des Schwerpunktes der ganzen vorhandenen Masse ; wir wollen 
den Punkt, dessen Goordinaten Xq und y^ sind, den Schwerpunkt der 
Wirbelfäden nennen. Dieser Punkt verändert nicht seinen Ort, wie 
die folgende Betrachtung lehrt. Da ^ und df^ bezogen auf dasselbe 
Flüssigkeitstheilchen, der Zeit nach unveränderlich sind, so folgt aus 
den Gleichungen 12) 

Setzen wir hier für u und v ihre Werthe augr 11), so erhalten 
wir, wenn df ein zweites Element der a:?/-Ebene und p die Ent- 
fernung der Elemente df und df vön einander bedeutet, 

^'-/s '*/■-- v//«' “f“'’ 

-‘ßw- - 1 -// 

Jedes dieser beiden Doppelintegrale ist == 0. Jedes Paar von 
Elementen der Fläche, über die zu integriren ist, kommt nämlich 
zweimal in ihm vor; einmal ist das' erste Element für df^ das zweite 
für df zu setzen, und umgekehrt das andere Mal; bei der Vertau- 
schung der gestrichenen und un gestrichenen Buchstaben nehmen die 
zu integrirenden Grössen aber die entgegengesetzten Werthe an, es 
heben sich daher paarweise die Elemente eines jeden der beiden 
Do})pelintegrale auf. Daraus folgt 

/A dyjs ^ 

dt ” dt 

d. h. der Schwerpimkt der Wirbelfäden ändert seinen Ort mit der 
Zeit nicht. 

§ 3. 

Die im vorigen § entwickelten Sätze wollen wir nun auf den 
Fall anwenden, dass nur ein Wirbelfaden oder einige Wirbelfädeii 

Kiv eil hoff, Mechanik. 3. Anfl. 17 
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von unendlich, kleinem Querschnitt vorhanden sind. Wir nehmen 
zunächst an, dass nur ein solcher existirt und setzen für denselben 

13) 

dabei sehen wir m als endlich an; es muss dann ? unendlich grosse 
Werthe haben. Wir setzen nicht voraus, dass ^ constant ist; aber 
sein Vorzeichen soll g nicht wechseln; der Schwerpunkt des Fadens 
liegt dann immer in oder unendlich nahe an seinem Querschnitt. Für 
alle Punkte, die in endlicher Entfernung von dem Wirbelfaden liegen, 
ist den Gleichungen 11) zufolge 


u = 


dy ^ 


d__ 

dx ’ 


W= ~ — ml 


WO der Anfangspunkt von q ein beliebiger Punkt des Querschnitts 
des Fadens ist. Unendlich nahe an und in dem Faden sind lf\ //, v 
im Allgemeinen unendlich gross 'und ihre Wertlie sind von seinem 
Querschnitt und den Werthen, die ^ für die einzelnen Theilchea hat, 
abhängig; für den Schwerpunkt des Fadens sind aber nach dem am 
Ende des § 2 bewiesenen Satze u und ^; = 0. Insofern können wir 
sagen, dass der Wirbelfaden an seinem Orte bleibt, obwohl im All- 
gemeinen sein Querschnitt sich ändert und sein Schwerjninkt zu ver- 
schiedenen Zeiten in verschiedene Flüssigkeitstheilchen fällt; jedes 
Flüssigkeitstheilchen, das in endlicher Entfernung von ihm sich l)e- 
findet, beschreibt um ihn einen Kreis mit der gleich)>leibenden (.le- 
schwindigkeit 

m 

TtQ 


Nuu seien mehrere solche Wirbelfiklen , wie wir eb(Mi einen uns 
gedacht haben, vorhanden; ?n,, m^, . . seien die Werthe des in 13) 
= m gesetzten Integrals für dieselben; a;,, x^, y.,, . . die Goordi- 

naten ihrer Schwerpunkte zur Zeit t-, . . die Eiitlernungen 

dieser von dem Punlrte [x, y); dann ist für alle Punkte, die in end- 
lichen Entfernungen von .den Wirbeltäden liegen, 


d 
dy ’ 


dH 
dx > 


— 



lg 9i , 


wo die Summe in Bezug auf den Index zu nelnnen ist. Eie Schwer- 
punkte dei W^irbelfäden bewegen sich; diejenigen Thcile von w und v 
für den Schwerpunkt eines Fadens, die von dicxam Faden herrühren, 
sind aber Null; es ist daher, wenn wir n^ und r^ auf den Schwer- 
punkt des Fadens beziehen, für welchen der Index 1 gilt, voraus- 
gesetzt, dass je zwei bilden in endlicher Entfernung von einii,nder 
sich befinden. 


dyi ’ 


dw, 

ea,', ’ 





P,2 + 


lg 9i:i + • •) ’ 
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wo ^> 13 ? ‘ • die Entfernungen des Schwerpunktes des Fadens 1 
von den Schwerpunkten der Fäden 2, 3, . . bedeuten. Die Glei- 
chungen, welche nach dem Muster dieser gebildet werden können, 
lassen sich schreiben 

dP ^ _ dP 

diji ^ ^ di dy2 ^ 

^ ™ _ 8 ^ . 14 ) 

dx.^ ^ ^ dt dx^ ^ 

wo die Summe in Bezug auf alle Combinationen je zweier verschie- 
dener Indices zu nehmen ist. 

Einige Integrale der Gleichungen 14) lassen sich finden, wie 
gross auch die Zahl der Wirbelfäden ist. Der Werth von P bleibt 
ungeändert, wenn ^3^2? * • oder . . um dieselbe Grösse 

vermehrt werden; daraus folgt 





d. h. 


21 ^ = 0 2 -^- 0 . 

^ — const. und ^ y^ — const. 


15 ) 


Diese Integrale lehren nichts Neues; sie sprechen den schon be- 
wiesenen Satz aus, dass der gemeinsame Schwerpunkt der Wirbel- 
fäden an seinem Orte bleibt. 

Multiplicirt man die Gleichungen der ersten Horizontalreihe in 
14) mit dy^j dy^j . die der zweiten mit — dx^f — dx^, • . und 
addirt dieselben, so erhält man 

dp == 0, d. h. P = const. 16) 

Ein viertes Integral findet man, wenn man statt der recht- 
winkligen Coordinaten Polarcoordinaten einführt, durch die folgende 
Ueberlegung. Es sei 

»Tj = COS fi’ji , €^2 • ^2 ® 

=^lSinfi’,, 2/2 = ^2Sili '^2? • • 

Die Differentialgleichungen 14) gehen durch diese Substitutionen 
über in 




dP 

2/^4, p4) 

Isi.— 

dP 

äi 

d», ’ 

dt 


Cl 

d», 

dP 



dP 

dt ~~ 


dt 



Aus dem Umstande, dass P nach der in 14) gegebenen Definition 
ungeändert bleibt, wenn die Winkel '9*^, . . um dieselbe Grösse 

wachsen, folgt 
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2 - 


dP 

d»i 


0 ; 


die Gleichungen der oberen Horizontalreihe in 17) ergeben daher 

^ = const. 18) 

Wir ziehen auch aus den Gleichungen der unteren Horizontal- 
reihe in 17) einen Schluss. Werden, während die Winkel ■9',, •ö',, . . 
ungeändert bleiben, pj, ^2; • • Verhältniss von 1 : n ver- 

grössert, also Ig^)), lg 4)3, . . um lg vermehrt, so wachsen die 
Grössen auch in dem Verhältniss 1 : also die Grössen lg p,., 

um lg nach 14) wächst dann also P um 


Daraus folgt 

— lg n 

V JZ _ _ 

1 'V 

- ^ yjll 


^ ^ lg Ci 


oder 

V 

2j ~ ■ 


und daher den Gleichungen 17) zufolge 



(U "sri 


Sind dt'ei Wirbelfäden vorhanden, so kommt hiernach die Auf- 
gabe, ihre Bewegung zu bestimmen, auf die Auflösung von Glei- 
chungen und die Ausführung von Quadraturen zurück. Führt man 

nämlich als zu bestimmende Variable etwa pi, Pj, (>3, O-., — 1%, d'.^ 

und O'i ein, multiplicirt die Gleichungen 1.5) einmal mit'cosfi^,, sin 
dann mit — sinO-j, cos ■9, , und addirt sie jedesmal, so kann man 
durch Auflösung der so entstehenden Gleichungen und der Glei- 
chungen 16) und 18) von den Variabein p,, pj, — .S'i, 9.,— 9, 

vier durch die fünfte ausdrücken. Gesetzt, es seien' durch p, die 
übrigen ausgedrückt; aus 19) und der Gleichung 

w, p, rf9, = ül , 

welche in dem Systeme 17) vorkoramt, kann man dann durcli tjua- 
draturen 9, und t als Functionen von p, linden*). 

Sehr leicht angebbar ist die Bewegung der Wirbeltäden, wenn 
deren nur ztvgz vorhanden sind. Man nehirxe den Schwerpunkt der- 
selben zum Anfangspunkte der Coordinaten; dabei wird dann 


dl dP ’ 

die Gleichungen 16) und 18) ergeben 

Pi = const., p., == const. 

*) Vergl, Oröbli, Inaiigural - Dissertation , Güttingen 1877. 



§ 3. Zwei gerade Wirbelfäden. 


261 


imd aus 19) folgt 

dO'i _ dQ'2 _ Wj W2 

dt dt 7c ^ 

Mit der hierdurch bestimmten Winkelgeschwindigkeit drehen 
sich die beiden Wirbelfäden um ihren Schwerpunkt. Dabei ist 

wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem und von 
gleichem oder entgegengesetztem Vorzeichen sind, d. h. je nachdem 
die Wirbelfäden in gleichem oder entgegengesetzten Sinne rotiren. 
Aus 20) folgt daher 

1 

di 7t Pg ~f~ Pi 

d%'z 1 W2i 

dt ^ Ci ifc ^2 

Eine besondere Betrachtung verdient der Pall, dass 


m^ — — 

ist; der Schwerpunkt der Fäden liegt dann in der Unendlichkeit, 
Pj und p 2 unendlich gross, aber die Differenz dieser Längen 

ist endlich und gleich dem Abstande der Fäden von einander. Die 
Bewegung der Fäden ist eine, bei der sie mit gleicher Geschwindig- 
keit senkrecht zu ihrer Verbindungslinie fortschreiten. Diese Ge- 


schwindigkeit ist 


Ql 


dt 


oder 


1 7il2 

^ Qi Qi 


Die Theilchen, welche zwischen den beiden Fäden liegen, bewegen 
sich in derselben lüchtung, wie diese; die Theilchen, welclie in der 
M'älc zwischen ihnen sich befinden, mit einer 4 mal so grossen Ge- 
schwindigkeit, als sie. 

Die Flüssigkeitstheilchen, welche in einem Augenblicke in der 
Ebene liegen, welche den Abstand der beiden Fäden halbirt und 
senkrecht schneidet, bleiben in dieser Ebene. Die gedachte Be- 
wegung der Flüssigkeit kann daher auch bestehen, wenn die ge- 
nannte Ebene eine feste Wand ist; man kann dann die Flüssigkeit 
auf der einen Seite dieser sich fortdenken, und kommt so auf den 
Fall eines Wirbelfadens, der parallel einer, die Flüssigkeit begrenzen- 
den, festen Wand fortschreitet. 


§ 'i* 

Wir wollen nun noch die irn § 2 abgeleiteten Gleichungen auf 
einen Fall anwenden, in dem die vorhandenen Wirbelfäden sich stetig 
an einander schliessen und einen Cylinder von endlichem Querschnitt 
bilden. Wir nehmen an, dass g denselben Werth für alle Punkte 
des Querschnitts hat und dass dieser in einem Augenblick eine 
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Ellipse ist; die Eechnung wird zeigen, dass allen Bedingungen des 
Problems dann durch die Annahme genügt wird , dass derselbe immer 
eine Elhpse ist, deren Achsen gleiche Längen behalten und mit 
gleichbleibender Geschwindigkeit sich drehen. Die Gleichung der 
Grenzlinie des Querschnitts zur Zeit t schreiben wir 

Fix, y, if) = 0; 

da diese Linie immer dieselben Plüssigkeitstheilchen enthält, so muss 
nach den bei der Gleichung 31) der zehnten Vorlesung gemachten 
Auseinandersetzungen für sie auch 


oder bei Rücksicht 


dt 


I dF . dF 


auf die Gleichungen 11) 
dt dy doc dx dx 


21 ) 


sein. Nun setzen wir 


F= a^^x'^ + 2ay,xy + — l, 

wo «ij, « 12 , «22 gewisse Functionen von l sind. Führen wir neben 
dem Coordinatensystem der x, y ein zweites, dass der x', 1 / ein, 
dessen Achsen in die Hauptachsen der in Rede stehenden Ellipse 
fallen, schreiben wir die Gleichung dieser 

^.'2 0/2 

± L = 1 

und setzen 


== a; cos d' y sin d'y y' = — x sin d' -{- (/ cos ; 22) 

so wird 

cos^ d' -J- ä- sin- d' 

arb'^a^^ — (b- — or) cos d' sin '9’ 23) 

a^b-a ,2 = sin^ 'd' + a- cos- O- , 

wo '9’ von t abhängig ist, a und b aber constant sind. Was den^ 
aus 11) zu bestimmenden Werth von IV betrifll, so ist nach der in 
der Gleichung 10) der ^ichtzelmten Vorlesung gemachten Angabe 

W = const. — ipx'- + tty'-) 

für jeden Punkt im Innern der Wirbelfädeii oder in ihrer Grenze. 
Man hat daher für diese Punkte 


W = const. (^ 11 ^’“ 4" ; 

wo 

= b cos- d' a sin- O’ 

^12 = (^ — ä) cos ^ sin 0 ’ 24 ) 

^22 = ^ sin*“^ + a cos- d ' . 
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Die Gleichung 21) ist hiernach nicht allein an der Grenze, son- 
dern für alle Punkte des Querschnitts der Wirbelfäden erfüllt, falls 
d' so als Function von t bestimmt wird, dass den drei Gleichungen 

^ = 2 g K, J,, - «22^11) 

(ö + &) ^ = 4 g (aj 24 , — «22^12) 


Genüge geschieht. Die Gleichungen 23) und 24) zeigen nach leichter 
Rechnung, dass das der Pall ist, wenn 

Of, ab 

~di ~ + 


gemacht wird. Mit der hierdurch bestimmten Winkelgeschwindigkeit 
dreht sich der elliptische Cylinder, den die Wirbelfäden bilden, um 
seine Achse; dabei erfahren die Fäden aber auch relative Verschiebungen. 
Man findet diese, wenn man die auf dasselbe Plüssigkeitstheilchen 
bezogenen Coordinaten x\ y' durch die Zeit ausdrückt. Durch eine 
Betrachtung, wie wir sie schon an die Gleichungen 2) der neunten 
Vorlesung zu knüpfen hatten, und bei Berücksichtigung des Um- 
standes, dass die Componenten der Geschwindigkeit nach den Achsen 


der x' und y 
sind, folgt aus 22) 


d W 
drj 


und 


dco' 


di “ dy' F y dt ^ dt di ^ 

Fl. — __ Fl ^ 

\it [a + by^ ^ dl [a + hy^ ' 


Setzt man der Kürze wegen 




d. h. nennt man l die Winkelgeschwindigkeit, mit der der be- 
trachtete elliptische Cylinder sich dreht, so sind die Integrale dieser 
Gleichungen 

x' = a% cos {It + ^), y' =.b% sin + fc.) , 


wo % und y. die Constanten der Integration sind und das Plüssig- 
keitstheilchen bestimmen, auf welches x' und y' sich beziehen; die 
erste von diesen muss ein echter Bruch sein, da die durchgeführte 
Rechnung nur für die Flüssigkeitstheile gilt, welche die Wirbelfäden 
bilden. Berechnet man x und y aus x und ij' mit Hülfe der 
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Gleiclumgen 22) und wälilt den Anfangspunkt der Zeit so, dass d' 
und t gleichzeitig verschwinden, so ergiebt sich 

X ^ a% cos (J^t fi) cos Xt — sin {It + sin It 
y ^ a% cos (It + sin Xt b% sin (Ä/f -f- cos Xl 

oder 

gQ 5 ^ 0QS ^2 A / -[- f*') H“ 2 “ ^ ^ 

y = % sin (2 A/ + fc) — % sin ^ . 

Diese Gleichungen zeigen, dass ein jedes der betrachteten Flüssig- 
keitstheilciien sich in einem Kreise mit gleichbleibender Geschwindig- 
keit bewegt und einen Umlauf auf diesem in der Zeit - vollendet ; 
die Eadien und Mittelpunkte dieser Kreise sind für die verschiedenen 
Theilchen verschieden. 

Ist eine von den Halbachsen a und b der Ellipse als unendlich 
gross gegen die andere zu betrachten, so verschwindet A 5 die Linie, 
in welche die Ellipse sich dann verwandelt, erleidet also keine 

Drehung. Ist Z? , so wird A == -|^ 5 die Theile des Kreises , in 

welchen die Ellipse dann übergeht, drehen sich ohne Veränderung 
ihrer relativen Lage um den Mittelpunkt mit der Winkelgeschwin- 
digkeit 

§ 5. 

Es soll jetzt von den im § 1 entwickelten Gleichungen eine 
Anwendung auf den Fall gemacht werden, dass alle vorhaudeiien 
Wirbellinien Kreise sind, die zur gemeinschaftlichen Achse die c-Aclise 
haben. Wenn dieser Zustand in einem Augenblicke besteht, so be- 
steht er immer; setzt man 

Q = 'l/x' IJ' j 

so ist Gestalt und Lage jeder Wirbellinie zu irgend einer Zeit durch 
die beiden Variabein q und bestimmt; die Hahn eines Fl üssigkeits- 
theilchens liegt in einer durch die sr-Achse gehenden Ebene und 
ihre Gleichung ist eine Gleichung zwischen q und 
Macht man 

X = Q cos d' y !/ == Q sin ; 

so wird unter der genannten Annahme 

^ =3 — ö" sin O* , = (j cos '0’ , g = 0 , 

wo 0 nicht von d' abhängt. In Folge der letzten dieser Gleichungen 
und der letzten der Gleichungen 5 ) ist 
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§ Ö. 


also nach 3) 


W = 


^ == M ^ . 

dz dz ’ da; dy 


25) 


Bezeichnet man durch dt' ein Element des Volumens, durch 0\ 
' 0 ’', q', z' die Werthe von <?, '^5 z für dieses und durch r seine 
Entfernung von dem Punkte (O-, q, z) oder (a;, z), so folgt aus 

5) weiter 

jy 1 /"ö' sin 1 cos < 0 ’' r/x' 

^ tTtJ 7* ' ^ ~ 2 TT J ;• ’ 

dabei hat man 

dr' == q' dQ' dz' d%'' 

= {z' ~ zf + + q' — 2q'q cos {%'' - 0 ’). 

Führt man an Stelle von S'' 

q) = ^ 

ein und bemerkt, dass in Bezug auf g) von 0 bis 2jr integrirt wer- 
den kann, und dass 

^2 7t 


J sin q)f/qp ^ 


^^■ = 0 
cos qp 


ist, so ergiebt sich 

U= — S sin d , V = S cos ■9’ , 
wo S nicht von %' abhängig ist. Öetzt mau 


26) 


/* cos 

J — -)- + e'' 


cos cp ({(p 


" e ' e (p 


=^R{z' - z, q\ q), 27) 


SO wird 


i.' == ^■ 


28) 


Bezeichnet man noch durch 6 ‘ die Componente der Geschwindig- 
keit nach der ßichtung, in welcher q wächst, d. h. macht man 

u = s COS '9’ , V == s sin 9 , 

so ergeben die Gleichungen 25) und 26) für die beiden zu bestimmen- 
den ffeschwindigkeitscomponenten und w 


== — 


aos» 


WQ 


dg 


29 ) 


Dabei ist für ein jedes Flüssigkeitstheilchen 


dg 

dl 


W 


dz 

(Ü 
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Für die lebendige Kraft der Flüssigkeit, T, findet inan aus 8 ) 

T = JS6 dt 

T==2xJsQ0df 30) 


oder 

oder auch 


= J 06' 


dfdf\ 


wo df und df' die Querschnitte der vorhandenen Wirbelfäden be- 
zeichnen. 

Was den Werth der Function R an belangt, so findet man aus 
27), wenn man 

q) = TC — 2ip 

setzt, 


‘■—iw 

0 

oder, wenn man 

k- = 


(1 — 2 sin^ ip) d ap 


4: q'q 


(z^-zy + iQ'+Qy 


K 


macht. 


0 0 


ip d tp 


31) 


Wir wollen nun Betrachtungen anstellen, die denjenigen ent- 
sprechen, welche wir im § 2 an die Gleichungen 12) geknüpft 
haben. Es beruhten diese wesentlich auf dem Umstande, dass die 
Function 

lg j/{x' — xy + {!/' — yy 

die Eigenschaft besitzt, dass ihre nach x und y genommenen Dilleren- 
tialquotienten die entgegengesetzten Werthe annehmen, wenn man 
die gestrichenen Buchstaben mit den imgestrichenen vertauscht. Nun 
hat die durch 27) oder 31) definirte Function ß die ähnliche Eigen- 

Schaft, dass den entgegengesetzten Werth erhält, wenn man die 

gestrichenen Buchstaben mit den uiigestrichenen vertausclit 5 daraus 
folgt 

0 = J’J’q q ' GG' elf df 

oder bei Kücksicht auf die Gleichung, die durch Differentiation nach 
aus 28) entsteht. 
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0 =j1o () df. 

Nacli 29) lässt sich diese Gleichung schreiben 


oder 


oder 


j 


32) 


a df — const. , 


da 6 df für jeden Wirbelfaden der Zeit nach unveränderlich ist. 

Dieser Gleichung lässt eine zweite sich an die Seite stellen. 
Bildet man aus dem Werthe von den Ausdruck für lg k und 
differentiirt die so erhaltene Gleichung partiell nach q und nach Zj 
so erhält man 

dQ {9'+ Qf 


also 


2 dk 
k ^ 

2 dk 

T ~ Tz~ ly^^^WTW+W' ’ 


(z' - z)^+ {q' + gf 
2ziz'-z) 


_L 


dk 


!)= 


^'2 ^2 _ 


• Q 


'2 . 


(,'_, 32 +( p'+^)2 


Da k bei der Vertauschung der gestrichenen und ungestrichenen 
Buchstaben sich nicht ändert, so ist hieraus zu schliessen, dass 


_L 


dz 


bei dieser Vertauschung den entgegengesetzten Werth bekommt. 
Dieselbe Eigenschaft hat daher auch nach 31) 


d ft j 
dk 




oder, was dasselbe ist, da 


d 

dQ ' 


d^i dk 
dk dQ 

du 


dji 

dz ' 


dJi H 

dk dz ’ 


Hieraus folgt 




m 


dH , 
9 a „ + 


oder bei Rücksicht auf die Gleichung 28) 


Da 
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ist, so lässt sich hierfür nach 29) und 30) auch schreiben 

j{wQ - SZ) Q0df = 

oder endlich 34) 



Noch führen wir die Gleichung 

T = coiist. 35) 

an; sie spricht den Satz von der Erhaltung der lebendigen Kraft 
aus^ der für den vorliegenden Eall gilt. 


§ 6 . 

Wir wollen jetzt den Eall verfolgen, dass nur ein kreisförmiger 
Wirbelfaden von unendlich kleinem Querschnitt vorhanden ist. Die 
Dimensionen des Querschnitts seien von der Ordnung der unendlich 
kleinen Länge wir setzen 



und nehmen m als endlich an; es ist dann n, von dem wir voraus- 
setzen, dass es überall dasselbe Vorzeichen hat, von der Ordnung 

von -V • Es seien ferner 

^ , z = z^^ 

die Gleichungen einer Kreislinie, von der wir jetzt nur festsetzen, 
dass sie in dem Wirbelfaden oder unendlich nahe an ihm sich be- 
findet, die wir später aber genauer bestimmen wollen. Für alle 
Funkte, die in endlicher Entfernung von dieser Kreislinie liegen, ist 
dann nach 28) 

= ^ qq„ U {z -- z^^, Q, p„); 

hieraus sind mit Hülfe von 29) und ol) für diese Punkte die Ge- 
schwindigkeiten 6', tu zu berechnen, r„ und sind aber Functionen 
der Zeit; diese müssen gefunden werden, wenn die Bewegung irgend 
eines Elüssigkeitstheilchens ermittelt werden soll, und hierzu ist die 
Betrachtung solcher Punkte nöthig, die der Kreislinie ar^) unend- 
lich nahe, nämlich in dem Wirbelfaden liegen. Für solche Punkte 
sind Sj s und lo unendlich gross; wir wollen Zusehen, von welchen 
Ordnungen sie es sind. 

Der Gleichung 28) zufolge ist S im Innern des Wirbelfadeiis 
von derselben Grössenordnuug, wie R für Werthe von Zy (>', z'j 
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die zwei Kreislinien entsprechen, deren Abstand von der Ordnung 
von s ist. Setzt man 

1 — ^^2 ^ 




(z'— 2)2+ (p'+^)2 ’ 

SO ist daher S von derselben Ordnung, wie R für einen Werth von 
der von der Ordnung von b ist. Um diese zu finden, bemerken 
wir zunächst, dass, wenn unendlich klein ist, man bei Vernach- 


lässigung von unendlich Kleinem 


it 

r 


E 


=/■ 


cos ^ dil) — 1 


hat; wir schreiben ferner 

7t 

2 

K 

0 


ycos^tj) + /c,'^ aiu* tp 


r 


dcp 


Ksin2 cp + Äi2 cos2 (p 


und nehmen als unendlich klein, aber gegen k^ unendlich gross 
an. Bis auf unendlich Kleines richtig ist dann 




Hieraus folgt 


E 


d. h. 

also 


r \ r 

J cos \J ^^2 + /c7 ■ 
0 0 

lg to (^- _ il) + lg 
‘ö V 2 2 y ^ 'ö k, 


2+/j,2 






K 


lg 


Hiernach ist S im Innern des Wirbelfadens von der Ordnung 
von lg £; von derselben Ordnung ist nach 30) auch die lebendige 
Kraft T, 

Um die Grössenordnungen von s und lo aus den Gleichungen 
29) und 28) ermitteln zu können, müssen wir noch die Ordnungen 

also die Ordnung von ^ für ein unendlich kleines 

/j aursuclien. Aus den Gleichungen, welche E und E definiren und 
der Gleiebuui»' 


von ,7 und , 


2 

=/‘= 


2 sin2 'ih k^ sin-^ 'ib , , 

- - (ff, 

(1 — /c2 sin2 'ip)- 


welche aus der identischen Gleichung 


d ^7 


sm 'tp cos 'xp 


■ 2 sin2 ip + k- sin’ 


Yl ~ k- sin - 'ifj 


(1 — k- sin2 ip) - 


dt 
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sich ergiebt, ÜDclet man leicht 


^ dK E — dE K — E 

IF kk^^ ^ dk k ' 

Es folgt hieraus, dass, wenn unendlich klein ist, von der 
Ordnung von wird; da nach 33) und von der Ordnung 
von /q sind, so werden ^ und von der Ordnung von • Inner- 
halb des Wirbelriiiges ist von der Ordnung von £; die Gleichun- 
gen 29) und 28) führen daher zu dem Schlüsse, dass hier die Ge- 
schwindigkeiten s und w von der Ordnung von sind. 

Wir setzen jetzt genauer die Bedeutung der Zeichen Zq fest, 
die bereits eingeführt, aber noch nicht vollständig definirt sind. Es 
soll das durch die Gleichungen 


zJeidr -ß 


37) 


geschehen. Da, wie wir vorausgesetzt haben, (? überall dasselbe Vor- 
zeichen besitzt, so liegt dann, wie es sein sollte, der Kreis ^o) 
in dem Wirbelfaden oder ihm unendlich nahe. Aus 32) und dem 
schon mehrfach benutzten Umstande, dass a df mit der Zeit sich 
nicht ändert, folgt dabei, dass auch der Zeit nach unveränderlich 
ist. Die Grösse aber ändert sich mit der Zeit; wir wollen unter- 
suchen, wie. Aus den Gleichungen 37) und 36) folgt 

m Zq z 6 df 

und daraus weiter 


Die Gleichung 34) lässt sich hiernach schreiben 




dzQ 

dt 


jL 

47? 


'Fß 


ZQ^^Gdf. 


38) 


Das erste Glied auf der rechten Seite dieser Gleichung ist, wie 
wir gesehen haben, constant und unendlich gross von der Ordnung 
von lg£; das zweite Glied ist endlich, wie aus der Gleichung 32) 
in Verbindung mit der Thatsache hervorgeht, dass die Unterschiede 
der Werthe, welche 2 : in ihm erhält, von der Ordnung von a, die 

Werthe von ^-ber von der Ordnung von — sind. Daraus folgt, 

dass unendlich gross von der Ordnung von lg a und, falls man 



§ 6. Ein iinendlicli dünner Wivbelring. 271 

Endliches gegen Grössen von dieser Ordnung vernachlässigt^ con- 
stant ist. 

Der Wirbelfaden behält daher denselben Eadius, schreitet aber 
in der Richtung der z-Achse mit der Geschwindigkeit fort. Diese 

Geschwindigkeit hat dasselbe Vorzeichen wie m oder 6] es folgt das 
aus der Gleichung 38), da T eine positive Grösse ist. Diesen Satz 
wollen wir noch in anderer Weise aussprechen. Nach den bei den 
Ausdrücken 6) gemachten Auseinandersetzungen fliesst die Flüssigkeit 
durch alle Theile der durch den Wirbelfaden begrenzten Kreisfläche, 
welche in endlicher Entfernung von diesem sich befinden, in der 
Richtung der ^r-Achse oder der entgegengesetzten Richtung je nach 
dem Vorzeichen von (?. Aus der am Anfänge des § 5 für 0 gege- 
benen Definition folgt, dass in Punkten, für welche der dort mit 
bezeichnete Winkel =0 ist, 6 — 71 wird; und aus der Festsetzung, 
die über eine positive Drehung im § 2 der fünften Vorlesung (Seite 47) 
gemacht und ohne Ausnahme beibehalten ist, dass in der genannten 
Kreisfläche die Bewegung die Richtung der 2 r-Ächse hat, falls tj für 
^ = 0 positiv ist. Daraus ergiebt sich, dass der Wirbelfaden in de7'- 
selben Richtung fortschreitet, in der die Flüssigkeit in der durch ihn 
begrenzten Kreisfläche strömt. 

Diese Resultate sind zuerst von Helmholtz abgeleitet in seiner 
Abhandlung: lieber Integrale der hydrodynamischen Gleichungen, 
welche den Wirbelbewegungen entsprechen (ßorchardPs Journal Bd. 55). 
Er schliesst dieselbe mit den folgenden Bemerkungen. 

„Es lässt sich nun auch im Allgemeinen übersehen, wie sich 
zwei ringförmige Wirbelfäden, deren Achse dieselbe ist, gegen ein- 
ander verhalten werden, da jeder abgesehen von seiner eigenen Fort- 
bewegung auch der Bewegung der Wasseicheilchen folgt, die der 
andere hervprbringt. Haben sie gleiche Rotationsrichtung, so schrei- 
ten sie beide in gleichem Sinne fort, und es wird der vorangehende 
sich erweitern, dann langsamer fortschreiten, der nachfolgende sich 
verengern und schneller fortschreiten, schliesslich bei nicht zu differen- 
ten Fortpflanzungsgeschwindigkeiten den andern einholen, durch ihn 
hindurchgehen. Dann wird sich dasselbe Spiel mit dem andern 
wiederholen, so dass die Ringe abwechselnd einer durch den andern 
hindurchgehen. 

„Ha])en die Wirbelfäden gleiche Radien, gleiche und entgegenge- 
setzte Rotationsgeschwindigkeiten, so werden sie sich einander nähern, 
und sich gegenseitig erweitern, so dass schliesslich, wenn sie sich 
sehr nahe gekommen sind, ihre Bewegung gegen einander immer 
schwächer wird, die Erweiterung dagegen mit wachsender Geschwin- 
digkeit geschieht. Sind die beiden Wirbelfäden ganz symmetrisch, 
so ist in der Mitte zwischen beiden die der Achse parallele Geschwin- 
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digkeit der Wassertlieilchen gleicli Null. Mau kann sich hier also 
eine feste Wand angebracht denken, ohne die Bewegung zu stören 
und erhält so den Fall eines Wirbelringes, der gegen eine feste 
Wand anläuft. 

„Ich bemerke noch, dass man diese Bewegungen der kreisförmigen 
Wirbelringe in der Natur leicht studiren kann, indem man eine halb 
eingetauchte Kreisscheibe, oder die ungefähr halbkreisförmig begrenzte 
Spitze eines Löffels schnell eine kurze Strecke längs der Oberfläche 
der Flüssigkeit hinführt, und dann schnell herauszieht. Es bleiben 
dann halbe Wirbelringe in der Flüssigkeit zurück, deren Achse in 
der freien Oberfläche liegt. Die freie Oberfläche bildet also eine 
durch die Achse gelegte Begrenzinigsebene der Wassermasse, wodurch 
an den Bewegungen nichts Wesentliches geändert wird. Die Wirbel- 
ringe schreiten fort, erweitern sieh, wenn sie gegen eine Wand 
laufen, und werden durch andere Wirbelringe erweitert oder ver- 
engert, ganz wie wir es aus der Theorie abgeleitet halnni.'^ 
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(Functionen eines complexen Arguments. Ihre Anwendung, um mögliche 
Fliissigheitsbewegungen zu finden. In den kleinsten Theilen ähnliche Ab- 
bildung eines ebenen Flächenstückes auf einem andern. Lineare Functionen. 
Mehrwerthige Functionen. Abbildung einer Sichel auf einer andern.) 


§ 1- 

Eine sehr interessante Klasse von Plüssigkeitsbewegungen ist 
diejenige, zu welcher die Flüssig kezissiralile?i gehören, wie sie etwa 
bei dem Ausfluss von Wasser sieh bilden. Bis jetzt ist es nicht ge- 
lungen, eine solche Bewegung in dem Falle durch Eechnung zu 
bestimmen, dass das Geschwindigkeitspotential^ dessen Existenz voraus-’ 
gesetzt werden soll, von den 3 Coordinaten y , z abhängig ist; 
man kann das aber unter der Annahme, dass das Geschwindigkeits- 
potential nur eine Function von x und y ist. Die Vereinfachung, 
die durch diese Annahme bei hydrodynamischen Problemen hervor- 
gebracht wird, haben wir schon in der vorigen Vorlesung an einem 
Beispiel kennen gelernt. Der hauptsächlichste Grund dieser Verein- 
fachung liegt darin, dass die partielle Differentialgleichung, der das 
Geschwindigkeitspotential genügt , 


d‘^cp 

dx^ 


d ^cp 

dy^ 


= 0 


erfüllt wkd durch den reellen oder auch den imaginären Tlieil irgend 
einer Function des complexen Arguments x + iy. 

Man setze 


bilde irgend einen analytischen Ausdruck von der Z genannt 
werden möge, und der ausser reellen Grössen neben 2 : auch i ent- 
halten kann; man transformire diesen nach den für reelle Grössen 
geltenden Rechnungsregeln, indem man i wie eine unbekannte reelle 
Gonstante behandelt, dabei aber 


= - 1 


setzt. Bekanntlich lässt sich dadurch Z auf die Form 


L rin (TP VI WA Y n'nd V rPpIlA vnn o’ nnrl it Qinri Mn.n 
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nennt 2: und Z complexe Grössen, x und X ihre reellen, iy und i F ihre 
imaginär«i Theile, Z eine Function von 2:. Zwei complexe Grössen 
heissen einander gleich, wenn sowohl ihre reellen, als ihre imagi- 
nären Theile einander gleich sind; die positiv zu nehmende Wurzel 

y x~ tß 

heisst der Modul von 0. 

Bei der angegebenen Bedeutung der Zeichen ist 


d. h. 

mithin 


dZ ^ dZ 
■ 3a; dz ’ 


dZ . dZ 
dy ^ dz 


also 


. dz 

^ doß 


dz 

dy ’ 


— IZ 4_ 

^ dx doc dy dy ’ 


dx dr 

dx dy 


und 


dv 

dx 


dx 

dy ■ 


1) 


Diese beiden Gleichungen können wir als eine DeJinition, die allge- 
meiner als die vorher angeführte ist, dafür ansehon, dass Z eine 
Function von <2 ist. Aus ihnen folgt 


und auch 


d]x 

dx^ 




0, 


da? T 3,/ 


== 0 


dx_dr dx dr 

dx dx dy dy 


welche Gleichung ausspricht, dass die Linien A const. und die 
Linien Y == const. sieh senkrecht schneiden. 

Nach den gemachten Auseinandersetzungen ündot nuin ein(‘ 
mögliche Flüssigkeitsbewegung, wenn man für Z oiiuin beliebigen 
Ausdruck in 2 annimmt und das Geschwindigkeitspotential cp (viner 
der beiden Grössen X und ¥ gleichsetzt. Die andoni votj diesen 
hat dann auch eine einfache Bedeutung; nennt mau sie //», so ist 
nämlich 

^ = const. 


die Gleichimg der Stromlinien. 

Wir wollen einige einfache Beispiele betra.clit(‘n. 
zuerst 


Macht man 
so folgt hieraus 


Z == lg 2, also 2 “ 

X = r cos 't>, y r sin -ü’, 


oder 


r (cos ■0’ -|- / sin t)’) == (cos X -ß i sin F) 


IJX r, 


Wir sety.en 


F = .‘t 
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WO unter lg r der reelle Wertk dieser Grösse zu verstehen ist. Wir 
haben daher entweder ^ 


oder 


(p — lg 7 - und Tjj — % 
q) = S' und zf; — lg r. 


Im ersten Fall sind die Stromlinien die nach dem Punkte z = 0 
gerichteten Geraden, die Linien gleichen Geschwindigkeitspotentials 
die um diesen Punkt beschriebenen Kreise; im zweiten findet das 

Umgekehrte statt. In beiden Fällen ist die Geschwindigkeit == ^ • 

Immer können zwei Stromlinien in feste Wände verwandelt werden, 
ohne dass die Bewegung zwischen ihnen eine Aenderung erleidet; 
die aufgestellten Formeln gelten also auch, wenn zwei von dem 
Punkte z == 0 ausgehende Gerade oder zwei um diesen Punkt als 
Mittelpunkt beschriebene Kreise feste Wände sind. 

Um ein zweites Beispiel zu erhalten, setzen wir 


Z = lg 



wo und C 2 zwei complexe Constanten bedeuten. Macht man 


und 


^1 = 

X — cos , 

y — sin , 


^2 = 

X — 0^2 = ^2 '^2 

y — &2 ^'2 ^^2? 


SO folgt daraus 


Nehmen wir 9 = X, i/j = F an, so sind die Stromlinien, wie 
elementare geometrische Betrachtungen lehren, die Kreisbögen, welche 
die Punkte z ~ c-^ und z = ^2 einander verbinden. Aus dem 
einen dieser beiden Punkte strömt die Flüssigkeit aus, in den andern 
strömt sie ein. Die Linien gleichen Geschwindigkeitspotentials sind 
die Kreise, welche über dem Abstand zweier Punkte als Durchmesser 
beschrieben sind, die zu den Punkten z = und z = Co harmonisch 
liegen. Irgend zwei Stromlinien, z. B. die beiden Theile eines durch 
diese Punkte gelegten Kreises, können feste Wände sein. Setzen wir 
umgekehrt (p = F, ^ == A^, so vertauschen die beiden Systeme von 
Kreisen ihre Rollen. 

Wir kommen auf einen speciellen Fall der in der siebenzehnten 
Vorlesung behandelten Strömungen, wenn wir 


Z = arc sin z, also z = sin ^ 


setzen. Es wird dann 
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Daraus folgt 


X = Sill X 

^ e — e 
y ==: cos X 


iß 

sin® X cos® X 


4ic® 




+ 




(e^. 




= 1 . 


Die Gleichungen X — const. und Y = const. stellen hiernach 
zwei Systeme confocaler Hyperbeln und Ellipsen dar, denui Hrenn-- 
punkte die Coordinaten ^ = + 1, ?/ = 0 haben. 


§ 2 . 

Wir haben in den Gleichungen 1) des vorigen g dafür ^ dass 
oder Z eine Function von x iy oder c ist, eine Dfvlini- 
tion aufgestellt, welche nicht voraussetzt, dass ein anaJytisclun: Aus- 
druck für Z gegeben ist. Von dieser ausgeliend, wolhiii wir nun 
beweisen, dass, wenn Z eine Function von er, auch unigek<‘hrt r (vine 
Function von Z ist. Wir setzen 

— (©■+(!£) =e:)’+a;T 
=(i)+(f)’=e:)’+e':;)’ 

dx dy dy dx ’ 

welche Ausdrücke in Folge der Gleichungen 1) ali(‘ (uiniiHhu* gÜMch 
sind. Durch Auflösung der identischen Gleichiiiig(;u 


1 

_ 

dx dx 

1 

‘ d Y dx 

0 - 

dy dx . 
d X dx ' 

d y 

0 y 

() J 

d.t- 

0 

dx dX 
(iX dy 

1 d.v () I ' 

d r (hj 

1 

dy d X . 
" dx du 

( u 
d y 

d y 

dy 

erhält man 

(ianii 







dx 

1 dx 

du 

1 r ' i ■ 




dx " 

3P dx 

dx 

/I/® dx 




dx 


dy 

1 di' 




dr" 

3P dy 

dl' 

:)/■' dy 

7 


und hieraus 

folgt bei 

ilücksicht auf die k 

Jleicliung(u 

1 1) 



dx 

== P-, und 

dx 

dy 




dX 

d y 

dr 

d X ^ 




wodurch die aiisa’esuroclienc Behauntunu“ liewiesoii isl,. 
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Sind Z = X iY und Z' = X' + i Y' Functionen von so ist 
auch ZZ' eine Function von z. Es ist nämlich 

zz^ = XX'— YY'^+i{XY' + x'yy, 

ferner ist 


d{xx' — rr') 

dx 

d{XF' +XF) 
dy . 

d(xr - FF') 

d(XF'+ X'F) 
dx 


= X 


dX' 

dx 


+ z' 


dX 

dx 


„ ar' 

j: ^ + jf' - F 

dy dy 


dF' 

dx 

dx' 

dy 

dF' 

dy 


dx ' dx dx 


+ 

- Y' 

+ Y' 


7' 'iZl 

dx 

dX 
dy 

dF 
dy 

dF 
dx 


und hieraus folgt mit Hülfe der Gleichungen 1) und der Glei- 
chungen 

^Y' ^ dx' ^ 

dx dy ^ dx dy ' 

d{XX'^FF') _diXF'-Y^'F) , a(Xr'+X' J^) _ d{XX'— FF') . 
dx “ dy " dx dy 

Wir fassen jetzt den Difierentialquotienten 


ins Auge; derselbe' ist 


^ d Ix 

dz * * dx + i dy 






+ * 


. dr\ 
'■ d i/ ) 


dy 


oder nach 1 ) 


dx + i dy 

dX_ ■ .dF 
dx ' ^ dx 


Er ist daher von dx und dy unabhängig, eine Function von x und y. 
Er ist eine Function# von z, wie man sieht, wenn man die Glei- 
ci Hingen 1 ) partiell nach x differentiirt. 

Wenn in einem endlichen Stücke der a:y-Ebene Z eine einwer- 
tliige stetige Function von 2 : ist, d. h. X und Y einwerthige, stetige 
Fiuictioneii von x und -y sind, die den Gleichungen 1) genügen 5 so 

d Z 

ist, wie wir nun zeigen wollen, auch eine einwerthige stetige 

Function von z in demselben Gebiete. Es seien X und Y zwei, 
einwerthige stetige Functionen von x und y für einen Theil der 
:fy-Ebeiie, deren Element df genannt werden möge; dl sei ein 
Element der Grenzlinie dieses Theiles, n die nach seinem Innern 
gerichtete Normale von dl. Nach einem vielfach benutzten Satze 
ist dann 
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^ 3 ) 

j ^^(l'f + & ^ "I (^ "*“ ^ ■ 

Diese Gleichungen transformiren wir zunächst dadurch, dass wir 
statt der beiden Winkel {^ix) und (ntj) einen einführen. Die Drehung 
eitfer Linie bezeichnen wir als positiv, wenn sie in dem Sinne 
geschieht, in dem die a;- Achse um einen rechten Winkel gedreht 
werden muss, damit sie in die y-Achse fällt, und nennen v den 
Winkel, um den eine Linie in positivem Sinne gedreht werden muss, 
um aus einer Lage, in der sie der a-Achse parallel ist, in eine zu 
kommen, in der sie parallel der Normale n ist; man hat dann 


co'S (jix) =; cos cos {ruj) == sin v. 


Diese Werthe von cos {7ix) und cos {ny) setzen wir in die Glei- 
chungen 3), nehmen an, dass Z, d. h. X + iY , eine Function von r, 
d. li. x-^iy, ist, wodurch ihre linken Seiten verscliwinden, multi- 
pliciren die zweite mit i und addiren sie zur ersten; wir erhalten 
dann 


Z dl (cos V l sin n) . 


Wir bezeichnen nun durch dz den Zuwachs, den c <‘rl<‘idei., wmm 
der Punkt {xtj)y oder der Punkt z, wie wir sagen woihm, das Mle- 
inent dl in Richtung durchläuft, welche die Normahi n erhält, 
wenn sie in negativem Sinne um einen rechten Winhcd godrtiliL wird; 
es ist dann 


dz == dl ^cos (v — i sin ^ 

= — e dl (cos V l sin v)^ 

woraus folgt 

0=Jz(iz. ^ 

Es sei 


4) 


f>) 


c = a i bj 


wo a und b die Goordiiiaten eines Punktes der Fläclui hez<nchni;n, 
deren Element df genannt ist; in der Gleichung o) setzen wir, was 
erlaubt ist, 

71:'. Stelle von Z^ 


und wenden sie an auf jene Fläche mit AushcIiIuss (hiies Kf(!i,ses, 
der mit dein unendlich Weinen Radius r um den l'iinki r als Alittel- 
punkt beschrieben ist; für die Peripherie dieses Jvreises ist 


z c 7' (cos V -|— i sin 
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und clalier nach 4) 


dz .dl 



WO Zq den Werth von Z im Punkte c bedeutet. Daraus folgt 
endlich 



wo die Integration über die Grenzlinie des ursprünglich gedachten 
Gebietes von z in dem bei 4) angegebenen Sinne auszudehnen ist. 
Diesen Sinn wollen wir noch auf eine andere Weise definiren. Man 
denke sich auf die x^-'Ehene so gestellt, dass, wenn man in der 
Richtung der joositiven ^r-Ächse hinblickt, die Richtung der positiven 
//-Achse nach links geht; der Sinn der Integration ist dann derjenige, 
in dem .man die Theile der Grenze des Gebietes von z durchwandern 
muss, um dieses zur Linke7i zu haben. Es lässt sich das noch 
anders ausdrücken, wenn das Gebiet von eine einfach zusammen- 
hängende Fläche ist, d. h. eine solche, die vollständig begrenzt ist 
durch eine in sich zurückkehrende, sich nicht schneidende Linie. 
Denken wir uns von einem Punkte einer solchen ebenen Fläche eine 
gerade Linie nach einem Punkte der Grenze gezogen und lassen den 
letzteren einen Umlauf auf der Grenze in dem einen oder dem andern 
Sinne ausführen, so erleidet die gerade Linie eine Drehung um 2% 
in positivem oder negativem Sinne; wir wollen den Umlauf einen 
imiliven nennen, wenn bei ihm die Linie um 27t in positivem Sinne 
gedreht wird. Die Integration in 6) ist dann so zu nehmen, dass 
sie einem positiven Umlaufe entspricht. Ist das Gebiet von z nicht 
eine einfach zusammenhängende Fläche, sondern besteht seine 
Grenze aus mehreren geschlossenen Linien, so kann man dasselbe in 
eine einfach zusammenhängende Fläche durch Querschnitte verwandeln, 
d. h. durch Linien, von denen jede zwei Punkte zweier geschlossenen 
Grenzlinien verbindet; die beiden Seiten eines jeden Querschnitts 
liat man dann als“ zur Grenze des Gebietes gehörig zu betrachten. 
Dadurcli wird das in 6) vorkommende Integral nicht geändert, da 

^ ^ eine einwerthige stetige Function von 2 : ist, so lange nicht 
z — c wird. 

Die Gleichung 6) , die wir auch aus der Gleichung 28) der sechs- 
zelinteii Vorlesung hätten ableiten können, beweist die ausgesprochene 

Behauptung, dass in demselben Gebiete, wie Z, eine einwerthige 
stetige Function von ^ ist. 
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Wir knüpfen nun noch eine Folgerung an die Gleichung 5). 
Es sei Z eine einwerthige stetige Function von z in einem einfach 
zusammenhängenden Theile der z-Ebene. Von einem Punkte des- 
selben Z|) oder ?/„) denken wir uns nach einem zweiten Punkte 
z in ihm eine beliebige Linie gezogen und betrachten das Integral 

jzäz=^W = U -^iV , 

genommen über die Linie in dem Sinne von Zg nach z. Ersetzen 
wir die Linie durch irgend eine andere, die von nach z führt, so 
können wir auf die von beiden begrenzte Fläche die Gleicluiug 5) 
anwenden; sie ergiebt, dass für die zweite Linie /P denselben Worth 
hat, wie für die erste, dass also fP unabhängig ist von der gewählten 
Linie; es ist also JV eine Function von x und p. Es ist /P eine 
Function von z; denn man hat 


y 

17 = J (Ädx - Ydy) 

X, y 

F= JiXdtj Fdx) 

«o» Vo 

uud hieraus folgt 

==== y . 

dx dy ’ dy dx 


Wir haben x und y als die rechtwinkligen (Joordimitf^ii (‘iiujs 
Punktes in einer Ebene bezeichnet; wir wollen ebenso X und als 
die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes in einer ainhaui Ebene 
ansehen. Es soll .2^ eine Function von z, also auch r eiiuj h'inndion 
von Z sein; in den einander entsin’echenden Gebieten von r und Z, 
die wir betrachten^ soll Z eine einwerthige stetige Funclion von c, 
und 0 eine einwerthige stetige Function von Z sein. Nach eiinan iin 

vorigen § bewiesenen Satze ist dann aiicli eine einworlhig(‘ st(‘i,ig(‘ 

Function von 2 :, und eine solche von Z: keiner diesfu* iieiden 
aZ * 

Diherentialquotienten wird daher unendlich und jeder von i!in(‘ii a.lso 
weder Null; noch unendlich. Wir setzen 

= M (cos ff -f i siii ff); 

il/, der Modul des geuamiten Dilieroiitialquotieuteii , isl, (lunii die 
l)ositive, durch die Gleicliuugen 2) bestimmte Grösse; M und ff 
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sind, da — von dx und dxj unabhängig ist, Functionen von x und xj. 
Die aufgestellte Gleichung giebt 


d. h. 


clX + i d'Y == M (cos 'O’ -j- sin (dx + 

äX = M (cos • dx — sin d’ • dy) 
dY = M (sin % • dx cos % • dxj). 


7 ) 


Nehmen wir an, dass die Z-Ebene und die z-Ebene mit einer 
materiellen Ebene, die Z- Achse mit der Achse, die F- Achse mit 
der ?/“ Achse zusammenfällt und betrachten x, y als die Coordinaten 
eines materiellen Punktes in einem Zustande der Ebene Af, F als 
die Coordinaten desselben materiellen Punktes in einem veränderten 
Zustande der Ebene, so haben wir in den Gleichungen 7) einen 
speciellen Fall der in der zehnten Vorlesung discutirten Gleichungen; 
die Gleichungen 7) lehren die Veränderung kennen, die ein unend- 
lich kleiner Theil der Ebene erfahren hat, und zeigen, dass diese 
besteht: in einer Verschiebung, in einer Drehung in positivem Sinne 
um den Winkel -0’, und in einer, in allen Eichtungen gleichen Dila- 
tation, bei der alle linearen Dimensionen in dem Verhältniss von 1 : M 
vergrössert sind. Wir schliessen daraus, dass ein unendlich kleiner 
Theil der materiellen Ebene sich selbst ähnlich geblieben ist. Die 
Veränderung, welche er erfahren hat, dürfen wir uns als continuir- 
lich und so hervorgebracht vorstellen, dass M weder Null, noch 
unendlich wurde; ist sie in dieser Weise vor sich gegangen, so ist 
der Sinn eines positiven Umlaufs um den betrachteten Theil, wenn 
dieser ein einfach zusammenhängender ist, dabei nicht unbestimmt 
geworden und nicht sprungweise geändert, er ist also derselbe 
geblieben. Lassen wir nun die Vorstellung fallen, dass die z- und 
Z-Ebenen mit einer materiellen Ebene zusammenfallen, so bleibt 
doch gültig, dass entsprechende,' unendlich kleine Theile derselben 
einander ähnlich sind, und dass positive Umläufe um diese, wenn 
sie einfach zusammenhängend sind, einander entsprechen. 

Betrachten wir entsprechende, endliche Stücke der beiden Ebenen, 
so sind diese im Allgemeinen nicht einander ähnlich; dieselben sind 
aber in nllcn ihren kleinsten Theilen ähnlich; sie sind durch die zwi- 
schen Z und z angenommene Beziehung, wie man sagt, in den kleimlen 
Theilen ähnlich auf einander ahgehüdet. Den Punkten der Grenze des 
einen Stückes entsprechen ausschliesslich die Punkte der Grenze des 
andern; einem Punkte im Innern des einen kann nämlich nicht ein 
Punkt in der Grenze des andern entsprechen, da einem unendlich 
kleinen Kreise, dessen Mittelpunkt jener ist, ein unendlich kleiner 
Kreis, dessen Mittelpunkt dieser ist, entsprechen muss. Ist das eine 
Stück durch eine in sich zurückkehreude Linie vollständig begrenzt. 



282 


Kinn nclz wanzigste V or lesung. 


d. Ii. ist es einfach zusamnieiihängeiid^ so muss es auch das andere 
sein. Einem positiven Umlauf um das eine Stück entspricht ein 
positiver Umlauf um das andere. 


§ 4 . 

Der Voraussetzung, dass Z und z einwerthige, stetige Func- 
tionen von einander sind, wird ohne Beschränkung ihrer Gebiete 
genügt, wenn man die eine einer ganzen linearen Function der an- 
dern gleichsetzt. 

Lässt man die Jf- Achse mit der a;- Achse, die F- Achse mit der 
y- Achse zusammenfallen und sieht man, wie wir früher es thaten, 
A, Y und ij als die Coordinaten desselben materiellen Punktes 
der a;^-Ebene in zwei verschiedenen Zuständen dieser an, so ent- 
spricht die Gleichung 

Z == a ib z 


einer Verschiebung der Ebene um a parallel der a> Achse und um b 
parallel der Achse, die Gleichung 

Z == (cos a i sin a) 

aus der 


Ä == X cos a — 1 / sin a 
F = X sin « -p y cos a 


folgt, stellt eine Drehung der Ebene um den Winkel a dar; die 
Gleichung 

Z = /HZ , 


wo m eine positive Constante bedeutet, eine Ausdehnung der Ebene, 
bei der alle Linien in dem Verhältniss .1 : /// vergr(>ssert sind und 
ihre Richtungen behalten haben, der Punkt ^=.-.= 0 an seinem Orte 
geblieben ist. In allen diesen Fällen, also immer, wenn Z einci ganze 
lineare Function von ^ ist, sind auch e/idHchii eiitsprecliende (u.ibiete 
dieser beiden Variabein einander ähnlich. 

Macht man Z einer {/eb/'ochc/ie/i lineai’en Function von s 
gleich, also 


Z 


a+Jz 
y + ^ ^ 


a — y Z 

ß - Ö'Z ^ 


«) 


wo a, ß, y, d complexe (Jonstauten bedeuten, so sind ebcidiills Z 
und z durchaus einwerthige Kunctiouen von einander; aliei- sie sind 
nicht überall stetig; wenn y-\-äz = 0, ist Z, imd wenn ß — dz == 0, 
ist z unendlich, also unstetig. Um die Hätze anwendeii zu könueii, 
die wir unter der Voraussetzung abgeleitet haben, dass Z und c 
einwerthige und stetige Functionen von einander sind, wollen wir 
das Gebiet von 2 ; durch zwei geschlossene Linien begrenzen, von denen 
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die eine unendlich klein ist und den Punkt y -|- d = 0 umgiebt, die 
andere unendlich gross ist. Das Gebiet von Z ist dann auch durch 
eine unendlich kleine und eine unendlich grosse geschlossene Linie 
begrenzt, von denen die kleine der grossen Grenzlinie des z-Gebietes 
und umgekehrt entspricht. 

Bei der durch die Gleichungen 8) angegebenen Beziehung 
zwischen js: und Z entspricht jeder Kreislinie in der 2 : -Ebene wie- 
derum eine Kreislinie in der Z-Ebene. Um diese Behauptung zu 
beweisen, führen wir zwei neue Variable, 2 ;' und Z'y ein, indem wir 

z = a + bz\ Z^A^BZ’ 

setzen und wählen die complexen Constanten b] A, B ^ 0 , dass 
die Gleichungen 8) ergeben 



Um die Gleichungen zu finden, denen gemäss zu diesem Zwecke 
üj b, Ay B zu bestimmen sind, brauchen wir nur auszudrücken, dass 
von den Grössön und Z' die eine verschwindet, wenn die andere 
unendlich ist, und dass, wenn die eine == 1 wird, die andere denselben 
Werth erhält; daraus folgt 

ß^Ad==:0 
y aö — 0 
(X -j— dß = Bbö. 


Diesen Gleichungen gemäss lassen sich b^ A, B immer wählen, 
sobald nur nicht d = 0 ist. Diesen Fall aber , in dem Z eine ganze 
lineare Function von 2 : ist, können wir ausschliessen, da für ihn die 
zu beweisende Behauptung im Früheren schon bewiesen ist. Einer 
Kreislinie in der Ebene entspricht aber eine Kreislinie in der 
Z'- Ebene; denn, ist 


so hat man 
also 


und 


z':=x'-i- iy\ Z'= X'-f iT, 
1 X — iy' 








X' 

X'2_f J 


7" F' = 

/g , X 


y = — 


y 

V' 

x'2 + ^ 


besteht zwischen x' und y' die Gleichung 

diix'" + y'*) “f 4" — 0 ? 

so ergiebt sich hieraus zwischen X' und F' die Gleichung 
+ a.,X' — a,^r + + F"*') = U; 
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d. h. einer Kreislinie in der j 2 :'- Ebene entspricht eine Kreislinie in 
der Ebene. Da nun nach dem Früheren einer Kreislinie in der 
^r-Bbene eine Kreislinie in der z'- Ebene und einer Kreislinie in der 
Ebene wieder eine Kreislinie in der .Z^-Ebene entspricht ^ so ent- 
spricht auch jeder Kreislinie in der z-Ebene eine Kreislinie in der 
Ebene. 

In den Eelationen 8), welche die Beziehung zwischen ^ imd Z 
feststelleU;, kommen 3 von einander unabhängige, complexe Constan- 
ten vor, nämlich die Verhältnisse von a : ß : y : d ^ da diese 4 Grössen 
mit einer Constanten multiplicirt werden können, ohne dass jene Be- 
ziehung geändert wird. Diese 3 Constanten können aus 3 linearen 
Gleichungen so bestimmt werden, dass 3 beliebigen Punkten der 
z-Ebene, #, Z?, c, drei beliebige Punkte der Z-Ebene, A, B, 6', paar- 
weise entsprechen; es entsprechen sich dann auch die Kreislinien, 
welche durch ä, Z?, c und Aj B, 0 gelegt werden können. Wir 
wollen die Kreisflächen, welche durch diese Kreislinien begrenzt sind, 
f und F nennen. Dieselben entsprechen sich, falls in /’ nicht der 
Punkt y dz = 0 liegt; dann ist nämlich /‘ ein einfach zusammen- 
hängender Theil des Gebietes von z, und diesem muss ein einfVich zu- 
sammenhängender Theil des Gebietes von Z entsprechen. Liegt aber 
der Punkt y-}-dz^0 innerhalb der Fläche f, so entsprechen sich 
f und F nicht, sondern jede dieser Flächen entspricht der Ergäur 
zungsfläche der andern, wenn wir als Ergänzungslläche von f den 
Theil des Gebietes von 2 : bezeichnen, der nach Ausschluss von f 
übrig bleibt; man muss dann nämlich aus der Fläche f einen un- 
endlich kleinen Theil, der den Punkt enthält, ausschliessen, 

um aus ihr einen Theil des Gebietes von ^ zu bilden; die Grenze 
dieses unendlich kleinen Theiles entspricht aber einer unendlicli 
grossen geschlossenen Linie in der ^-Ebene. Es ist ersichtlich, 
dass diese Schlüsse auch gelten, wenn /* und F zwei irgendwie 
gestaltete, einfach zusammenhängende Th eile der ir- und Z- Ebene 
sind, deren Grenzlinien einander entsprechen. Ob diese Fläciien sich 
selbst oder ihren Ergänzimgsflächen entsprechen, cntsclieidet man am 
leichtesten mit Hülfe der folgenden Betrachtung, in dem Falle, dass 
der Punkt y>f.dz==Ü innerhalb f liegt, verwandle man durch 
einen Querschnitt die doppelt zusammenhängende Fläciie, welche f 
nach Ausschluss eines unendlich kleinen, den Punkt y~\~Öz^i) 
enthaltenden Theiles bildet, in eine einfach zusamme]ihäng(nide , und 
lege den entsprechenden Querschnitt in der Ergänzungslläche von E, 
Erinnert man sich nun an den Satz, dass, Avenn und Z einwertliige 
stetige Functioiien von einander sind, entsprechende Umläufe um 
entsprechende, einfach zusamnienhängejide Flächen von gleicliom 
Vorzeichen sind, und nennt a, A, h, B, c, 0 entsprechende Punkte 
der Grenzlinien von f und F, so sieht man ein, dass diese Flächen 
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selbst sich entsprechen, wenn ah ca und A B CA Umläufe um sie 
von gleichem Vorzeichen sind, und dass im entgegengesetzten Falle 
die Flächen / und F ihren Ergänzungsflächen entsprechen. 

Die Kreislinien, die durch zwei Punkte a , h der 2:-Ebene gehen, 
entsprechen in der Z- Ebene Kreislinien, welche durch die entspre- 
chenden Punkte A^ B gehen und unter denselben Winkeln sich 
schneiden, da die eine Ebene in den kleinsten Theilen ähnlich auf 
der andern abgebildet wird. Kückt der Punkt B in die Unendlich- 
keit, so werden die durch A gehenden Kreise zu geraden Linien. 
Wir wollen eine Fläche, die durch zwei Kreisbögen begrenzt ist, 
eine Sichel nennen, und die Fläche, in welche eine Sichel übergeht, 
wenn die eine ihrer beiden Spitzen in die Unendlichkeit rückt, einen 
KeiL Die Gleichungen 8) erlauben hiernach eine beliebige Sichel in 
der Ebene auf einer beliebigen Sichel von gleichem Winkel in der 
Z-Ebene so abzubilden, dass den Spitzen jener öj, Z? die Spitzen 
dieser Z, B und ausserdem zwei beliebig gewählte Punkte der Um- 
fänge, c und 6', sich entsprechen, vorausgesetzt, dass die Punkte c 
und C so gewählt sind, dass die Umläufe um die Sicheln ahca und 
AB CA von gleichem Vorzeichen sind. Ein specieller Fall dieser 
Abbildung ist die Abbildung einer Sichel auf einem Keile von glei- 
chem Winkel. 


§ 5 . 

Wir haben im vorigen § angenommen, dass Z und c unbe- 
schränkt einwerthige Functionen von einander sind; wir wollen nun 
annehnien, dns zwischen diesen beiden Variabein eine Beziehung fest- 
gesetzt sei, in Folge deren Z und 2: im Allgemeinen mehrwerthige 
stetige Functionen von einander sind. Es werden diese sich aber 
wie einwerthige verhalten, d. h. jedem Punkte des Gebietes von z 
wird em Punkt des Gebietes von Z und umgekehrt entsprechen, 
wenn diese beiden Gebiete passend eingeschränkt sind. 

Es sei 2^0 ein Werth von z oder, wie wir auch sagen wollen, 
ein Punkt der z- Ebene. Gehören zu diesem mehrere Werthe von Z 
oder mehrere Punkte der Z-Ebene, so wählen wir von diesen einen, 
Z„, aus. .Den Punkten in der Nähe von ordnen wir Punkte in 
der Nähe von Z(, zu. Einem hinreichend kleinen Gebiete von 
das den Punkt enthält, entspricht dann ein in den kleinsten 
Theilen ähnliches Gebiet von Z, das den Punkt Z^ enthält, gerade 
so , als ob wir es mit unbeschränkt einwerthigen Functionen zu thun 
hätten; das Verhältniss entsprechender, unendlich kleiner Dimensionen 

ist überall durch den Modul von — bestimmt. Nun erweitern wir 

allmählich die Grenzen der beiden Gebiete, indem wir unendlich kleine 
Tiieile der sr-Ebene auf der Z-Ebene, oder umgekehrt, ähnlich und 
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in dem durch den genannten Modul bestimmten Verhältnisse ab- 
bilden. Wir vermeiden dabei die Punkte, in denen Null oder 

unendlich ist, und in denen daher auch dieses Verhältniss Null oder 
unendlich sein würde. Es kann eintreten, dass, während das Ge- 
biet von z durch eine in sich zurückkehrende, sich nicht schneidende 
Linie begrenzt ist, die dieser entsprechende Linie der j^-Ebene sich 
selbst schneidet; es fallen dann zwei Theile des Gebietes von Z über- 
einander und z hat aufgehört eine einwerthige Function von Z zu 
sein; so lange der genannte Fall nicht eingetreten ist, ist . 2 : eine 
einwerthige Eunction von Z, Wir ziehen hieraus den folgenden 
Schluss : 

Wenn das Gebiet von z keinen Punkt enthält, für den ~ Null 

oder unendlich ist, wenn es begrenzt ist durch eine geschlossene, 
sich nicht schneidende Linie, und die dieser entsprechende Linie der 
Z-Ebene sich nicht schneidet, so begrenzt diese Linie ein Gebiet 
von Zj dessen Punkte eindeutig den Punkten des Gel)iotes von z 
entsprechen; es sind dann Z und z in den genannten Gebieten ein- 
werthige Functionen von einander. Die Grenzen des Gebietes von 2 ' 

können dabei Punkten, in denen ^ Null oder unendlich ist, unend- 
lich nahe gerückt sein; in dem hierdurch bestimmten Sinne kann 
man sagen, dass solche Punkte in der Grenzlinie des (iebietes liegen 
können. 

Wir führen einige hierher gehörige Abbildungen an, von denen 
wir Gebrauch zu machen haben werden. 

Zuerst nehmen wir 

Z = z'^ 9) 

an, wo n eine reelle Constante bedeutet. Setzen wir 
X = R cos 0 X = r cos 

Z = sin 0 y = r sin Qt , 

so folgt aus dieser Gleichung 

Einem Kreise r == const. entspricht ein Kreis // - (‘(uisi.. , einer 
Geraden O* = const. eine Gerade 0 = const. ^(‘nlom wir uns das 
^-Gebiet durch 2 Kreise r = const. und 2 Geruch* -0 const. be- 
grenzt, so sind die Grenzen des Z- Gebietes 2 Knn'sc* II const. mid 
2 Gerade 0 const. Voii den Kreisen kiVnnon dii* kl(nn(*r<‘n ummd- 
lich klein, die grösseren inieiidlieli gross gcnvähll, wcrd(‘ii; die Ixdchm 
Gebiete werden daun 2 Keile von ungleiclHm VViidceln. Sind diesem 
Winkel cc und so ist 


A = na 
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es eütsprechen sich z und Z eindeutig, wenn keiner der Winkel a, 
und A grösser als 2% ist. Da 



so ist ~ iüT z = 0 Null oder unendlich, je nachdem n grösser oder 
kleiner als 1 ist. 

Nun wollen wir ableiten, wie eine Sichel auf einer anderen von 
verschiedenem Winkel so ahgebildet werden kann, dass die Spitzen 
derselben einander entsprechen und zwei beliebig gewählte Punkte 
ihrer Umfänge. Dabei ist vorausgesetzt (und in ähnlichen Fällen 
werden wir stillschweigend voraussetzen), dass die Punkte der Um- 
fänge, die einander entsprechen sollen, so gewählt sind, dass ent- 
sprechende Umläufe um die in Rede stehenden Flächen von gleichem 
Vorzeichen sind. Während zwischen z und Z die Gleichung 9) be- 
steht, setzen wir 

z = k^^ und Z^K |! ~ % ■ 10) 

Dadi^h werden die beiden Keile, welche die Gebiete von ^ und Z 
wieder bilden sollen, resp. auf zwei Sicheln von den Winkeln a und 
A in den Ebenen der 2 :' und Z' abgebildet, deren Spitzen die Punkte 
z' ^ z' = C 2 , Z' = Z' ^ sind. Die complexen Constanten 
k und^ K können so gewählt sein , dass zwei entsprechende , sonst 
beliebige Punkte der Keilumfänge zwei beliebig angenommenen 
Punkten der Sichelumfänge entsprechen. Elimiiiirt man aus den 
Gleichungen 9) und 10) 2 : und Z und setzt 



so erhält man 


A 



hierdurch sind die beiden Sicheln auf einander abgebildet so, dass 
die Spitzen einander entsprechen und die Punkte, die auf ihren 

d y' 

Umfängen beliebig angenommen waren. An den Spitzen ist 
Null oder unendlich, je nachdem A grösser oder kleiner als a ist. 

Wir wollen nun zeigen, wie zwei Sicheln von verschiedenem 
Winkel so a.uf einander abgebildet werden können, dass 3 beliebigen 
ll’unlvten des Umläiigs der einen 3 lieliebige Punkte des Umfangs 
der andern entsprechen. Wir wollen annehmeu , dass die Sichel in 
der Z'- Ebene, auf die sieh die Gleichung 11) bezieht, ein voller 
Kreis, also 
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A = 7t 

ist; irgend 2 Punkte des Umfanges können als ihre Spitzen ange- 
sehen werden. Lassen wir dann noch bei den Zeichen und Z' die 
Striche fort, so erhalten wir 


71 



Bestimmt man die Oonstanten in dieser Gleichung so, 

dass drei beliebige Punkte des Umfanges der Sichel in der c-Ebene 
dreien in der Z-Ebene angenommenen Punkten entsprechen, so ist 
durch dieselbe jene Sichel auf der Fläche des Kreises abgebildet, 
dessen Umfang durch diese 3 Punkte geht. Wir führen nun wieder 
eine neue Variable ein und denken uns in der r'- Ebene eine 
Sichel, deren Spitzen die Punkte z ^ und z' = c.y sind, und 
deren Winkel a ist; wir setzen dann 


7t 



und bestimmen die Oonstanten N\ C.^ so, dass drei l)eliebige 
Punkte des Umfanges dieser Sichel denjenigen Punkten der Z'^Sbenc 
entsprechen, die bereits bei der Betrachtung der Sichel in der cr-Ebono 
angenommen sind. Die beiden Sicheln sind dann auf denscdbeu Kreis, 
also auch auf einander abgebildet, und zwar so, dass die 3 Punkte, 
die auf dem Umfange der einen willkürlich angeiiommeii sind, den 3 
Punkten entsprechen, die auf dem Umfange der ainhun willkürlicli 
gewählt sind. Die Gleichung zwischen c: und ;r', welche dieses hdstet, 
erhält man, wenn man Z aus 12) und 13) eliminirt; durch dieselbe 
wird eine der beiden Grössen 




14 ) 


als eine gebrochene lineare Function der andern ausgedrückt; die 
Gonstanten, welche in dieser Function Vorkommen, limleii ihre lle- 
stimmung durch die 3 Paare von Punkten, welclu! einaiulcr ent- 
sprechen sollen. 

Wir werden den Pall zu betrachten haben, dass die ('ine von den 
beiden Sicheln in einen durch zwei parallele (j!ei-iul(( iK^gi'ciiztcii 
Streifen übergegangen ist, und wollen daher diesen li’ull nocli er- 
örtern. Wir wollen annehmen, dass 


— Cj = c., = t7i (cos y -f- i sin y) 

istj dabei bezeichnet dann 7ii den halben Abstand der Spitzen der in der 
0-Ebeno gedachten Sichel, y einen Winkel, welchen die Verbindungs- 
linie der Spitzen mit der x-Achse bildet. Es seien ferner die l.ilmmn 
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der beiden, die Sichel begrenzenden Kreisbögen, in Theilen ihrer 
Radien ausgedrückt, 2w und 2v , so dass 

V — u — a 10 . 

ist; endlich sei h die Breite der Sichel, 
d. h. der Abstand der Schnittpunkte 
ihres ümfaDges mit der Verbindungs- 
linie der Mittelpunkte der Kreise, deren 
Theile die Sichel begrenzen. Es er- 
giebt sich dann durch sehr einfache 


geometrische Betrachtungen 

& = »* (tg I - tg I) • 


15) 



Die Sichel verwandelt sich in einen 
Streifen der bezeichneten Art, wenn man m unendlich gross, v und 
mithin auch a, unendlich klein werden lässt; die Breite, des 
Streifens ergiebt sich dann aus 15) 




ma 

__ 


und y ist ein Winkel, den die Längsrichtung des Streifens mit der 
rr- Achse bildet. Bezeichnet man noch den gemeinschaftlichen, un- 
endlich grossen Werth von — und durch c, so erhält man für 

welcher Ausdruck sich von dem ersten der in 14) angegebenen Aiis- 

7t 

drücke durch einen constanten Factor, nämlich den Factor (— 1)“ 
unterscheidet , 


_ A 4 - • 

V ^ TL ac J 


Lässt man nun a verschwinden, während ac einen constanten Werth 
behält, so folgt hieraus, wie die Entwickelung nach dem binomischen 
Lehrsatz zeigt, 



Zweiundzwanzigste Vorlesung. 

(Flüssigkeitsstrahlen. Strahl, der aus einem G-efässe von gewisser Gestalt 
austritt. Strahl, der eine ebene Wand trifft. Ebene Wand in einem Strome 
von .unendlicher Breite. Druck, den diese Wand erleidet.) 

§ 1 - 

Bei einer stationären Bewegung einer incompressibelu Flüssig- 
keit, bei der ein Geschwindigkeitspotential , 9?, .existirt und äussere 
Kräfte nicht wirken, ist der Gleichung 20 ) der fünfzehnten Vor- 
lesung zufolge 

WO jt? den Druck, C eine Constante bezeichnet und die Dichtigkeit 
der Flüssigkeit = 1 gesetzt ist. Es nimmt hiernach der Druck ab, 
wenn die Geschwindigkeit wächst, und es müsste jener 00 werden, 
wenn diese 00 wird. Erfahrungsmässig kann der Druck in einer 
Flüssigkeit aber nicht unter einen gewissen negativen Werth sinken, 
ohne dass die Flüssigkeit zerreisst und dadurch eine gewisse Dis- 
continuität der Bewegung hervorgebracht wird. Hierauf beruht es, 
dass Wasser z. B. einen Strahl bildet, wenn es aus der Oeffnung 
eines Gefässes in ruhendes Wasser fliesst. Wir haben bisher ange- 
nommen, dass die Geschwindigkeit überall stetig mit dein Orte sieh 
ändert; wir wollen nun diese Voraussetzung aufgebeu und es als 
möglich ansehen, dass in Flächen Flüssigkeitstheilchcii an einander 
grenzen, die verschiedene Geschwindigkeiten besitzen, dafür aber die 
Bedingung stellen, dass der Druck nicht unter einen gewissen Werth 
sinkt. Diese Bedingung ist gleichbedeutend mit der, dass die Geschwin- 
digkeit einen gewissen, von jener Constanten C abhringigeu Wertli 
nicht übersteigt. Eine Fläche, an der die Geschwindigkeit sprung- 
weise sich ändert, verhält sich wie die Trennungsflächc zweier ver- 
schiedenen Flüssigkeiten ; auf beiden Seiten derselben muss der Druck 
und muss* die Componente der Geschwindigkeit nach der Normale 
denselben Werth haben. Wir. werden uns auf die Betrachtung des 
Falles beschränken, dass, wir nur ern Gebiet bewegter Flüssigkeit 
haben, welches an ruhende Flüssigkeit grenzt. Die Fläche, in der 
das geschieht, muss hiernach aus Stromlinien gebildet sein, und die 
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Geschwindigkeit in ihr überall denselben Werth haben. Diesen Werth 
wollen wir = 1 setzen. Wir werden ferner annehmen, dass das Ge- 
schwindigkeitspotential g) nur von den beiden Coordinaten x und y 
abhängt, werden 

z = X ifj , w =‘(p i'ijj 

setzen und suchen to so als Function von z zu bestimmen, dass den 
eben ausgesprochenen Bedingungen genügt wird. Dabei werden wir 
zu benutzen haben, dass 

^ = eonst. 


die Gleichung der Stromlinien ist. Für die Geschwindigkeit leiten 
wir einen Ausdruck durch die folgende Betrachtung ab. Es ist 

(hv dcp , . dj} 

* äz do[: ^ dx 


also 


^ ^ 2 


dx 


dz 

dw 


dy^ 

^ I 

aoi dy 


//(©■> 


Nun setzen wir 


2 ) 


(I 


^ = = p (cos d' i sin '§') 


3) 


and betrachten | und tj als die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes in einer Ebene, die wir die g-Ebene nennen werden; die 
Achse soll dabei parallel der x- Achse, die Achse parallel der 
y-Achse gewählt sein. Die Vergleichung der Gleichungen 2) und 3) 
zeigt dann, dass, wenn man von dem Punkte ^ = 0 nach dem Punkte ^ 
eine gerade Linie zieht, die Länge dieser, also p, das Eeciproke der 
Geschwindigkeit und ihre ßichtung die Eichtung der Bewegung in 
dem Punkte z ist. 

Die Grenzen des von der betrachteten bewegten Flüssigkeit er- 
füllten Eaumes oder, wie wir statt dessen sagen wollen, die Grenzen 
des Gebietes von z setzen sich aus drei verschiedenartigen Theilen 
zusammen. Einen Theil bilden Linien, durch welche die Flüssig- 
keit ein- und ausströmt; einen zweiten feste Wände; für diese ist 
^ = const.; den dritten endlich machen die Flächen aus, in denen 
die bewegte Flüssigkeit mit der ruhenden in Berührung ist; wir wollen 
sie die freien Grenzen jener nennen; für sie ist ebenfalls ^ = const., 
ausserdem aber p = 1. 

Um Flüssigkeitsbewegungen der in Eede stehenden Art zu finden, 
sehen wir auch q) und als die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes in einer Ebene, die wir die «d;- Ebene nennen wollen, an. 
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machen über die Gebiete von w und g geeignete Annahmen, suchen 
die Relation zwischen w und durch welche diese beiden Gebiete 
in den kleinsten Theilen ähnlich auf einander abgebildet werden, 
und berechnen aus dieser mit Hülfe von 3). Das Gebiet von z, 
welches den Gebieten von w und g entspricht, bestimmt den von der 
bewegten Flüssigkeit erfüllten Raum. 

§ 2. . 

Als Gebiet von w wollen wir nun einen Streifen aunehmen, 
dessen Grenzen die Gleichungen 

^ = ^0 9? = — oo 

^ = ^0 + ^ (p = + oo 

haben, wo und b zwei Constanten bedeuten; als Gebiet von g 
eine Sichel, bei welcher der eine begrenzende Kreisbogen die Glei- 
chung 

^ = 1 

hat und für deren Inneres überall ^ > 1 ist. Nach den im § 5 der 
vorigen Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen können wir die 
Gleichung zwischen w und g aufstellen, durch welche das eine dieser 
Gebiete auf dem andern abgebildet wird; dieselbe bestimmt iv und g 
als einwerthige Functionen von einander innerhalb dieser Ge))iete. 
Dabei können drei Punkte des Umfanges des einen dreien Ihinkten 
des Umfanges des andern willkürlich zugeordnet werden. Wir setzen 
fest, dass 

g = für 9 — cx) 

g = ^2 für <p = -f oo 

sei , und nehmen den Punkt g 2 auf dem Kreisl)ogen () == 1 , den 
Punkt gj auf dem andern Kreisbogen der Grenze des an. 

Ohne über das dritte Paar sich entsprechender Punkte eine Bestim- 
mung zu treffen und ohne auf die Gleichung zwisclien und g nälier 
einzugehen, lässt sich dann schon der Charakter des (Gebietes von er 
und der Charakter der den gemachten Annahmen ents])r(ieli(md(iii 
Flüssigkeitsbewegung im Allgemeinen angeljen. 

Aus der Gleichung 



die aus 3) folgt, ergiebt sich zunächst, dass das Gebiet von ^ sich in 
die Unendlichkeit erstreckt, da das Gebiet von w diese Eigenschaft Jiat 
und g nirgends verschwindet. Es sei z, ein Punkt der ,c-Ebene, für den 
^ = oo ist, und Z 2 ein Punkt, für den cp == ~j- csd ist, so dass 
die Punkte und Z 2 , die in der Unendlichkeit liegen, den Puidvten 
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und ^2 entsprechen. Die von dem Punkte g = 0 nach und 
gezogenen, geraden Linien wollen wir der Grösse und Richtung 
nach durch und bezeichnen, wobei dann die Grösse von = 
in Zi und in endlicher Entfernung davon ist dann die Richtung der 

Bewegung die von die Geschwindigkeit = ^ in 0., und in end- 

licher Entfernung davon ist die Richtung der Bewegung die von 
die Geschwindigkeit = 1. Ueberall ist das Gebiet von ;:r eine in den 
kleinsten Theilen ähnliche Abbildung des Gebietes von tVj bei der 
alle Längen im Verhältniss von 1 : q vergrössert sind; bei z., ist 
daher das Gebiet von z dem von w congruent und h die Breite des 
Stromes, bei z^ ist diese Breite Bei z^ müssen die Grenzendes 
Stromes feste Wände, bei ^0 können sie freie Grenzen sein. Freie 
Grenzen können überhaupt die Theile der Grenze des Gebietes von 
2: sein, welche den Theilen der Grenze des Gebietes von ^ ent- 
sprechen, für welche p = 1 ist, während die Theile der Grenze des 
Gebietes von 2r feste Wände sein müssen, welche den Theilen des 
zweiten Kreisbogens in der Grenze des g-Gebietes entsprechen. Es 
seien ^3 und die Spitzen der Sichel, welche das g-Gebiet bildet, 
^3 und z^ die entsprechenden Punkte im 2r-Gebiete; jeder dieser beiden 
Punkte bildet das Ende einer festen Wand und den Anfang einer 
freien Grenze. Pig. 11 soll die in Rede stehenden Gebiete von g 
und 2r zur Anschauung bringen ; die stärkeren Linien in dem letzteren 
sollen die festen Wände, die schwächeren die freien Grenzen dar- 
stellen; diese geben die Gestalt des Slrahles an, der aus einem Ge- 
fässe austritt, dessen Gestalt^ durch jene bestimmt ist. 

rig. 11. 




Wir machen auf eine Eigenthümliclikeit noch aufmerksam, die die 
Punkte Za und darbieten. In ihnen haben die durch sie gezogenen 
Stromlinien bestimmte Tangenten; es sind diese parallel den Linien 
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(>3 und in der g-Ebene. Es sind aber und z^ Wcndiuujsimnkte^ 
und zwar die einzigen, welche die genannten Stromlinien besitzen, 
wie daraus hervorgeht, dass überall die Tangente mit der dem be- 
trachteten Punkte entsprechenden Linie q parallel ist; vorausgesetzt, 
dass, wie bei der gegebenen Eigur, keine Tangente von dem Punkte 
an den Kreisbogen ^3 gezogen werden kann. Wir wollen 

den Krümmungsradius in oder z^ aufsuchen. Es sei dl ein Ele- 
ment einer Stromlinie und dg) die Aenderung, die das Geschwindig- 
keitspotential auf demselben erleidet; da — die Geschwindigkeit ist, 
so ist dann 

oder dl=Qdg). 

Gebrauchen wir wieder das durch die Gleichung 3) definirte Zeichen 
d'j so erhalten wir biernach für den Krümmungsradius von dl den 
Ausdruck 

Q dcp 

7 ^“ 


oder, da für jede Stromlinie 'ip constant ist und daher dio für dg) 
gesetzt werden kann, den Ausdruck 


Hier führen wir d^ an Stelle von dd' ein; wir haben in Folge der 
Gleichung 3) ^ 

, lgS=lg? + *^7 

also 

+ 6 ) 

Gehört nun, wie wir zunächst annehmen wollen, dl der freien 
Grenze des Strahles an, so ist p = 1, also dQ = 0, mithin 


und daher der in 4) gegebene Ausdruck des Krümmungsradius 



Ilückt der Punkt z einem der Punkte z., , z ^ , also der Punkt g einem 
der Punkte ^3, g, unendlich nahe, so wird unendlich klein, voraus- 
gesetzt, dass der Winkel an den Spitzen der Sichel, welche das 
^-Gebiet bildet, kleiner als jr ist, da die einander entsprechenden 
Theile der Gebiete von ^ und tVj für welche ^ unendlich wenig von 
oder abweicht, als Theile von Keilen betrachtet werden dürfen, 
die auf einander abgebildet sind durch die Relation, die zwischen 
t und tv besteht. Daraus folgt, dass die betrachteten Krümmungs- 
radien unendlich klein sind. 


§ 3. Oeffnung in ebener Wand. 
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Gehört einer der festen Wände an, so ist nicht dQ = 0] 
durch Differentiation der Gleichung zwischen q und <§’, welche den 
zweiten der Kreisbögen darstellt, die das Gebiet von g begrenzen, er- 
hält man aber dann eine Gleichung zwischen dQ und aus der 
in Verbindung mit der Gleichung 5) dd' durch dt ausgedrückt wer- 
den kann — es sei denn, dass der zweite Kreisbogen in eine gerade 
Linie übergegangen ist, in welchem Falle seine Gleichung d' = const., 
d. h, ^'0’ = 0 ist. Im Allgemeinen erhält man daher auch hier aus 

4) für den Krümmungsradius einen Ausdruck, der ^ als Factor ent- 
hält, und also verschwindet, wenn der Punkt 2: in dem Punkt 
oder ^4 rückt. In dem genannten Ausnahrasfalle aber ist der Krüm- 
mungsradius an der festen Wand unendlich und springt von Un- 
endlich zu Null, wenn der Punkt z durch 2:3 oder hindurchgeht. 


§ 3 . 


Die Rechnung, die wir im vorigen § bezeichnet haben, wollen 
wir nun in einem speciellen Falle durchführen. Von den beiden 
Kreisbögen, welche das Gebiet von t begrenzen, sei der eine, der- 
jenige, für welchen p = 1 ist, ein Halbkreis, der andere habe einen 
unendlich grossen Radius; der Punkt to halbire den Halbkreis und 
der Punkt ti liege in der Unendlichkeit auf der von dem Punkte 
^ = 0 durch t'i gezogenen Geraden. Fig. 12 soll für diesen Fall die 
Gebiete von t ^ darstellen; in ihr sind ausser den Grenzen 
dieser Gebiete die Achsen der 7 } und x, t/, die wir einführen 
wollen , angegeben. 





X 




Nehmen wir als die Grenzen des btreifens , der das Gebiet von 
w bildet, die Linien 

^ 0 und i/; = TT 
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aü, so haben wir zunächst nach der bei den Ausdrücken 14 ) der 
vorigen Vorlesung angegebenen Regel und der Gleichung 16 ) der- 
selben Vorlesung 




K 


^ — c 


6 ) 


zu setzen. Zur Bestimmung der drei Constanten C, C und K haben 
wir nach den bereits gemachten Festsetzungen die beiden Bedin- 
gungen, dass 

f ur g = — - oo 9 = — oo 

für ^ = — i ^ oo 

ist^ wir fügen diesen willkürlich die dritte hinzu, dass 


für g == 1 = 0 


sei. Daraus ergiebt sich 

d7=l, 1, 

also 

/ g-l . 


Hieraus ist § zu bestimmen; man erhält dafür die quadratische 
Gleichung 


(?- 





d. h. 


S-- 2^6-“ + 1 = 0, 

woraus folgt 


Das Vorzeichen der Wurzelgrösse ist für amen Werth von tv durch 
die Festsetzung, die wir getroffen haben, bestimmt, dass £ unendlich 
(und nicht Null) werde für 99 = — 00; damit ist dasselbe für das 
ganze Gebiet von la bestimmt, da, wie wir wissen, für dieses Gebiet 
g eine einwerthige Function von to ist. Nach 3) ist nun 



wo die untere Grenze des Integrals beliebig gewählt werden kann 
und =0 gesetzt werden möge; der Punkt ;:==() entspricht dann 
dem Punkte § = 1 , ist also der mit Zj bezeichnete Punkt. Die 
Integration bei dem ersten Theile des für ;r gefundenen Ausdrucks 
ist unmittelbar ausführbar; bei dem zweiten wird sie es, wenn man 

als Integrationsvariable _ f einführt. Man 

erhält so 


z = l — e ^ — 1 -f arctg — 1 , 


8 ) 
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WO der vorkoniinende arctg für zi? = 0 verschwindet. Hieraus sind 
die Grenzen des Gebietes von z zu bestimmen. 

Wenn = 0 ist und rp zwischen 0 und — cx:) variirt, so folgt 

aus 8) 

X = 1 — — 1 + arctg — 1 

2 / = 0 , 

WO die Wurzelgrösse (wie jede reelle Wurzelgrösse) positiv gerechnet 
werden soll und der arctg im ersten Quadranten liegt. Durch diese 
Gleichungen ist die negative a;-Achse dargestellt-, sie bildet eine feste 
Wand. Für q) — — oo und ^ = 0 ist also 

o; == 1 — 2e~^P + |- , y == 0. 

Hat (p einen constanten, unendlich grossen , negativen Werth und 
wächst tjj von Null bis 7t j so ist 

X = 1 — 2e~^^P cos ^ “l- Y 

y = 2e~^P sin 

Bei diesem Schlüsse ist benutzt, dass arctg u, d. h. 

u 

/ du 

JT^ 

ü 

seinen Werth nicht ändert, wenn der Punkt it auf einer ganz in der 
Unendlichkeit liegenden Linie bewegt wird. Die Gleichungen 9) 
stellen einen Halbkreis dar, dessen Mittelpunkt die a;-Ordinate 

1 + Y ’ ^-Ordinate 0 hat, und dessen Radius 2e~'P ist. Durch 

diesen Halbkreis strömt die Flüssigkeit nach seinem Mittelpunkte 
hin mit einer Geschwindigkeit, die dem Reciproken seines Radius 
gleich ist. Für cp = — oo und jj; = tü ist 

x=l + 2e-^P + Y’ ^ = 0- 

Ist = :;r und liegt cp zwischen — oo und 0, so ist 

X = 1 -f- e~'P -]- 'l/e^^'P — 1 -j- JT — arctg ]/e~-'^^P — 1 

y = 0 , 

wo der arctg wieder im ersten Quadranten zu wählen ist. Diese 
Gleichungen stellen den Theil der a;-Achse zwischen den Punkten 
X — 2 7t und X = CO dar; auch er ist feste Wand. Für f = 7t , 
9 = 0 ist, ebenso wie für ^ = 0, 9 = 0, wie aus der Gleichung 7) 

hervovo-eht, 4— unendlich: w == 0 und lo = %% sind die einzigen Punkte 

° ^ d%o ^ 

in der Grenze des Gebietes von iv, für welche dieses stattfindet; daraus 
folgt, dass der Punkt a: = 2 + Jt, y = 0 der mit bezeichnete ist. 
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Wenn f = it und g) positiv ist, so ergiebt sich, da 

arctg i u=^i^ lg , 
und nun y negativ werden muss, 

X = I e~ 7t 


y = /l — 


— h lg 


1 -j-/l -e-^ y . 
1 _ 


Diese Linie ist eine freie Grenze des Strahles. 

Für 7p = 7t, (p = -f- CO ist 

X = 1 -j- 7t, y — 1 — lg 2 — 

Giebt man dem g) einen constanten, unendlich grossen, positiven 
Werth und lässt 7p von 7t bis 0 abnehnien, so findet man 


X = 1 7p 

y = 1 — lg 2 — g). 

Diese Gleichungen stellen eine der a:-Achse parallele Linie von der 
Länge tc dar, für die y == — oo ist; durch diese Linie strömt die 
Flüssigkeit mit der Geschwindigkeit 1 in der llichtung der negativen 
y*Achse. 

' Für 9 ? = -[- oo und 0 = 0 ist 

y=l — lg 2 — 9 ?. 

Nimmt man endlich ^ == 0 und g) positiv an, so ergiebt sich 


X = l — e-'^P 
y =)/l —e~^^P — l- lg 


i+/i 

t-Vt-, 


e-yp 

Z2(p 


Die hierdurch dargestellte Linie ist die zweite freie Grenze des 
Strahles. Setzt man in diesen Gleichungen 9 ? = 0 , so kommt man 
zu dem Punkte z == 0 zurück, von dem wir bei der Aufsuchung der 
Grenzen des Gebietes von z ausgegangen sind. 


§ 4. 

Wir wollen nun einen Fall betrachten, der auch den eben be- 
handelten als speciellen in sich schliesst. Das Gebiet von to soll, 
wie in diesem, durch die Linien 

7p = 0 9 ) = — 00 

tP = 7t 9 ) = 00 

begrenzt sein; das Gebiet von £ aber sei begrenzt durch einen Kreis- 
bogen, der um den Punkt J — 0 mit dem Radius 1 beschrieben ist, 
die Länge cc hat und für dessen Endpunkte g die Werthe und 
besitzt, durch die Verlängerung der nach diesen Punkten gezo- 
genen Radien und einen unendlich grossen, concentrischen Kreis- 
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bogen. Dieses Gebiet von g lässt sich nach den über die Gleichung 
9) der vorigen Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen durch die 
Substitution 

TC 

abbilden auf ein Gebiet der Variabein Z, welches durch einen Halb- 
kreis vom Radius 1, die Verlängerungen der nach seinen Endpunkten 
gezogenen Radien und einen unendlich grossen, concentrischen Halb- 
kreis begrenzt isi Die Werthe, welche Z dabei für t = ts ^^nd ^ 
erhält^ nennen wir Z3 und Z4, so dass 

7t 7t 

ist. Das Gebiet von Z stimmt im Endlichen aber überein mit dem 
Gebiete, welches wir für g im vorigen § angenommen haben, und' 
wird daher durch die Gleichung 



die der Gleichung 6) nachgebildet ist, auf dem Gebiete von w abge- 
bildet. Daraus folgt dann zwischen ^ und xv die Relation 



wir nennen wieder und ^2 willkürlich zu wählenden Punkte 
der Grenze des Gebietes von g, für welche 9 = — 00 und 9? = + cxj 
ist 5 setzen wir dann noch zwei Punkte der Grenzen der Gebiete von 
5 und 10 als einander entsprechend fest, so sind die Constanten Kj 
C , C' bestimmt. 

Wir wollen in der Unendlichkeit go ^^m mit dem Radius 
1 beschriebenen Kreisbogen annehmen; Fig. 13 stellt dann die ent- 
sprechenden Gebiete von g und ;2r dar. 


Fig. 13. 



Die Theile des Gebietes von für welche g? = — 00 oder 
g) = 00 ist, liegen in der Unendlichkeit; die festen Wände sind 
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gerade in ihrer ganzen Ausdehnung und haben die Richtungen von 
^3 und der Strahl. hat in der Unendlichkeit die Richtung von 
und die Breite 7t. 

Wir betrachten noch einen besondern, hierher gehörigen Fall. 
Es sei 

a = 27C j J ^3 == i j §2 “ ^ 

und für = 0 

g = z^O. 


Die Gebiete von g und z sind dann durch Pig. 14 dargestellfc. 

Fig. 14. 




Bei der Bildung der Gleichung 10 ) treten die Grössen /jjj" und 
auf; diese sind nicht einander gleich, obwohl §3 und es sind, 
sondern entgegengesetzt, weil die eine von ihnen stetig in die andere 
übergehen muss, wenn der Punkt g auf einem, in seinem Gebiete 
liegenden Wege von nach oder umgekehrt, geführt wird. Hier- 
nach und in Folge der Bedingungen, dass 

für (p = — 00 g == 00 
^== + 00 ^ = ^ z 

10 = 0 I == z 

werde, geht die genannte Gleichung über in 

, , Vks + fi ) 1+7 ' 

d. h. 

i — ]/T 2yjc-^~i ==:(), 

Die Summe der beiden Werthe von ^ ^ die sich hieraus ergeben, ist 
= 2/z ihr Product = — die Summe der beiden Werthe 

von e ist daher -= 2i — 1 ) und das Product derselben — 1 ; 

für J gilt also die (|uadratische Gleichung 

r - 2ti - 1) — 1 = 0^ 


aus welcher folgt 



§ 4. Parallele ebene Wände. 
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§ = 2 — 1 ^ — l) . 

Das Vorzeichen der hier vorkommenden Wurzelgrösse ist dadurch 
bestimmt, dass, wenn 9 = — 00 ist, g unendlich und nicht Null wird. 
Aus 


w 



0 


ergiebt sich hiernach 

^ ^ ^ ^ _ I _ ]g , 

wo der lg für w = 0 verschwindet. 

Ist Tp — 0 und nimmt 9 von 0 bis — 00 ab, so ist hiernach 

X = 0 

y = — + (p — I e-v j/e-^v -TT _ ]g («- v ^ y'tr-^v — 1)), 

durch welche Gleichungen die negative 2/- Achse dargestellt ist. 

Hat cp einen constanten, unendlichen, negativen Werth und 
wächst zp von 0 bis jt, so wird 

X sin 2 ip + 2^ 

y == — 2 d?“ 2 fjp cos 2 ^ — 29 ~|- -1 + lg 2 . 

Ist zp = cc und cp negativ, so findet man 

X == 27 C 

y — (^^-2 9 ^ ^ I ^ ^-(p -j/e-^fp _ 1 _ ]g [e-v + ]/e~ ^^ • 

Diese Gleichungen stellen die zweite feste Wand dar, die also in 
dem Abstande 27 t von der ersten sich befindet. Die Breite des 
Strahles ist den vorausgeschickten allgemeinen Betrachtungen zu- 
folge = 7 t, 

Pig. 15. 

Der eben erörterte Fall eines Flüssigkeitsstrahles 
ist der erste, welcher mathematisch behandelt worden 
ist, und zwar von Helmholtz 

Giebt man, ohne sonst, in den gemachten An- 
nahmen eine Aenderung zu treffen, dem Punkte ^2 
eine andere Lage, als sie in Fig. 14 angegeben ist, / 
auf dem Kreise ^ = 1, so erhalten die Grenzen des / 

Gebietes von 2: die in Fig. 15 dargestellte Gestalt. 

Diese Grenzen schneiden sich selbst; eine dem ent- 
sprechende FlQssigkeitsbewegung ist nicht möglich. 



*) Mouatsbei’ichte der Berliner Akademie, April 1868. 
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§ 5 . 

Wir wollen nun über das Gebiet von w eine andere Annahme 
als bisher machen. Es sei dasselbe begrenzt durch die Linien 


TP : 


-:r ^ 


= — (X) 


. 7 C 

^ = + T 


^ = -[-00 

und durch die beiden Seiten der Linie, für welche 

= 0 und 9 > 0 

ist. Die folgende Betrachtung lehrt, wie dieses Gebiet sich auf einer 
Sichel abbilden * lässt. 

Das Gebiet, welches aus ihm entsteht, wenn man die Linie 
= 0, (p > 0 nicht zur Grenze gehörig rechnet, wird durch 

i + Z 




11 ) 


auf einem Kreise in der 2-Ebene abgebildet, und zwar so, dass 
für 9 = — 00 Z = — 1 

(p = -j- 00 z == — L 1 


10 


Z^i 


ist; der Radius des Kreises ist hiernach = 1, sein Mittelpunkt ist der 
Punkt Z = 0 und entspricht dem Punkte iv = 0 . Ist ^ = 0 , 9 > 0, 
so ist Z reell und kleiner als 1 ; der Linie = 0 , 95 > 0 entspricht 
der Radius, der von dem Punkte Z — 0 nach dem Punkte Z \ 
gezogen ist. Durch die Gleichung 11) wird daher das iin Anfänge 
dieses § bezeichnete Gebiet von to auf einem Gebiete von Z abge- 
bildet, das durch den genannten Kreis und die beiden Seiten des ge- 
nannten Radius begrenzt ist. Dieses aber wird durch 


auf einem Halbkreise von Radius 1 in der ^ -Ebene al)ge])il(let, also 
auf einer Sichel; der Winkel an den Spitzen derselben ist und für 

ihre Spitzen kst2"=+l. Auf dieser Sichel ist also das Gebiet 
von 10^ das wir angenommen haben, durch 

14-Z'2 
^ 1 — Z'2 

abgebildet und kann daher mit Hülfe der ini § f) der eiiiimdzwan- 
zigsten Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen auf jeder andern 
Sichel abgebildet werden, und zwar so, dass drei beliebigen Punkten 
seines Umfanges drei beliebige Punkte des ümfaiiges dieser ent- 
sprechen. 



§ 5. Strahl, der eine Wand trifft. 
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Als Grenzen des Gebietes von £ wollen wir wieder einen Halb- 
kreis vom Radius 1 und einen unendlich grossen Kreisbogen an- 
nehmen und wollen festsetzen, dass, wenng^, go» S 3 Punkte des 
Halbkreises sind, 

für g? = ~- cx) £ = 

^<0, ^=:-fcX) 

^> 0 , 9 = -foo 5 = ^3 

ist. Der Charakter des Gebietes von z lässt sich dann wieder im 
Allgemeinen mit Leichtigkeit angeben. Fig. 16 stellt die Gebiete von 
w, ^ und 2 : dar. 



Aus der Unendlichkeit kommt ein Strahl, der dort die Breite jr, 
die Geschwindigkeit 1 und die Richtung von ^)j hat; in die Unend- 
lichkeit gehen zwei Strahlen, die dort die Breite—, die Geschwindig- 
keit 1 und die Richtungen von Qo und q.^ haben. Die Grenzen jenes 
Strahles gehen in die äusseren Grenzen dieser durch die Linien über, 
die den Kreisbögen ^2 t\ ^3 entsprechen. Die inneren Grenzen 
der beiden in die Unendlichkeit laufenden Strahlen gehen in einander 
über durch eine, Linie, die zum Theil freie Grenze, zum Theil feste 
Wand ist. Die Enden der letzteren entsprechen den Spitzen des 
Gebietes von ^ und zwei gewissen Punkten des Gebietes, für 
welche ^ = 0, cp ^ 0 ist. Die Wand liegt ganz im Endlichen, ist 
gerade und dem unendlichen Kreisbogen der Grenze des ^-Gebietes, 
so weit er im Endlichen liegt, parallel, ln ihr giebt es einen Punkt, 
dem Punkte w == 0 entsprechend, wo die Geschwindigkeit Null ist 
und eine Stromlinie sich in zwei theilt. 

Wir gehen näher auf einen Fall ein, der als in dem besproche- 
nen enthalten angesehen werden kann, den wir aber selbständig be- 
handeln wollen. 

Die Grenzen des Gebietes von g seien die in Fig. 16 dargestellten, 
das Gebiet von w aber sei die unendliche Ebene, die durch die 
beiden Seiten der Linie ?/; == 0 , cp > 0 begrenzt ist. Dabei sei 
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für w — oo S = — i 

U ) = 1 ^ 1 5 

die letzte Bedingung ist erfüllbar, da der Punkt to — 1 zweimal in 
der Grenze des Gebietes von w vorkommt und daher zweien Punkten 
in der Grenze des Gebietes von t entsprechen muss. Die Relation 
zwischen w und durch welche die Gebiete der beiden Variabein 
diesen Festsetzungen gemäss auf einander abgebildet werden, findet 
man .leicht durch die folgende Betrachtung. Das Gebiet von w wird 
durch 


auf der Hälfte der Z-Ebene der Art abgebildet; dass 


für to 


Z = oo 


ist. Dieses Gebiet von Z ist ein Kreis von unendlich grossem Ra- 
dius; die Sichel; welche das Gebiet von ^ ansmacht, wird auf dem- 
selben durch 


so abgebilclet; dass 


\i + J / 1 + ^ 


ist Daraus folgt die Relation zwischen ^ und w 


Hieraus ergiebt sich 

y w 

also 

Das Vorzeichen der zweiten der Ixiidcn hier vorkonimonden Wnrzel- 
grössen ist durch die Festsetzung ])estimmt, dass t, = — i für 
= cx> wird, das der ersten dann dadurch, dass für w = 0, g un- 
endlich und nicht Null werden muss, da in dem Gebiete von g 
keine Werthe Vorkommen, deren Modul kleiner als l ist. Hetzt 
man noch fest, dass s und tu gleichzeitig verschwinden , so ergiebt 
sich aus 12) 

z — 2 j/'w w 1 are sin ]/ rv , 

wo der arc sin Null ist für 'w = 0. Für die feste Wand ist f/'/o reell 
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und variirt von — 1 bis + l*? dieselbe ist daher ^ = 0 und w 
liegt zwischen 

2 - f und 2 + f . 

Fig. 17 stellt für den jetzt betrachteten Fall die Gebiete von g 
und z dar. 


Fig. 17. 



Ein Strom von unendlicher Breite, der in der Unendlichkeit 
überall die Geschwindigkeit 1 und die Richtung der negativen ^-Achse 
hat, trifft eine Wand von der Breite 4 + tt, die senkrecht zur Achse 
ist; in den freien Grenzen, die von den Enden dieser ausgehen, be- 
rührt er ruhende Flüssigkeit. 


§ 6 . 

Wir wollen nun eine Betrachtung über den anstellen, den 

eine feste Wand bei solchen Flüssigkeitsbewegungen, wie wir sie in 
dieser Vorlesung untersucht haben, erleidet. Der Druck jt? in irgend 
einem Punkte, der bewegten Flüssigkeit ist der Gleichung 1) zufolge 
bestimmt durch 

oder 

In der ruhenden Flüssigkeit ist der Druck einer Constanten gleich, 
die durch C^^ bezeichnet werden möge. An der freien Grenze der 
bewegten und der ruhenden Flüssigkeit ist der Druck auf beiden 
Seiten derselbe und ^ = 1 ; daraus folgt 

also 

P - C. + 1 (l - J,-) ■ 

Nun sei di ein Element einer Wand, die auf der einen Seite mit der 

Kirclihoff, Mechanik. 3. Aufl. 
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bewegten, auf der andern mit der ruhenden Flüssigkeit in Berührung 
ist; der üeberschuss des Druckes, der auf dieses von der ersten Seite 
wirkt, über den von der zweiten Seite wirkenden, oder, wie wir der 
Kürze wegen sagen wollen, der Druck, den das Element dl erleidet, 
ist daher 

Um mit Hülfe dieses Ausdrucks den Druck zu berechnen, den ein 
endlicher Theil der Wand oder die ganze Wand erleidet, ist es zweck- 
mässig, als Integrationsvariable w einzuführen. Wie wir bereits am 
Ende des § 2 benutzt haben, ist dl = Qdcp^ oder, da für die Wand 
ij} constant ist, dl — ^ dw\ wobei indessen zu beachten ist, dass d^) 
und dw^ ebenso wie äl^ positiv zu wählen sind. Der Druck, den 
das Element dl erleidet, wird daher 

= 1(9-7) 

Die weiteren Entwickelungen wollen wir auf den Fall beschränken, 
dass die Wand gerade und parallel der a:-Achse ist. An ihr ist dann 
t reell und daher 

wo das Vorzeichen dadurch bestimmt ist, dass p positiv ist. Der 
Druck, den die ganze Wand erleidet, ist also 

J±h{%-\) äw, 

wo die Integration über die Wand auszudehnen und das Vorzeichen 
so zu wählen ist, dass alle Elemente des Integrals positiv sind. 

In dem Falle, auf den Pig. 17 sich bezieht, ist in Folge der 
Gleichung 12) 

Da längs der Wand ]/ w von — 1 bis + 1 zunimmt, so ergiebt sich 
hieraus der Druck, den die Wand in diesem Falle erleidet, 

= 7t, 


§ 1 . 7 . 

Wir wollen endlich uns von einigen Voraussetzungen frei machen, 
die wir in dieser Vorlesung eingeführt haben, um die Formeln ab- 
zukürzen. 

Schreibt man in der Gleichung zwischen 2 : und welche eine 
Flüssigkeitsbewegung der betrachteten Art darstellt, - für wo 7 i 
eine positive Constante bedeutet, so stellt die neue Gleichung eine 



§ 7. Druck, den eine Wand erleidet. 
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Bewegung dar, bei der die Stromlinien die alten sind, die Ge- 
schwindigkeit überall proportional mit n, der Druck;, den eine Wand 
erleidet, proportional mit ist. 

Schreibt man in derselben Gleichung — und — für z und w. 

WO m wieder eine positive Constante ist, so stellt die neue eine Be- 
weguDg dar, bei der die Stromlinien den früheren ähnlich sind und 
die Geschwindigkeit an den entsprechenden Punkten dieselbe ist. 
Die linearen Dimensionen der Stromlinien sind mit m proportional; 
mit m proportional ist auch der Druck, den eine Wand erleidet. 

Ist die Dichtigkeit der Flüssigkeit nicht = 1 , wie wir angenom- 
men haben, sondern = ft, so ist der Druck, den eine Wand erleidet, 
proportional mit ft. 

Kehren wir nun noch einmal zur Betrachtung der Strömung 
zurück, auf welche Big. 17 sich bezieht, nehmen aber an, dass l die 
Länge der festen Wand, v die Geschwindigkeit an der freien Grenze 
der bewegten Flüssigkeit oder in der Unendlichkeit, ft die Dichtig- 
keit der Flüssigkeit ist; der Druck, den die feste Wand erfährt, ist 
dann hiernach 



Dreiundzwanzigste Vorlesnng. 

(Bewegung der Luft oder einer anderen compressibeln Flüssigkeit, auf 
deren Theile kein§ Kräfte wirken. Es wird die Existenz eines Geschwindigkeits- 
potentials vorausgesetzt und die Geschwindigkeit als unendlich klein angenom- 
men. Aufstellung der Bedingungen, durch welche das Geschwindigkeitspotential 
bestimmt ist. Ebene Wellen, ßeflexion derselben. Kugelförmige Wellen. 
Berechnung des Geschwindigkeitspotentials aus dem Anfangszustande für den 
Fall, dass der Luftraum unbegrenzt ist. Bewegung einer festen Kugel in der 
Luft. Schwingungen einer Kugel. Intensität des erzeugten Tones. Schwingungen 
zweier kleiner Kugeln.) 


§ 1 - 

Wir haben bis jetzt die Bewegung einer Flüssigkeit nur unter 
der Voraussetzung näher untersucht, dass diese als incompressibel 
betrachtet werden kann; wir wollen nun auf die Aenderungen der 
Dichtigkeit Rücksicht nehmen. Zu den Erscheinungen, mit denen 
wir es hier zu thun haben werden, gehören vornehmlich die Schall- 
Schwingungen der Lufti, wir wollen uns vorstellen, dass die Flüssig- 
keit, um die es sich handelt, die Luft ist, obwohl die Rechnungen, 
die wir durchführen werden, für jede Flüssigkeit gelten. Wir setzen 
die Existenz eines Geschwindigkeitspotentials voraus, nehmen an, 
dass Kräfte nicht wirken, und dass die Geschwindigkeiten überall 
stetig sich ändern; für den Punkt (a:, z) und die Zeit t bezeichnen 
wir das Geschwindigkeitspotential durch den Druck durch /;, die 
Dichtigkeit durch ft. Nach den Gleichungen 20), 21) und G) der 
fünfzehnten Vorlesung ist dann 



wo das für P angegebene Integral aus der Relation zu berechnen 
ist, die zwischen p und ft besteht, und die untere Grenze der 
Integration dabei beliebig gewählt werden kann. Wir werden uns 
auf die Betrachtung des Palles beschränken, dass die Geschwindig- 
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keiten, sowie die Aenderungen des Druckes und der Dichtigkeit als 
unendlich klein anzusehen sind. Wir können dann zunächst 

dp = a^d^ 4) 

setzen; wo a eine positive Constante bedeutet; die, wie wir sehen 
. werden, Fortpflanzw'igsgeschioindigkeit des Schalles in der Luft ist. 
Wir machen ferner 

; 5) 


indem wir unter eine Gonstante verstehen, die unendlich wenig 
von den Werthen, die n erhält, verschieden ist; die Grösse a nennen 
wir die Verdichtung im Punkte {xy y, z) zur Zeit t. Berücksichtigen 
wir nur die Glieder niedrigster Ordnung, so folgt aus 3), 4) und 5), 
wenn wir P und 6 gleichzeitig verschwinden lassen, 

und aus 1) und 2) 

+ 6 ) 
jf + ^'P-0- 


Hieraus ergiebt sich für <p die partielle Differentialgleichung 




7 ) 


Nach dem Begriffe des Geschwindigkeitspotentials sind , 1^, 
die Componenten der Geschwindigkeit, und nach der Gleichung 6) 
^ Verdichtung 6 im Punkte (x, y , z) zur Zeit alle 

diese Grössen sind daher gefunden, wenn 9 als Function von x^y^z 
und t bis auf eine additive, von diesen 4 Argumenten unabhängige 
Constante ermittelt ist. Wir wollen beweisen, dass durch die Glei- 

chung 7) 9 vollkommen bestimmt ist, wenn 9 und ~ für ^ = 0 als 
Functionen von x, y, z und für alle Elemente der Grenzfläche der 
betrachteten Luftmasse ^ als Function von t gegeben sind und 9 

als stetig angenommen wird. Man bezeichne durch dt das Volumen, 
welches ein Element der Luftmasse zur Zeit t einnimmt, multiplicire 

die Gleichung 7) mit dt und integrire nach df^ die so ent- 
stehende Gleichung lässt sich schreiben 


da das Glied, welches bei der Entwickelung der linken Seite von 8) 
in Folge davon auftritt, dass dt mit der Zeit sich ändert, unendlich 
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klein von höherer Ordnung ist, als die übrigen Glieder. Dieselbe 
Erwägung ergiebt 


Jl 

dt 




■/(* 


dx 


dt dtp 


dy dy 


+ ■ 


5^ 

^ dt dg) 
dz dz 


) 


ät. 


Die rechte Seite dieser Gleichung — mithin auch ihre linke — 
ist nach dem durch die Gleichung 14) der sechszehnten Vorlesung 
ausgesprochenen Green'schen Satze 







j 


wo ds ein Element der Oberfläche der Luftmasse und n die nach 
dem Innern dieser gerichtete Normale von ds bedeutet; es gilt diese 
Behauptung auch in dem Falle, dass cp vielwerthig ist, weil auch 
dann die Differentialquotienten von cp nach x, y ^ z und t einwerthig 
sind. Die Gleichung 8 ) wird hiernach 

? (if)'+ (t)’) 



sie spricht den Satz von der lebendigen Kraft für den Fall, den wir 
betrachten, aus. Ist für alle Elemente der Oberfläche und für alle 

VP'erthe der Zeit == 0, so ist die gefundene Gleichung integrabel 


und giebt 




c, 


wo C eine von t unabhängige Grösse bedeutet. Verschwinden überall 
(p und für t = 0, so ist ^ = 0 ; es ist dann (p unabhängig von 

Xj y, z und es ist dann also immer und überall 9 ? = 0. Wir 
haben somit bewiesen, dass, wenn (p der Differentialgleichung 7 ) 

genügt, für t=0, cp und verschwinden und an der Oberfläche 

für alle Werthe der Zeit -^==0 ist, allgemein 95 = 0 ist. Es folgt 

hieraus, dass, wenn 97 ^ und cp^ der Gleichung 7 ) genügen, für 
/ = 0 

und ^ = ^ 

und für die Oberfläche 

dg)i dg)2 

dn dn 

ist, man allgemein qjj == cp^ hat. 
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§ 2. Ebene Wellen und Kugelwellen. 

Für ein gewisses Zeitintervall lässt sich cp für einen jeden Punkt 
der Luftmasse in einfacher Weise durch die Werthe ausdrücken, die 

(p und ^ Anfangspunkte der Zeit besitzen. Um das zu zeigen^ 

wollen wir eine particuläre Lösung der Gleichung 7) benutzen, die 
im nächsten § abgeleitet werden soll. 


§ 2. 


Nimmt man an, dass q) von x und y unabhängig ist, so geht 
die Gleichung 7) über in diese 


Setzt man 


dt^ ~ dz^ 

x — z — ai y y — z-{-atj 


9 ) 


indem man den Zeichen x und y eine neue Bedeutung giebt, so 
hat man 

_ „ 2 1 ^^y I ^^y _ o ^^y \ 
di^ “ \dcü^ dy^ dxdyJ 

d^cp 3'^ cp . d^(p . o d^(p ^ 

dx^ ' dy^ ' dxdy ’ 


die Gleichung 9) wird also 


3^ cp 
3x 3y 


= 0 ; 


hieraus folgt, dass ^ von y unabhängig, cp also die Summe einer 

Function von x und einer Function von y sein muss. Die allgemeine 
Lösung der partiellen Differentialgleichung 9) ist daher 

cp = jFj (^z — cit^ — JF() {z -j-' j 1^) 

wo und willkürliche Functionen der beigefügten Argumente 
bedeuten. 

Gesetzt, es sei 

cp = F^(z — af) 


und es habe F^ variable Werthe nur, wenn sein Argument zwischen 
0 und s liegt; zur Zeit t hat dann cp variable Werthe nur, wenn ^ 
zwischen al und ai-\-e liegt, und zwar immer dieselben Werthe, 
welches auch der Werth von i sein möge; man sagt: eine Welie von 
gleichbleibender Gestalt pflanzt sich mit der Geschwindigkeit a in 
der Richtung der z-Achse fort. Ist 

(p = F 2 (z at) 

und hat variable Werthe nur, wenn das Argument innerhalb eines 
gewissen Intervalls liegt, so hat man eine Welle, die mit derselben 
Geschwindigkeit in der entgegengesetzten Richtung sich fortpflanzt. 
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Die allgemeinere, durcli die Gleichung 10) dargestellte Bewegung 
bezeichnet man als eine, bei der zwei Wellen oder zwei Wellen- 
sjsteme vorhanden sind, die mit der Geschwindigkeit a in der 
Richtung der .sr-Achse und in der entgegengesetzten Richtung fort- 
schreiten. 

Wir wollen nun annehmen, dass eine feste Wand vorhanden 
sei, für welche z == / ist, so dass für diesen Werth von z immer 

= 0 sein muss ; für die betrachtete Luftmasse sei z < / und / 

Oz' 

sei positiv; zur Zeit t = Q sei eine Welle vorhanden, die in der 
Richtung der 12 :- Achse fortschreitet und jene Wand noch nicht er- 
reicht hat. Für i = 0 und für hinreichend kleine Werthe von t 
ist dann 

(p = F^(z — at ) ; 

die Function (x) ist dabei für alle Werthe von x, die < / sind, 
bis auf eine additive Oonstante bestimmt durch die Verdichtungen 
oder durch die Geschwindigkeiten, die zur Zeit / = 0 stattfinden; 
sie ist für die genannten Wenthe von x völlig bestimmt, wenn wir 
noch festsetzen, dass F^{x)—0 ist, wenn x nahe =l ist. Wenden 
wir die Gleichung 10) auf unsern Fall an, so haben wir ^^ 2 ( 2 /) = 0 
zu setzen für alle Werthe von die kleiner als l sind; für grössere 
Werthe des Arguments bestimmt sich F^ aus der Bedingung, die für 
z = I m erfüllen ist. Bezeichnet man nämlich durch F^' und /V 
die nach ihren Argumenten genommenen Differentialquotienten von 
F^ und muss für alle positiven Werthe von l 

F/{l—a{) + F^'{l + at) = 0 

sein, oder, wenn man y ^ at setzt, für alle Werthe von y, die 
grösser als l sind, 

F'{y) = -F;{2l^y), 

Integrirt man diese Gleichung, nachdem man sie mit cly multiplicirt 
hat und wählt die Oonstante der Integration so, dass bei y = l 

stetig bleibt, so erhält man 

Diese Gleichung gilt zunächst nur für den Fall, dass y > l\ man § 
kann sie auch für den Fall, dass ^ < /, in dem F.^{y) = 0 ist, gültig 
machen, indem man F^{x), welches bisher nur für Werthe von 
definirt ist, die kleiner als l sind, für grössere Werthe gleich Null 
annimmt. Man hat dann allgemein 

cp = F^ {z - at) + F^ {21 — z ~ at), 11) 

Das zweite Glied in diesem Ausdrucke von cp stellt eine Welle dar, 
die in der der Achse entgegengesetzten Richtung fortschreitet; man 
sagt von dieser, sie sei reflectirty sei entstanden durch Reflexion an 
der bei ; 2 r = ^ vorhandenen Wand. 
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Wir wollen den betrachteten Pall noch durch die Annahme 
specialisiren , dass l. unendlich gross ist und für unendlich 

grosse positive Werthe von x verschwindet. Für endliche Werthe 
von t ist dann die Gleichung 11) 

cp = Fy{z — at) y 

d. h. die Bewegung geht so vor sich, als ob die Wand bei z = l 
gar nicht vorhanden wäre. Für unendlich grosse Werthe von t gilt 
‘das aber nicht mehr; es hört an irgend einem Orte auf zu gelten, 
sobald die an der Wand reflectirte Welle ihn erreicht hat. 

Wir haben jetzt ebene Wellen untersucht, wir wollen nun kugel- 
förmige ins Äuge fassen. Wir setzen 


r = A' + 


und nehmen an, 
dann 


dass cp ausser von i nur von r abhängig ist. 


Acp 


d^gj , ^ dtp 
dr^ ' r dr 


Da 


ist, so wird die Gleichung 7) 



oder nach Multiplication mit r 

d^{rcp) d'^{>'cp) 

, di^ ~ ‘ 


Diese Gleichung ist von derselben Form wie 9) ; 
Lösung ist 


9 = 7 — «0 + v -^2 (^ + «0 , 


ihre 


allgemeine 


12 ) 


WO uud F^ wieder willkürliche Functionen bedeuten. Hierdurch 
sind zwei Systeme von Kugelwellen dargestellt, von denen das eine 
von dem Anfangspunkt der Coordinaten nach Aussen, das andere 
von Aussen nach diesem Punkte hin mit der Geschwindigkeit a 
sich fortpflanzt. Bei diesen Wellen bleiben aber während des Port- 
schreitens die Geschwindigkeiten und die Aenderungen der Dichtig- 
keit nicht sich gleich, wie es bei den ebenen Wellen der Fall ist, 

sondern wegen des Factors ~ nehmen diese Grössen bei den sich 
ausbreitenden Wellen ab, bei den sich zusammenziehenden zu. 


§ 3. 

Wir sind jetzt vorbereitet, die am Ende des § l ausgesprochene 
Behauptung zu beweisen. Es seien U und V zwei Functionen der 
rechtwinkligen Coordinaten x, y y Zy die mit ihren ersten Dijfferential- 
quotienten innerhalb eines vollständig begrenzten , einfach zusammen- 
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hängenden ßaumes stetig sind; es sei d% ein Element dieses Raumes, 
äs ein Element seiner Oberfläche und n die nach seinem Innern ge- 
richtete Normale von nach dem Green^schen Satze ist dann 



In dieser Gleichung setze man IJ gleich einem Geschwindigkeits- 
potential 9, wie wir es hier betrachten, das also der Gleichung 7) 
genügt, und wähle V so, dass 


dt^ 




ist; man hat dann 

J*dT{cp J V — V J(p) = ^(p 


cf‘F 

di^ 


dV 
dt . 


di‘ ) 

vISL\ 

dt ) 


und erhält also, wenn man durch T einen beliebigen Werth von t 
bezeichnet, 


T 





d.C 


9 


dt 




13) 


0 

Den Anfangspunkt der Coordinaten legen wir in einen beliebigen 
Punkt des Luftraums, auf den cp sich bezieht, und machen 


§ 

aus der Bedeutung, welche die Gleichung 12) hat, folgt, dass dieses 
V der dafür angenommenen partiellen Differentialgleichung genügt, 
lieber die Function F nehmen wir an, dass sie von Null verschiedene 
Werthe nur hat, wenn ihr Argument zwischen at' und at' s liegt, 
und hier positiv ist; dabei soll 


0 < at' <i al' 6 < aT 


s 

at' 


clr = 


1 


und £ unendlich klein sein; es hat dann F(i[') Werthe, welche unend- 
lich gross von der Ordnung von sind. Der Raum, dessen Element 

d% ist, soll durch zwei Kugelflächeu begrenzt sein, deren gemein- 
samer Mittelpunkt der Anfangspunkt der Coordinaten ist, und von 
denen die eine einen Radius hat, der unendlich klein auch gegen 
£ ist, die andere einen Radius j?, der gleich der kürzesten Ent- 
fernung des Anfangspunktes von der Oberfläche des Luftraums ist, 
auf den cp sich bezieht; dabei soll die Grösse t' so gewählt sein, dass 
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R, 

Um unter diesen Voraussetzungen die Gleichung 13) zu entwickeln, 
bemerken wir zunächst, dass das Integral 

ausgedehnt über die Kugel vom Radius R, für alle positiven Werthe 

o j/- t 

von i verschwindet, weil hier für diese V und (oder, was das- 

dn \ ’ 

selbe ist, — gleich Null sind, üeber die unendlich kleine Kugel 
ausgedehnt, ist 


ß 


ds f|^ = o 
cn 


<^«9 |^= 4:7tq)oF(at) , 

wenn g?o Werth von g) im Punkte r = 0 zur Zeit t bedeutet, 
wie man sieht, wenn man ds durch Polarcoordinaten ausdrückt. 
Durch Ausführung der Integration nach t findet man hiernach die 
linke Seite der Gleichung 13) 

4:7t 

wo 9?o Zeit i' sich bezieht. 

Der in den eckigen Klammern auf der rechten Seite derselben 
Gleichung stehende Ausdruck verschwindet für r, weil V und 

O J/- 

für diesen Werth von t gleich Null sind; um seinen Werth 

für ^ = 0 zu finden, führen wir die Polarcoordinaten r, -fi, cj ein 
und bezeichnen durch F' den Differentialquotienten der Function F 
nach ihrem Argument. Die rechte Seite der Gleichung 13) wird 
dann 

sin (^(r) ^ — aF' {?') 9?^, 

wo t — 0 in g? und zu setzen und zu integriren ist in Bezug 

auf 'd' von 0 bis jr, in Bezug auf co von 0 bis 2jr und in Bezug auf 
r von 0 bis R. Die letzte dieser Integrationen lässt sieh ausführen; 
in der That hat man 

R 


rdrF(r) ^ = at'^ 


di 


J 


R R 

J rdt' F' (r) cp = jP(r)j^ — J -^(0 


d {i'cp) 
dt' 
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WO in — und w auf der rechten Seite der Gleichheitszeichen 

r — at 

zu setzen ist. Die Gleichung 13) giebt daher 

4 ITT ^0 = sin d' d%' d(x)(^'^ -\- 5 

sie drückt den Werth, den cp im Punkte ra=0 zur Zeit t' hat, aus 
durch die Werthe, die in der Kugelfläche und cp in und unendlich 

nahe an der Kugelfläche, welche mit dem Radius at' um den Punkt 
r = 0 beschrieben ist, zur Zeit / = 0 besitzt. Dieser Punkt kann 
beliebig in dem zu betrachtenden Lufträume gewählt werden ; auch t' 

ist beliebig, nur muss es in dem Intervall von 0 bis — liegen. Sind 

cp und ^ ^ = 0 überall gegeben, so kann man also cp für jeden 

Punkt und ein gewisses Zeitintervall ermitteln; ist der Luftraum 
als unbegrenzt zu betrachten, so findet man auf diese Weise (p 
vollständig. 


§ 4. 

Wir haben früher die Bewegung eines festen Körpers in einer 
als unbegrenzt zu betrachtenden Flüssigkeit ausführlich unter der 
Voraussetzung untersucht, dass diese als incompressibel angesehen 
werden kann; wir wollen nun eine solche Bewegung unter .den 
einfachsten Annahmen mit Rücksicht auf die dabei eintretenden 
Diclitigkeitsänderungen verfolgen. Wir fassen die Luftbewegung ins 
Auge, für welche 

ist, wo r wieder die Linie bezeichnet, die vom Anfangspunkte der 
rechtwinkligen Coordinaten nach dem Punkte gezogen ist, auf den 
cp sich bezieht, F eine Function, über die zu verfügen wir uns Vor- 
behalten; diesen Ausdruck kann man für das Geschwindigkeits- 
potential annehmen, da er der Gleichung 7) genügt. Gleichbedeutend 
mit der Gleichung 14) ist 


_ A / AA“ A) . 

ar \ r } 
/ F [t‘ — a/) \ 

\ r J 


wenn of den Winkel zwischen der z- Achse und der Richtung von r 
bedeutet. Die Oomponente der Geschwindigkeit eines Lufttheilchens 

nach der Richtung von r, d. h. ist daher bestimmt durch 
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Nun sei R ein specieller Werth Yon r und 


für r = R ist dann 


dR^ 


f{i) cos &. 


15) 


Hieraus folgt, dass die Gleichung 14) für den Fall gilt, dass eine 
feste Kugel vom Eadius R, deren Mittelpunkt dem Anfangspunkt 
der Coordinaten unendlich nahe ist, in der Richtung der z- Achse so 
sich bewegt, dass / (j) ihre unendlich kleine Geschwindigkeit zur Zeit 
t ist. .Ist / 'beliebig gegeben, so dient die Gleichung 15) zur Be- 
stimmung von F\ bezeichnet man den ersten und zweiten DifPerential- 
quotienten der Function F nach ihrem Argument durch F' und F'\ 
so ist nämlich 


t = I - «') - i + i 

F{R — at) == ü(i) oder kürzer = U , 16) 


dR^ 
setzt man 


so hat man 

die Gleichung 15) wird daher 


F''{R — at) 


1 


5 


^ + aR^ dt + w/- 




R d l' 


17) 


Die Integration dieser Differentialgleichung bietet keine Schwierigkeit 

dar; es seien 2.^ und Wurzeln der quadratischen Gleichung 

% 

d. h. es sei 

;i, = - (1 + A, = -^(i-0, ^ = 

dann ist 

wenn und als Functionen von i aus den Gleichungen 

A, t 1 lUi. pUt ^ 0 

di ” di 

ei.t e^t = a'^RfQ) 


bestimmt werden, d. h. wenn 
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gemacht wird, wo die unteren Grenzen der beiden Integrale will- 
kürliche Constanten sind. Hat man Z7 ermittelt, so findet man (p 
aus den Gleichungen 14) und 16), von denen die zweite 

= 18) 

giebt. 

Wir wollen nun über die Function / (t) die Voraussetzung 
machen, dass sie für alle negativen Werthe verschwindet, dass also 
die Kugel zur Zeit t=0 sich zu bewegen anfängt; zugleich wollen 
wir als untere Grenze der in den Ausdrücken von und vor- 
kommenden Integrale 0 annehmen; es verschwindet dann U {t) für 

alle negativen Werthe von t und es verschwinden q) und wenn 

= 0 und r > Ä ist; die gemachte Annahme entspricht also dem 
Palle, dass zur Zeit 1 = 0 die Geschwindigkeit und die Verdichtung 
aller Lufttheilchen gleich Null sind. Dabei ist 

F (r — at) = Oj wenn at <ir R\ 

ein jedes Lufttheilchen bleibt in Euhe, so lange diese Ungleichung 
besteht. 

Für positive Werthe von t kann / (^) noch willkürlich gewählt 
werden. Gesetzt, es sei für diese 

/(O = 

wo c eine Oonstante bedeutet, oder, was im Resultat auf dasselbe 
hinauskommt, es nehme, während t von Null bis zu einem unendlich 
kleinen Werthe wächst, f (i) stetig von Null bis zu dem constanten 
Werthe c zu; es ergiebt sich dann 

oder, wenn man die Werthe von Aj und A 2 einführt, 

(1 - r « OOS - D) ■ 

Nach 18) ist daher, wenn at > r — i?, 

(r - «0 - (> - Vi (-=^' + v)) ■ 

Für sehr grosse Werthe von t wird 

T? { A 
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und es erhält das Geschwindigkeitspotential g? denselben Werth, den 
wir früher bei der Untersuchung der Bewegung einer Kugel in einer 
ineompressibeln Flüssigkeit gefunden haben. 

Es lässt sich U auch leicht berechnen, wenn man für positive 
Werthe von t 

/" (t) = c cos K a t 19) 

annimmt, wo % eine Constante bedeutet; man kommt dabei am 
bequemsten zum Ziele, wenn man benutzt, dass die für f (7) angenom- 
mene Function der reelle Theil von 

Qßinat 


ist, diese Exponentialgrösse für f {t) in den Ausdruck von ü einsetzt 
und den reellen Theil desselben bildet; diese Methode ist richtig, 
weil, wenn f (t) der Summe zweier Functionen von i gleichgesetzt 
wird, man für U die Summe derjenigen Ausdrücke erhält, die für U 
gelten, wenn f (t) gleich der einen oder gleich der andern jener 
Functionen ist, und weil ü reell ist, wenn/‘(0 es ist; so findet man 
ü {t) gleich dem reellen Theile von 


mc 

2 


at 
” R 


. at 


1 — I“ ^ 


+• 


at 

"R , 


1 — 


Für sehr grosse Werthe von i ist hiernach 


U = A cos %ai 4" B sin 20) 

wo A und B Constanten sind. Da dieser Ausdruck für U der reelle 
Theil von 

{A — iB) (cos xat + i ^in Tcat) 
ist, so müssen dieselben der Gleichung 


R^c ( 1 

2 — 2 


+ 


1 

1 — %R 4 * 



oder der Gleichung 


A^iB. 


R^c 


'2 — Rj^ R 


genügen, woraus 


B = R^Cr 


i + v.*R* ’ 


"14+ 


]/Ä^ + 


R^c 

yr+1^ 


folgt. Diese Werthe von A und B findet man auch leicht aus der 
Gleichung 17), wenn man in diese aus 19) und 20) die Ausdrücke 
für f (f) und ü einsetzt. 

Für das Geschwindigkeitspotential (p ergiebt sich aus 20) mit 
Hülfe von 18) und 14) 
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y _ ^ i L-^ 3 - «0 _ B cos »■ 21) 

Bei einer Luftbewegung, wie sie durch diese Gleichung dar- 
gestellt ist, ist, wenn 'na zwischen gewissen Grenzen liegt, ein ein- 
facher Ton vorhanden. Die Höhe desselben ist durch die eben ge- 
nannte Grösse bedingt, oder, was dasselbe ist, durch die Schwingungs- 
dauer eines Lufttheilchens ; mit diesem Namen wollen wir die Dauer 
einer Doppelschwingung belegen, d. h. den Werth von 

23r 

KÄ 

Das Reciproke hiervon nennt man die Schwingung s zahl des Tones. 
Die Strecke, um welche der Schall während einer Schwingungsdauer 
sich fortpflanzt, also 

heisst die Wellenlänge des Tones. Unter der Intensität eines Tones 
von gewisser Höhe verstehen wir eine Grösse, die mit dem Qua- 
drate der grössten Verdichtung, welche ein Lufttheilchen erleidet, 
proportional ist, also proportional mit dem Werthe der Maxima, 
welche 

(if)’ ' 

im Laufe der Zeit hat. Bei der durch die Gleichung 21) dargesteilten 
Luftbewegung ist die Intensität des Tones von r und abhängig; 
von r in ziemlich complicirter Weise, von d' einfach so, dass sie mit 
cos^ fl* proportional ist; sie ist also gleich Null ki der Ebene, die 
durch den Mittelpunkt der schwingenden Kugel, senkrecht zur 
Schwingungsrichtung dieser, gelegt ist. 

§ 5 . 

In der achtzehnten Vorlesung haben wir den Fall untersucht, 
dass zwei unendlich kleine Kugeln in einer incompressibeln Flüssig- 
keit sich bewegen, und gesehen, dass in ihm das Geschwindigkeits- 
potential gleich der Summe der Werthe zu setzen ist, die es liat, 
wenn nur die eine oder die andere der beiden Kugeln vorhanden 
ist, für alle Plüssigkeitstheile die nicht unendlich nahe an einer 
der Kugeln liegen. Es gilt dieses auch, wenn die Dichtigkeits- 
änderungen der Flüssigkeit zu berücksichtigen sind. Stellen wir uns 
zwei unendlich kleine, gleiche Kugeln vor, deren Mittelpunkte auf 
der z-Achse unendlich kleine Pendelschwingungen der Art ausführen, 
dass ihre Geschwindigkeiten in jedem Augenblicke gleich und ent- 
gegengesetzt gerichtet sind. Es seien r und r' die Entfernungen des 
Punktes, auf den cp sich bezieht, von den Mittelpunkten der Kugeln; 
die Luftbewegung, die der am Ende des vorigen § untersuchten 
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entspricht, ist dann, wenn der Anfangspunkt der Zeit passend ver- 
legt wirdj dargestellt durch die Gleichung 

^ / sin « (7' — a z) sin « (r ' — al)\ 

^ gz V ^ ^ 

wo^C eine Constante bedeutet. 

Suchen wir die Punkte^ in denen die Intensität des Tones gleich 
Null ist^ also immer verschwindet, so finden wir für diese 


/ sin v.r sin Kr' \ q 

\ r ^ / 


Nennt man q den Abstand des Punktes, auf den sich cp bezieht, 
von der 2:-Achse, so sind dieses zwei Gleichungen für p und z. Im 
Allgemeinen kann daher die Intensität des Tones nur in einzelnen 
Kreislinien verschwinden, deren gemeinsame Achse die ^r-Achse ist. 

Es giebt aber eine Fläche ^ in der die Intensität =0 ist, wenn 

d. h. wenn die Wellenlänge des Tones unendlich gross gegen r und 
r' ist; dann wird die erste jener beiden Gleichungen überall erfüllt 
und die zweite ist 

d% \r r J 

oder, wenn für die Mittelpunkte der beiden Kugeln z = c und 
2; == — c ist, 

A ( • ^ = 0 . 

d -- V Y{z - Ylz -h e)= -f e« ; 

Diese Gleichung stellt eine Rotationsfläche dar, deren erzeugende 
Curve eine hyperbelartige Gestalt hat, durch die Mittelpunkte der 
beiden Kugeln geht und Asymptoten besitzt, die mit der z- Achse 

Winkel bilden , deren Cosinus + sind. 

In der Nähe der Enden einer tönenden Stimmgabel ist durch 
den Versuch eine Fläche von ähnlicher Art nachgewiesen, in der die 
Intensität des Tones verschwindet. 


Vienindzwanzigste Vorlesimg. 


(Einfache Töne. Anwendung des Green’sclien Satzes auf das Gesclivrindig- 
keitspotential eines einfachen Tones. Ebene Wellen. Steliendci und * fort- 
schreitende Schwingungen. Eigentöne einer Luftsäule. Schwingungen der Luft 
in einer offenen Röhre. Resonanz. Kugelförmige Wellen. Seliwingungen der 
Luft in einem ßaume, dessen Dimensionen gegen die Well(vnläng(‘ inunullich 
klein sind. Cubische Pfeifen. Bereclmnng der Resonanz iiiul Tonlu'Vbe eubiHclier 
Pfeifen, wenn die Oeffnung eine Ellipse oder ein Kreis ist. Ibn-oehnung der 
Resonanz und Tonhöbe cy lindrisch er Pfeifen für gewisse Eälle.) 

§ 1- 

Wir wollen uns jetzt näher mit den llowegun^on der Luft 
beschäftigen, die einem einfachen Tone entsprecdieu, und <‘iue litrilie 
von particulären Lösungen der Diübrentialgleicliuug^ mit d(ir wir es 
hier zu thun haben, aufstellen, welclie für die Akusi.ik und naiiKuit- 
lich für die Theorie der Pfeifen von hervorrageudein Iutere.ss<‘ sind. 
Für einen einfachen Ton von der 8cliwinguug,szn,hl n ist das (Je- 
schwindigkeitspotential von der Fonii 

g) = ^' cos 27cnl -(- ijj" sin 2:7r;//, [) 

wo und Fimctionen von .r, y, c: sind; aus dur ( iLu'e.huiig 7) 

der vorigen Vorlesung folgt tvir jede von di(‘sen, uumn mu,u wieder 

'J.'jt n 

K ~~ 

a 

setzt, dass sie der partiellen Dill'er(uitia,lgbd(dnmg 

zlil' 0 2) 

genügt. 

Bevor wir auf die Betrachtung sjxuncdbu- Ifäib^ (ung(‘li(‘u, wolhui 
wir anführen, was der GreeiPsche Satz üImu' die |fimei ioiiou (u-gi<d)t, 
welche in einem vollkommen begrenzLui luiunu* di(‘S(‘r DillereniiaL 
gleichung genügen und mit iliren ersten 1 )ii]'(‘reiiiiai<|uol i(‘nieu 
werthig und stetig sind. Eine Lösung d(‘r ( Jbu'chimg 2) ist 

i*.os V. r 
r ^ 

wo r die Entfernnng des varialtolii l/uiikl.e.s von irfrcnd (dtieiii IVsteii 
Punkte bedeutet; mau kann das leicLt durcii itceluiung direct ijcweiseu 
oder aucb aus der Gleiehun<r 12'i der ■vorio'osn VnrlpsJiniff 
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In der Gleicliung, die den Ausgangspunkt de^ Betraclitungen des 
§ 3 der vorigen Vorlesung gebildet hat und die den Green'schen 
Satz, soweit wir ihn hier gebrauchen, ausspricht, setzen wur 


TJ - 




wobei wir den Anfangspunkt von r in dem Raume annehmen, in 
dem xjj die genannten Eigenschaften hat, und wenden sie auf de 7 i 
Raum an, der von diesem übrig bleibt, wenn man eine unendlich 
kleine Kugel ausschliesst , deren Mittelpunkt der Anfangspunkt von 
r ist. Durch eine Betrachtung, wie sie im § 3 der vorigen Vor- 
lesung und für einfachere Bedingungen im § 4 der sechszehnten 
durch geführt ist, findet man dann 


^ = 



J_ fas 

4 r 0 n ' 


WO auf der linken Seite des Gleichheitszeichens sich auf den 
Anfangspunkt von r bezieht, und ds ein Element der Oberfläche 
des ursprünglich gedachten Raumes bezeichnet. Wir heben hervor, 
dass, wie diese Gleichung zeigt, bei den Voraussetzungen, die wir 
über Tp gemacht haben, alle höheren Differentialquotienten desselben 
stetig sind. 

Wir fassen nun den Fall ins Auge, dass 9 ), also auch ^ (mit 
welchem Zeichen wir jede der beiden Grössen 'ip' und ip" bezeichnen 
wollen), von x und y unabhängig ist. Die Gleichung 2 ) ist dann 



und ihr allgemeines Integral 

p A cos %z B sin % z . 

Wir haben daher 

(p = (^A' cos KZ B' sin kz) cos 
+ {A" cos KZ -|- ^"sin kz) sin 27 tnt^ 


wo A\ B\ A'\ B" willkürliche Constaiiten bedeuten. Diese Gleichung 
lässt sich auch schreiben 


(p ^ A cos k{z — Zq) cos 2 7t n(t — Q fl- ^ sin {z — Zq) sin 27t7i ' ^ 0 ) » 

wo A y By z^^y neue Constaiiten sind, oder, wenn man den Anfangs- 
punkt der 2 : und den Anfangspunkt der Zeit passend verlegt, 

cp = A cos K z cos 27t7it B sin k z sin 2 7t nt, 4) 

Wir discutiren zuerst die Fälle, dass A oder B oder A — B oder 
A B verschwindet. 

Ist 
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p (p = Ä COS %z cos 27tnt 

gin cos 2'jtni 
cz 


0 = L ISL = ^ A cos KZ Bva. 27 tnl. 

(ir öt fl 

Ist I die Verrückung, die ein Luffctheilchen zur Zeit t in der Richtung 
der 2:-Achse aus einer gewissen Lage^ seiner Mittellage, erlitten ha.t, 
so ist^ da g unendlich klein ist, 


und 


K — 1^ 

dt dz 


t = sin 01 z sin 2 %nt. 


Man sieht hieraus, dass ein jedes Lufttheilchen gerade so sich be- 
wegt, wie ein Punkt eines Pendels bei unendlich kleinen Schwin- 
gungen; — —■ sin^e^r, oder auch der absolute Werth dieses Grosse, 

wird die Amplitude^ 27tnt^ oder auch der Ueberschuss hiervon über 
das zunächst liegende Vielfache von2:7r, Phca^c der Schwingungen 
des betrachteten Theilchens genannt. Die Phase für einen Augen- 
blick ist überall dieselbe; die Amplitude ändert sich mit z. Nenni. 
man l die Wellenlänge, d. h. setzt man 



so ist die Amplitude =0, wo 2: ein Vielluches von , ein Maximum, 

wo z ein ungerades Vielfaches von ^ ist; jene üriti iK'iint Tuan 

Knoten^ diese Bauche. Die Verdichtung o äiideri« sich nach (iinem 
ähnlichen Gesetze, wie die Verrückung ihre Maxinm linden a,ber 
in den Knoten statt, und in den Bäuchen ist sie — 0. 

Ganz Aehnliches gilt, wenn in der Gleichung 4) nichi. //, S(>nd(nTi 
Ä verschwindet. 

Schwingungen der betrachteten Art, nämlich solch(‘, hei (hmen 
die Phase für einen. Augenblick überall diescdlx^ ist, inmni man 
stehende Schwingungen. 

Ist 

A ~ B ^ 


so hat man sogenannte foriscJir eilende Schwingungen ; es isi. dann 

9; = A cos n (r ~| - af) 

= — %A sin %{z at) 

S = H- ^ <'■<>« ’c (= -h «f) 




1 dfp 
<r dt 


= + A sin (r If a/y, 
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je nachdem die oberen oder imtereii Vorzeichen gelten^ schreiten die 
Schwingungen in der Richtung der 2 :-Achse oder in der entgegen- 
gesetzten Richtung fort; die Amplitude ist hier überall dieselbe^ die 
Phase für einen Augenblick ändert sich von Ort zu Ort. 

Die Bewegung, die durch die Gleichung 4) dargestellt ist, wenn 
die Constanten A und B keiner der gemachten Annahmen genügen, 
kann man als zusammengesetzt ansehen aus irgend zwei der 4 
Schwingungsarten, die wir erörtert haben. Direct findet man aus 
der Gleichung 4) 

=s= — kA sin 7CZ cos 27C?it -}- kB cos kz sin 2x-nt 
= K Y Ä' sin*^ KZ -[- COS“ KZ sin (27tnl — d‘) 
g == — Y^i- %z -f- B- COS“ KZ COS {2 7Cnt — Ö) 

a — A cos KZ sin ^ B sin kz cos 27tnl 

■ a a 

= ~ Y KZ B- sin- KZ sin (27t ni — e), 
wo 

tg = -;g- tg ^ 2 :, tg £ == -^ tg 

Hiernach ändert sich mit z sowohl die Amplitude, als die Phase 
für einen Augenblick. Die Amplitude verschwindet an keinem 
Orte ; ist 

Ä^> B\ 

so finden ihre Minima statt, wo ein Vielfaches von ^ , ihre Maxima, 

wo ^ ein ungerades Vielfaches von -- ist. Auch hier nennt man 

jene Orte Knoten, diese Bäuche, und auch hier ist die Aenderung 
der Dichtigkeit in den Knoten ein Maximum, in den Bäuchen ein 
Minimum. 

Ist die Luftmasse"" durch eine feste, zur z- Achse senkrechte Ebene 
begrenzt, so muss für diese immer 



sein. Stellen, an denen die Geschwindigkeit immer gleich Null ist, 
finden sich nach den durchgeführten Betrachtungen aber nur bei 
üehenden Schwingungen; es müssen also in dem bezeichneten Palle 
die Schwingungen stehende und es muss die begrenzende Ebene ein 
Knoten sein. 

Ist die Luftmasse durch zwei feste, zur Achse senkrechte 
Ebenen begrenzt, so muss jede von diesen ein Knoten, ihr Abstand 
also ein Vielfaches der halben Wellenlänge sein. Ausser durch diese 
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» 

beiden Ebenen wollen wir uns die Lnftmasse durch eine feste; cylin- 
drische Röhre, deren Achse der Achse parallel ist, von beliebigem Quer- 
schnitt begrenzt denken; das ist erlaubt, da der an der Eöhrenwand 

zu erfüllenden Bedingung, der Bedingung = 0 nämlich, in Folge 

davon, dass qp von x und ?/ unabhängig ist, genügt wird. Ist für 
die Endflächen der Röhre 


z 0 und z — 

so ist also 

/ = Ä 1 = = 

2 n 2 ' 

WO li eine ganze Zahl bedeutet. Die bei gegebenem Werthe von l 
hierdurch bestimmten Werthe von n sind die Schwinguiigszahlen der 
sogenannten Eigentöne der betrachteten Luftsäule. Die Schwingungen 
dieser können gemäss der Gleichung 

cp ==: A cos %z cos 27tn (t — t^^) 

geschehen, wo A und willkürliche Constanten sind. 

Wir wollen jetzt aunehmen, dass der Querschnitt z — 0 der 
Röhre fest sei, der Querschnitt z == l aber von Aussen in einer 
solchen Bewegung erhalten werde, dass er zur Zeit t die Ge- 
schwindigkeit 

G cos 2%nt 

in der Richtung der z-Achae habe, wo G und 7i beliel)ig gegebene 
Constanten bedeuten. Dieser Ausdruck muss dann immer dem Werthe 

gleich sein, den für z = l aunimmt; hieraus folgt 
w = — r cos % z cos 2 7c ni. 

^ -a Sill K / 

Bei derselben Bewegung des Querschnitts z = l hängt daher die 
Bewegung der Luftthcilclien wesentlich von dem Werthe von %l 
ab; sie wird unendlich, wenn sin Kt == 0 ist, iK Ii. wenn n eiiieui der 
Eigentöne der Luftsäule entspricht. 

Die hier vorausgesetzten Bedingungen lassen sicJi nälieriingswoise 
erfüllen, wenn man eine Glasröhre durch zwei titemj)el verschliesst, 
von denen der eine fest, der andere etwas bew(iglicli und mit dem 
Stiele einer Stimmgabel oder einem andern Körper verbunden ist, 
der kräftig schwingen kann. Wenn dieser lvörj)er Scliwingungen 
ausführt, deren Dauer nahe der Schwingungsdauer eines d(;r Eigentöue 
der abgegrenzten Liittsäule gleich ist, so geräth diese in so intensive 
Schwingungen, dass ein feines Pulver, welches in die Röhre gebracht 
ist, lebhaft bewegt wird und die Jjage der Knoten mit Genauigkeit 
zu erkennen erlaubt. Dass bei keinem Werthe von u die Beweijfimjx 
der Luft ius Unbegrenzte wächst, liegt daran, dass die liöhrenwäude 
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niclit absolut fest siud, dass der bewegliche Stempel nicht vollkommen 
dicht schliesst^ und haupts'ächlich an der Reibung der Luft. Auf der 
augedeuteten Erscheinung beruht eine, von Kundt angegebene, 
Methode zur Messung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles 
in verschiedenen Gasen. 


§ 2 . 


Wir stellen uns jetzt wieder eine Luftsäule von der Länge /, 
wie bei unserer letzten Untersuchung vor, nehmen aber an, dass in 
dem Querschnitt z = 0 nicht die Geschwindigkeit, sondern die Ver- 
dichtung immer gleich Null ist. Bildet der Querschnitt z == l eine 
feste Wand, so sind Schwingungen nach der Gleichung 


(p = A sin %z cos 2jt7i {t — 


möglich, wenn cos %/ = 0 d, h. / gleich einem ungeraden Vielfachen 
der Viertel Wellenlänge ist. Wird der Querschnitt z — I so bewegt, 
dass seine Geschwindigkeit zur Zeit t 


ist, so ist 


= G cos 27C'iii 


w = sin KZ cos 27tnt. 

^ jc coö %i 


5 ) 


D. Bernoulli, Euler und Lagraiige haben angenommen, dass, 
wenn die cjlindrische Röhre bei z = 0 in den unendlichen Luftraum 
mündet, hier die Verdichtung immer gleich Null ist, dass also die 
Luft in einer Röhre, die einerseits geschlossen, andererseits offen 
ist, den aufgestellten Gleichungen gemäss schwingen kann. Helm- 
holtz hat gezeigt, in wie Weit diese Annahme richtig ist. Sie setzt 
voraus, dass die Dimensionen des Querschnittes unendlich klein gegen 
die Länge der Röhre und gegen die Wellenlänge sind,* dabei darf 
die Röhre auf einer unendlich kleinen Strecke an der Mündung 
erweitert oder in endlichem Verhältniss zusammengezogen sein. Für 
Punkte im Innern der Röhre, die in endlicher Entfernung von der 
Mündung liegen, geben die aufgestellten Gleichungen dann das Ge- 
schwindigkeitspotential bis auf einen unendlich kleinen Bruchtheil 
seines Werthes richtig an, wenn l nicht bis auf unendlich Kleines 
einem ungeraden Vielfachen der Viertel Wellenlänge gleich ist. üeber 
den Zusammenhang der Bewegung innerhalb der Röhre und ausser- 
halb derselben lernt man bei der genannten Annahme Nichts. Wir 
wollen jetzt, ohne diese Annahme zu machen, die Luftschwingungen 
in einer einseitig offenen Röhre untersuchen , deren Querschnitt 
Dimensionen hat, die gegen ihre Länge und gegen die Wellenlänge 
u 11 endlich klein sind. 


•“) Theorie der Luftschwingungen in flöhren mit offenen Enden, Crelle’s 
Journal, Bd. 57. 
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Wir denken uns einen Luftraum, der sich in die Unendlichkeit 
erstreckt, also nur theilweise durch Wände begrenzt ist; einen Theil 
dieser Wände soll eine cylindrische Röhre bilden, die der z- Achse 
parallel ist und die in der Nähe ihrer Mündung von der Oylinder- 
form abweichen kann; die Dimensionen ihres Querschnitts wollen 
wir als endlich bezeichnen, ihre Länge und die Wellenlänge als un- 
endlich gross, wobei dann k unendlich klein ist. Wir nehmen an, 
dass im Innern der Röhre in unendlich grosser Entfernung von der 
Mündung ebene Wellen vorhanden sind, legen den Anfangspunkt 
der z in die Region der ebenen Wellen, aber so, dass sein Abstand 
von der Mündung noch unendlich klein gegen die Wellenlänge ist, 
und lassen die positive ^r-Achse nach -dem Grunde der Röhre gekehrt 
sein. Der Querschnitt z = 0 theilt den ganzen Luftraum , den wir 
zu betrachten haben, in zwei Theile; wir fassen diese einzeln ins 
Auge. Für den einen, der ganz in der Röhre sich befindet, und 
für den ^ überall positiv ist, gilt die Gleichung 3), d. h. 

sin X z) cos 27 tn^ + (A " cos^z -f- B " sin % z) sin 6) 

für den andern die allgemeinere Gleichung 1), d. h. 

q) z= Tp' cos 27tnl + sin 27tni, 

Für den Querschnitt z = 0 müssen diese beiden Ausdrücke von q) 
und die aus ihnen, sich ergebenden Ausdrücke von einander gleich 

sein, da die Dichtigkeit und die Geschwindigkeit überall sich stetig 
ändern soll. Die Gleichungen, welche dieses atissprcclien, wolleii wir 
bilden, nachdem wir mit dem zweiten Ausdruck von q) eine Ver- 
änderung vorgenoinmen haben. Wir wollen in ihn specielle Wertlie 
von ’ip' und 'ip" einführen, die sich auf eine gewisse T3ewegung des 
Querschnittes z — 0 beziehen, und die wir /*' und noimen wollen; 
es sei 

q) = /■' cos 27t'/U -|- r sin 2'jtnt^ 
wenn für den Querschnitt z ~ 0 


C)ip 

Iz 


= cos 27tut 


ist und an den übrigen Theilen der Grenze des Lurtrauines, aul; den 
wir ip' und -ip" beziehen, der nach der Norinale genüinmeij(i Dilferen- 
tiaiquotient von q) verschwindet. Es sind dann f' und f" Functionen 
von z^ die die Eigenschaft haben, dass für den Querschnitt z = 0 






ist. Aus dieser speciellen Lösung der für ep geltenden Differential“ 
gleichimg erhalten wir eine allgemeinere, wenn wir sie mit dem con- 
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stauten Factor c niultipliciren und zu t die Constaute d addiren 5 
setzen wir 

q) — c {f' cos 2‘JC71 {i + d') + /" sin 27C7i {i + d)) > 
so ist für den Quersclinitt z == 0 

= c cos 2'jtn {t + d) 

und an den übrigen Tlieilen der Grenze ist dieselbe Bedingung^ wie 
früher, erfüllt. Denken wir uns c und d als variabel, so ist an 
jedem Orte die grösste Verdichtung mit c, die Intensität des Tones 
also mit c- proportional, dabei aber mit dem Orte veränderlich. 
Führen wir an Stelle von c und d zwei andere Grössen c' und c" 
ein, indem wir , 

c = c co^2iit7i8 j — <?sin2jr/id 

setzen, so wird 

(p = [c' f — c' /*") cos 2%nt + {c' f” + o" f') sin 2%nt^ 
für den Querschnitt z = 0 

~~ = c' cos 27cnl + c" sin 27r-7ii 
und die Intensität des Tones proportional mit 

Diesen Ausdruck von cp vergleichen wir nun mit dem in 6) gegebenen, 
der für die Region der ebenen Wellen gilt, und stellen die Bedin- 
gungen dafür auf, dass für den Querschnitt z = 0 aus beiden die- 
selben Werthe für die Verdichtung und für die Geschwindigkeit sich 
ergeben. Bezeichnen wir die Werthe, die f' und f" in dem Quer- 
schnitt z = 0 besitzen , durch /j/ und so werden dieselben bei 
Rücksicht auf 7) 

Nun wollen wir annehmen, dass der Querschnitt der Röhre z = 
wo l von der Ordnung der Wellenlänge ist, von Aussen her in einer 
solchen Bewegung erhalten werde, dass er zur Zeit t die Geschwin- 
digkeit 

G cos 27C7lt 

in der Richtung der ^-Achse habe. Dieser Ausdruck muss dann dem 
Werthe gleich sein, den der Gleichung 6) zufolge für z = l hat; 
d. h. es muss 

G = % ( — Ä' sin %l -)- B' cos %l) 

{) ^ % ( — A" sin %l 4“ B" cos %l) 
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sein. Eliminirt man aus diesen Gleicliungen und den Gleichungen 8) 
die Grössen B\ A", ß'\ so erhält man 


9) 


G c (cos %l — sin ^t) + c" %t\{' sin %l 
0 = c sin — c' (cos 'nl — Jc/V sin %(), 

Sind die Constanten und 4" bekannt, so lehren diese Gleichungen 
c' und c" kennen und die Gleichungen 8) B', A'\ B''\ sind auch 

die Functionen f und /" bekannt, so ist die Bewegung in dem 
ganzen zu betrachtenden Lufträume bestimmt. 

Von besonderem Interesse ist die Kenntniss der Grösse c'"*, 

mit der, wie wir gesehen haben, die Intensität des Tones in irgend 
einem Punkte des äusseren Luftraumes proportional ist; wenn man 
die Gleichungen 9) quadrirt und addirt, so findet man 

/ 2 ; fr 2 _____ 1 TA 

C 'V C y^i ^ sin %tf ^0^ 


Wenn l sich ändert, während G und % dieselben Werthe behalten, 
so ändert sich hiernach die Intensität des Tones periodisch und durch- 
läuft abwechselnd Maxima und Minima. Da + c"'^ das Recij)roke 
einer homogenen Function zweiten Grades von cos %l und sin %l ist, 
so sind die Maxima und Minima durch die Gleichung 


tg 2'iil = y 

bestimmt, wo y eine von den Coefficienten dieser Function ab- 
hängeude Constante bedeutet, oder, wenn l wieder die Wellenlänge 
bezeichnet, durch die Gleichung 


tg4jry = 3/. 

Ist 4, ein Werth von /, der einem Maximum der Tonstärke ent- 
spricht, so sind hiernach die übrigen Maximumswerthe von l 

hu "f" 

und die Minimumswerthe 

hu + {2 h 1) - - , 
wo h eine ganze Zahl ist. 

Bei einem Beispiele, bei dem wir die Itechnungen zu Ende 
führen werden, werden wir sehen, dass eine unendlich kleine 

Zahl ist; berücksichtigen wir hier diesen Umstand, so zeigt die 
Gleichung 10), dass für die Maxima der Tonstärke 


cos %l — %f^ sin x/ — 0, 


tg % / = 




(%/o" sin %/)- 


= G 


2 1 + 
hV;,"" 


d. h. 


11) 
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und dass der Werth dieser Maxima unendlich gross gegen die Werthe 
ist, die die Tonstärke hat, wenn die Gleichung 11) nicht erfüllt ist. 
Zugleich sieht man ein, dass diese Sätze auch gelten, wenn l einen 
gegebenen Werth hat und die Tonhöhe, d. h. %, veränderlich ist. 
Definirt man einen Winkel jca durch die Gleichung 

tg 5Ca =' 3£/o', 

so wird die Gleichung 10) 


+ c' 


G- 


COS' % {I a) 
cos® % a 


• sin 


Bei dem schon^ oben erwähnten Beispiele werden wir sehen, dass 
unter gewissen Umständen auch unendlich klein ist; dann kann 
man setzen 

§ 3 . 

Wir haben im vorigen § angenommen, dass die ganze Begrenzung 
des Theiles des Luftraumes, auf den die Functionen ip' und sich 
beziehen, mit Ausnahme des Querschnitts z = 0, ruht und der 
Querschnitt z = l in einer gewissen Bewegung erhalten wird ; wir 
wollen nun annehmen, dass ein anderer Theil jener Begrenzung in 
gewisser Bewegung erhalten wird und der Querschnitt z — I , ruht. 
Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, wollen wir uns 
verstellen, dass vor der Mündung der Eöhre eine tönende Stimm- 
gabel aufgestellt ist, deren Oberfläche dann mit zu der genannten 
Begrenzung gehört. Für den Fall, dass die Stimmgabel in bestimm- 
ter Weise schwingt und der Querschnitt ^ = 0 ruht, setzen wir das 
Gescliwincligkeitspotential für einen Punkt des äusseren Luftraumes 

= F' cos 27tnt F” sin 2Tcnt y 

und für den Fall, dass die Stimmgabel ruht und der Querschnitt 
== 0 so sich bewegt, dass für ihn 


ist, 


= cos 2nnl 

Oz 

= f' COS 2% nt -j- f" sin 27tnl] 


F' und F" sind dann gewisse Functionen von Xy y, 
Eigenschaft haben, dass für z ~ 0 



und 


dz 


= 0 


die die 
12 ) 


ist, und f' und f' haben dieselbe Bedeutung, wie im vorigen §. 
Tönt die Stimmgabel und bewegt der Querschnitt z = 0 sich so, 
dass für ihn 
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c' COS 27i:nl c" sin 27tnt 
dz 

ist, so hat man dann 

cp = (r+ cT— ^"D cos 27 tnt + {F" + c'r+ cY') sin 27 t, ni, 13) 

Für die Region der ebenen Wellen im Innern der Röhre gilt wieder 
die Gleichung 6). Sucht man die Bedingungen dafür, dass die beiden 

Ausdrücke von (p und die beiden Ausdrücke von “ , die man hier- 

nach für z = 0 hat, für alle Werthe von l einander gleich sind, so 
erhält man bei Rücksicht auf 7) und 12) 

A' = Fq + cYo - = c' 

r= FY+ cYo+ c'r,% ^ 6^", 

wo F^' und FY die Werthe bezeichnen, die F' und F" für z=^() 
haben. Ist, wie wir annehmen, der Querschnitt z == l in Ruhe, so 
folgt aus 6) 

ä' sin %l — B' cos %l — 0 
A" sin %l — B'" cos %L = 0. 

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich 

c' (cos %l — sin %l) sin nl = %F^l sin oil 

c' %fY sin yil — c" (cos kI — % sin %l) = — %FY sin kI , 
und hieraus weiter 

2 I 2 ^ ^ ^ . . 1 Ä\ 

‘ (cos %t — ot/o' sin “h MY f^hi. uQ® • ‘ ^ 


Die Bewegung in dem sich ins Unendliche erstreckenden Ijuftraume 
kann der Gleichung 13) zufolge angesehen werden als zusammen- 
gesetzt aus derjenigen, die stattönden würde, wenn der Quersclinitt 
z === 0 ruht, während die Stimmgabel in der gegebenen Weise sich 
bewegt, und einer gewissen andern. Von dieser andern sagt man, 
dass sie durch die Resonanz der Röhre hervorgebracht ist. Die 
Intensität des durch Resonanz erzeugten Tones ist jn-oporiional mit 
Wenn / sich ändert, so ist diese Grösse ein Maximum 

und zwar 


sobald 




tg zl = 



15) 


ein Minimum und zwar == 0, sobald 


sin hI = 0 


ist. Benutzt man, dass eine unendlich kleine Zahl ist, und 

bezeichnet die Maxima der Resonanz als endlich, so folgt aus 14), 
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dass die Resonanz immer unendlich klein ist, sobald um etwas 
Endliches von jeder Wurzel der Gleichung 15) ab weicht. Dieses 
gilt auch, wenn l eonstant und % variabel ist. Wird vor der Mün- 
dung der Röhre eine Bewegung unterhalten, die als zusammen- 
gesetzt aus verschiedenen Tönen betrachtet werden kann, so werden 
diejenigen voi^ diesen Tönen durch Resonanz sehr verstärkt, welche 
der Gleichung 15) entsprechen. Daraus erklärt man, dass diese 
Töne auftreten, wenn die Mündung der Röhre in passender Weise 
angeblasen wird. 

§ 4. 

Ganz ähnliche Betrachtungen, wie wir sie in den drei ersten §§ 
dieser Vorlesung in Bezug auf ebene Wellen durchgeführt haben, 
lassen sich in Bezug auf kugelförmige anstellen. Eine Lösung der 
Differentialgleichung, der das Geschwindigkeitspotential 95 zu genügen 
hat, ist der Gleichung 12 ) der vorigen Vorlesung zufolge 


9? = y {A' cos %r -f- B' sin %r) cos 2%nt 
4 - 4" -f* -^"'sin %r) sin 


16) 


es ist das eine Gleichung, die von ähnlicher Form, wie die Glei- 
chung 3) ist und an die ähnliche Schlüsse, wie an diese sich knüpfen 
lassen. Eine Bewegung gemäss der Gleichung 16) ist möglich in 
einem Lufträume, der vollständig begrenzt ist durch zwei concen- 
trische Kugelflächen, deren Punkte in passender Weise radial bewegt 
werden, oder durch zwei solche Eugelflächen und eine feste Kegel- 
fläche, die ihre Spitze in dem Mittelpunkte jener hat. 

Einen speciellen Fall der Gleichung 16) bildet die Gleichung 


9 


” {A cos xr B sin ;cr) cos 27t7ii Q — ; 


17) 


sie stellt stehende Schwingungen dar; in gewissen Kugelflächen ist 
bei diesen die Verdichtung immer Null; die Radien derselben sind 
durch die Gleichung 

A cos %7' + ^ sin = 0 

bestimmt; in andern Kugelflächen, den Knoten, verschwindet immer 
die (jescliwindigkeit; für die Radien der Knoten gilt die complicirtere 
Gleichung 




-i-B 


dr 


= 0 , 


d. h. 


(cos 7 C 7 ' %7' siu TCI') + B (sill 0i7' — COS %7^) = 0. 18) 

Sind die die Luftmasse begrenzenden Kugelflächen fest und sind B 
und R' die Radien derselben, so ist die durch 17) dargestellte Be- 
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wegung möglich, wenn oi einen solchen Werth hat, dass der Glei- 
chung- 18) durch Werthe von ^ und i?, die nicht beide verschwinden, 
für r = R und r = R' genügt werden kann; die Bedingung hierfür 


ist die Gleichung 


1 n ^ 1 ) 

igoc{R Ä 7 

die, wenn 7?' = 0 ist, in die einfachere 

X R = % R 


übergeht. Diese Gleichungen bestimmen die Eigeniöne der betrachteten 
Luftmasse. 

Ein anderer specieller Fall der Gleichung 16) ist die Gleichung 
(p = ~ cos (xr — 2ütnl) + - sin -~2TC.nt) ; 19) 


sie stellt Wellen dar, welche von ihrem Mittelpunkte nach Aussen 
hin fortschreiten. Setzen wir in 19) unter den Zeichen cos und sin 
statt des Zeichens — das Zeichen +; so haben wir Wellen, welche 
von Aussen nach ihrem Mittelpunkte hin fortschreiten. 

Aehnliche Rechnungen, wie wir sie in den §§ 2 und 3 in Bezug 
auf eine unendlich dünne, cy lindrische Röhre durchgeführt haben, 
könnten wir hier durchführen in Bezug auf eine conische Röhre, 
die durch eine unendlich kleine Oeflfnung an der Spitze mit dem 
unendlichen Lufträume communicirt und andererseits durch eine 
Kugelfläche geschlossen ist, die ihren Mittelpunkt in der S])itze hat. 


§ 5 - 

Nach den ebenen Wellen und den Kugel wellen wollen wir nun 
eine dritte Art von Schwingungen, die einem einfachen l\)ne ent- 
sprechen, ins Auge fassen. Es soll sich um die Schwingungen eines 
Luftraumes handeln, dessen sämmtliche Dimensionen unendlich klein 
gegen die Wellenlänge des Tones sind. Die Dimensionen des Luft- 
raumes wollen wir als endlich, die Wellejiläuge als unendlich, gross 
bezeichnen; die Grösse % ist dann unendlich klein. Wir wenden 
wieder die in den Gleichungen 1) und 2) gebrauchte Bezeichnungs- 
weise an, d. h. wir setzen 

(p = ^// cos 2%nt -f- sin 2%'n ( 

und verstehen unter jjj eine beliebige der beiden von a:, //, al)- 
hängigen Grössen und 7^". Die Gleichung 2), nämlich 

El il) = 0 ^ 20 ) 

geht, wenn % unendlich klein und nicht unendlich gross gegen 
seine zweiten Diflerentialquotienten ist, über in die Gleichung 

= 0 , 
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welche für das Geschwindigkeitspotential einer incompressibeln Flüssig- 
keit gilt. Eine jede einwerthige Lösung derselben können wir hier 
für ijj annehmen; einwerthig muss ip sein, auch wenn der Luftraum 
ein mehrfach zusammenhängender ist, da die Verdichtung, also auch 

einwerthig sein muss. In jedem Augenblicke bewegt sich die 

Luft dann so, wie eine incompressible Flüssigkeit. Bedeutet ds ein 
Element der Oberfläche des Luftraums und n die nach seinem Innern 
gerichtete Normale von ds j so ist dabei 



ist ^ dieser Bedingung gemäss gegeben, so giebt es aber auch immer 

ein, eine willkürliche additive Constänte enthaltendes welches der 
Gleichung == 0 genügt*). 

Ist die Bedingung 21) nicht erfüllt, so findet man eine Lösung 
der Gleichung 20) auf die folgende Weise. Man setze 

wo 0 und U von k unabhängig sind, C eine Constänte, U eine 
Function von y, z die in passender Weise bestimmt werden 
sollen. Für ü erhält man dann die partielle Differentialgleichung 

6 ’ = 0 , 

man genügt dieser, wenn man 

+ r 

An ‘ 

macht, wo das Potential einer Masse, die mit der Dichtigkeit 1 
den betrachteten Luftraum erfüllt, und V eine Lösung der Gleichung 

bedeutet. Diese Lösung kann man so wählen, dass ^ beliebig ge- 

gebene Werthe erhält, wenn über die Constänte C passend verfügt 
ist. Es ist 

■’=j In seiner Abhandlung „Allgemeine Lehrsätze in Beziehung auf die im 
verkehrten Verhältnisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- 
nnd Abstossungs- Kräfte“ hat Ganss (seine Werke, Bd. V, p. 197) den Satz 
aufgestellt, dass für einen vollkommen begrenzten Raum es immer eine mit 
ihren Differentialquotienten stetige und einwerthige Function giebt, die der 
Gleichung zZ-ij) == 0 genügt und an der Oberfläche beliebig gegebene Werthe 
annimmt. Auf ähnlichen Wegen, wie dieser Satz, lässt sich der oben ange- 
führte beweisen. Gegen die völlige Strenge der für jenen gegebenen Beweise 
sind aber Bedenken erhoben, und dieselben Bedenken lassen sich bei den ent- 
sprechenden Beweisen dieses geltend machen. 
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4- . 

dn dn ' dn ^ 

da 



sein muss, so liat man 

efds-^- Cd. 

4k7C J dn f an 

ZU setzen, oder, da 

l'ds-~-^47tT 

ist, wenn T das Volumen des betrachteten Luftraumes bedeutet, 

CT=Jds^^- 22 ) 

Dabei ist dann 

^ = 23 ) 

Die Lösung der Gleichung 20) führt zur Theorie der sogenannten 
ctibisclien Pfeifen, Mit diesem Namen bezeichnet mau ein Gefäss, 
dessen Dimensionen von gleicher Grössenordnung sind, und das durch 
eine kleine Oeffnung mit dem unendlichen Lufträume communicirt; 
wird die Oeffnung in passender Weise angeblasen, so entsteht ein 
Ton. Wir werden die Dimensionen des Gefässes als endlich an- 
nehmen, die der Oeffnung als unendlich klein, die Wellenlänge des 
Tones, um den es sich handeln wird, als unendlich gross. In Bezug 
auf die bezeichnete Anordnung können wir dann ähnliclio Betrach- 
tungen anstellen, wie wir sie in § 2 und § 3 in Bezug auf eine 
cylindrische Röhre durchgeführt haben. Zuerst werden wir den Fall 
ins Auge fassen, dass ein Tlieil der Gefässwand, der niclit bis zum 
Rande der Oeffnung heranreichen soll, in einer gewissen, periodischen 
Bewegung erhalten wird. 

■ Um die Oeffnung als Mittelpunkt denken wir uns eine Kugel- 
fläehe beschrieben mit einem Radius, der unendlich klein, aber 
unendlich gross gegen die Dimensionen der Oeffnung ist; den Theil 
dieser Kugelfläche, der innerhalb des Gefässes lieg!., wollen wir die 
Fläche 0 nennen, ihr Element durch bezeichnen; sie entspriclii; 
dem Querschnitt z = 0 der cylindrischen Röhre. Wir nehmen an, 
dass für alle Elemente der Fläche 0 die Geschwindigkeit die Rich- 
tung des Radius und gleiche Grösse hat; die Berechtigung zu 
dieser Annahme wird, wenigstens für die Fälle, in denen wir die 
Rechnung zu Ende führen werden, sich darin zeigen, dass bei ihr 
für den ganzen zu betrachtenden Luftraum ein sich finden lässt, 
welches mit seinen ersten Differentialquotienten überall, auch an 



§ 5. Cubisclie Pfeife. 


337 


der Fräche 0, stetig ist. Für den Fall, dass die Bewegung in der 
Fläche 0 eine solche ist, dass 


ß 


^^0 2 7tnt , 

^ on ’ 


WO 71 die nach dem Innern des Gefässes gerichtete Normale von äs^ 
bedeutet, sei für irgend einen Punkt des Theiles des ganzen zu be- 
trachtenden Luftraumes, der sich in die Unendlichkeit erstreckt und 
durch die Fläche 0 begrenzt ist, 

(p = f' cos 27i:7ii + /" sin 2 % 7 ii\ 

es bedeuten dann f und /" gewisse Functionen von die 

die Eigenschaft haben, dass 




24) 


ist; für den Pall, dass die Bewegung der Fläche 0 nach der 
Gleichung 


/ 


“1^ = cös 27tnt 4- c' sin 2%nt 
on ' 


geschieht, hat man dann 

gp = {c' f — c" f') cos 2%7vt + {c' f' +• c'YO sin 2%nt 25) 

und die Intensität des Tones ist überall mit c"- proportional. 

In dem zweiten Theile des zu betrachtenden Luftraumes, der 
durch die Fläche 0 und die Gefösswand vollständig begrenzt ist, gilt 
für jede der beiden Grössen ^'und die Gleichung 23); bezeichnet 
man die Werthe von C für diese Functionen durch C' und C'\ so 
folgt daher daraus, dass cp an der Fläche 0 stetig ist, bei Vernach- 
lässigung von Gliedern, die unendlich klein gegen die berücksich- 
tigten sind, 

C = {c c /o ) 

wo /() und /■(," die Werthe von f' und für irgend einen Punkt 
der Fläche 0 bedeuten. Zwei andere Gleichungen ergeben sich 

daraus, dass auch — an der Fläche 0 stetig ist. Einerseits folgt 
aus 25) bei Rücksicht auf 24) 

8^' _ 


y * 'Ih 


dn 


C, 




dn 


== c 


Den Theil der Gefässwand, der von Aussen in Bewegung erhalten 
wird, nennen wir die Fläche 2 und bezeichnen ihr Element durch 
dsi] die Bewegung sei eine solche, dass 

dcp 


ß 


dsi = 62 cos 2 7t 71 2 


dn 


Kirchhoff, Mechanik. 3. Aufl. 


22 
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ist, wo n die nach dem Innern des Gefässes gerichtete Normale 
von dsi^ G eine Constante bedeutet. Die Gleichung 22) giebt dann 
andererseits 

wenn T das Volumen des Gefässes ist; es ist daher 

G^c’=C’T 
c"= C"T. 

Setzt man hier für C' und C" ihre Werthe aus 26), so findet man 

c' (1 - T^-G 

T - c" (1 - ^Vo' 2") = 0 , 

und hieraus 

r 2 I f! 2 

c -l-C — • 

Bei einem Beispiele werden wir sehen, dass das zweite Glied 
im Nenner dieses Ausdrucks eine unendlich kleine Zahl ist. Machen 
wir hiervon Gebrauch, so können wir schliessen, dass die Intensität 
des Tones unendlich gross ist gegen die Werthe, die sie sonst 
hat, falls 

1 = 0 27) 
ist. 

Wir wollen nun annehmen, dass die Gefässwand ruht und der 
Ton ausserhalb des Gefässes, etwa durch eine scliwingmide 8tiniin- 
gabel, erzeugt wird. In Bezug auf diesen .hall können wir Be- 
trachtungen anstellen, die den im § o diircligefiibrten vollkommen 
entsprechen. Für den unendlichen Luftraum sei, wenn die l^’läche 
0 ruht, 

(p == F' cos 27r.7il -|- F"' sin 2iir.nl ^ 

wobei 

ist; wenn für die Fläche 0 

J r" sin 27tnf 
ist, so hat man dann 

(p == {F' cf' c" f") cos 2ir'nl -f fF" -f c/ f' + c" f') sin 2%nL 

Setzt man wieder für den durch die Gefässwand und die inäche 0 
begrenzten Raum 

Q' cos 211711 + C" sin 2%nt ^ 
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SO giebt die Bedingung, dass <p und an der Fläche 0 stetig sind, 
die Gleichungen 

6 ^' == ^ ^ C' T 

^ ^7ü"+ 0"T, 

wo und F^|' die Werthe von F' und F'" für irgend einen Punkt 
der Fläche 0 bedeuten. Hieraus folgt 

tf,' = (1 -- ^Yo' + c"oc‘^f,;' T 

^‘^TF,"= ^ ck%'^T + (1 - ^‘^/,'T) 

und weiter 

^'2 ^ ."2 = ( Fq '^+ Fq '^) 

Mit dieser Grösse ist die Intensität des durch Resonanz erzeugten 
Tones proportional. Ist unendlich klein, so ist dieselbe un- 

endlich gross gegen die Werthe, die sie sonst hat, falls die Glei- 
chung 27) besteht. Diese Gleichung bestimmt den Ton, der, wenn 
die Oeffnungln passender Weise angeblasen wird, auftritt. 

§ 6. 

In den Gleichungen, die wir in den §§ 2, 3 und 5 für eine 
cylindrische und eine cubische Pfeife aufgestellt haben, kommen 
zwei Constanten vor, die wir und /(/' genannt haben, und durch 
die die Resonanz wesentlich bedingt ist; wir wollen nun suchen, diese 
Constanten für gewisse Fälle zu berechnen. Hierbei ist es erforder- 
lich, das Geschwindigkeitspotential 9 für den ganzen zu betrachten- 
den Luftraum und für eine Bewegung zu ermitteln, die bei der 
cylindrischen Pfeife durch ihre Grundfläche, bei der cubischen durch 
einen beliebigen Theil der Gefässwand unterhalten wird; das ist 
wieder nur möglich bei bestimmten Voraussetzungen über die ganze 
Begrenzung des Luftraums. Wir wollen festsetzen, dass für Ent- 
fernungen von der Oefihung, die von der Ordnung der Wellenlänge 
oder grösser sind, der ins Unendliche sich erstreckende Luftraum 
entweder gar nicht oder durch einen Theil einer beliebigen Kegel- 
fläche begrenzt ist , die ihre Spitze in der Oeffnung hat. Wir nennen 
r die Entfernung eines variabeln Punktes von dieser Spitze und 
nehmen an, dass für Werthe von r, die von der Ordnung der Wellen- 
länge oder grösser sind, die Gleichung 19) 

A B 

(p = — COS (%r — 2%nt) -f- — sin {nr — 2 ^n^) 28) 

besteht, d. h. dass für Werthe von r von der bezeichneteii Grössen- 
ordnung kugelförmige Wellen, die nach Aussen hin fortsehreiten, 
vorhanden sind. Die Berechtigung zu dieser Annahme liegt darin, 
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dass man bei ibr ein (p finden kann, welches allen Bedingungen ge- 
nügt, die es erfüllen soll. 

Um den Anfangspunkt der r denken wir uns eine Kugelfläche 
beschrieben, die noch in der Region der kugelförmigen Wellen liegt, 
deren Radius aber unendlich klein gegen die Wellenlänge ist. Wir 
nennen dieselbe die Fläche 1 und bezeichnen ihr Element durch 
ds^] in Bezug auf dieses soll n die nach Aussen gerichtete Normale 
bedeuten. Um die cylindrische Pfeife und die cubische zusammen 
besprechen zu können, nennen wir den Querschnitt jener, den wir 
früher als den Querschnitt z = 0 bezeichnet haben, auch die i läche 0 5 
wir haben schon angenommen, dass sein Abstand von der Oeffnung 
unendlich klein gegen die Wellenlänge ist. Die beiden Flächen 1 und 
0 theilen den ganzen zu betrachtenden Luftraum in drei Theile; für 
jeden von den beiden äusseren dieser Theile haben wir einen Ausdruck 
für (p bereits aufgestellt, nämlich in den Gleichungen 6 ), 23) und 
28) ; wir müssen noch für den mittleren Theil , der durch die Flächen 
0 und 1 begrenzt ist, einen solchen bilden und zwar so, dass 9 und 

^ an den Flächen 0 und 1 stetig ist. Die Dimensionen dieses 

dn 

Theiles sind unendlich klein gegen die Wellenlänge; bezeichnet 
wiederum ^ eine beliebige der beiden Functionen und so kann 
man daher nach den im § 5 gemachten Auseinandersetzungen Ijir 
eine Lösung der Gleichung = 0 nehmen, falls die Gleichung 21 ) 
erfüllt wird, die bei unserer jetzigen Bezeichnung 

ist; dieser Bedingung lässt sich neben den übrigen genügen. Wir 
können dann ^ als das Geschwindigkeitspotential einer incompressibelji 
Flüssigkeit ansehen, die so sich bewegt, wie die Luft in einem ge- 
wissen Augenblick. Unter den Annahmen, die wir im § 2 und im 
§5 gemacht haben, befindet sich auch die, dass ^ in allen Punkten 
der Fläche 0 denselben Werth hat; in der That haben wir dort 
angenommen , dass der Querschnitt z = 0 in der Region der ebenen 
Wellen liegt, und hier, dass die Geschwindigkeit in allen Punkteii 
der Fläche 0 senkrecht zu dieser ist; aus der Gleichung 28) folgt, 
dass ^ auch in allen Punkten der Fläche 1 gleiche Werthe hat; für 
die feste Wand, die die Ränder der Flächen 0 und 1 vcirbiiuhdi, ist 

= 0. Es ergiebt sich hieraus nach Ikdraclitungeii , die iji der 
siebenzehnten Vorlesung augestellt sind, dass 


ist, wo W eine von der Gestalt des zwisclien den Püwdien 0 und 1 
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liegenden Raumes abhängige Constante bedeutet, die wir dort den 
Widerstand dieses Raumes nannten, indem wir einen Ausdruck der 
Elektricitätslehre auf die Hydrodynamik übertrugen. 

Die Functionen f und f\ deren Werthe für Punkte der Fläche 
0 zu ermitteln unsere Aufgabe ist, sind, soweit sie sich auf Punkte 
in oder zwischen den Flächen 0 und 1 beziehen, specielle Fälle der 
jetzt betrachteten Function ip; es kann daher in den Gleichungen 29) 
'tp = f' und jp = /" gesetzt werden. Das soll geschehen ; dabei sollen 
die Werthe von und /" in einem Punkte der Fläche 1 durch // 
und //' bezeichnet werden; Tj sei der Radius dieser Fläche und üT 
die Oeffinung des Kegels, welcher den ins Unendliche sich erstrecken- 
den Luftraum in hinreichender Entfernung von der Oeffnung, wie 
wir annehmen, begrenzt. Aus 28) folgt dann bei Rücksicht darauf, 
dass unendlich klein ist, 


/\' Bx, — ^ 


Bei der cylindrischen Pfeife ist für die Fläche 0 nach 7) 


dn ' 


dr 

dn 


= 0 , 


also, wenn Q den Querschnitt der Röhre bezeichnet, 

Bei Rücksicht auf 30) und 31) geben die Gleichungen 29) 


also 


^ = 0 


30) 


31) 



Der Ausdruck von lässt sich noch einfacher schreiben. Diese 
Grösse muss ihrer ursprünglichen Definition zufolge unabhängig von 
/•j sein, welches von einer gewissen Grössenordnung sein soll, im 
Uebrigen aber willkürlich gewählt werden kann. Es muss daher 
W in gewisser Weise von abhängen. In den Bedingungen, aus 
welchen das durch 29) definirte fV zu bestimmen ist, kommt x nicht 
vor; es sind diese Bedingungen dadurch erhalten, dass x = Q gesetzt 
ist. Die Festsetzung, dass xr^ unendlich klein sein soll, beschränkt 
daher die Grösse nicht, die dem bei der Bestimmung von PV 
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gegebeju werden darf. Wir wollen jetzt, die Bezeiclinung ändernd, 
den Werth, den W erhält, wenn unendlich angenomuien wird, 
W nennen; dann hat man 

= = 32) 

Bei der cubischen Pfeife treten an Stelle der Gleichungen 31) die 
Gleichungen 24), nämlich 

während die Gleichungen 30) ihre Gültigkeit behalten; hier ergiebt 
sich daher aus 29) 


§ 7. 

Wir wollen nun für einige Fälle den Werth von W aufsuchen; 
es ist das ein Problem, welches der Lehre von der Bewegung einer 
incompressibeln Flüssigkeit angehört. Von den Betrachtungen, 
welche wir im § 4 der siebenzelmten Vorlesung über die Strömungen 
einer incompressibeln Flüssigkeit in den Normalen confocaler Ellipsoide 
angestellt haben, können wir eine Anwendung auf eine cubische 
Pfeife unter der Voraussetzung machen, dass die Oberfläche des Ge- 
fässes in der Nähe der Oeffnung und bis zu Entfernungen von dieser, 
die gegen ihre Dimensionen unendlich gross sind, ein einschaliges 
Plyperboloid ist. Schreiben wir die Gleichung dieses Hyperboloids 


und nennen K die Oetfnung seines Asymptoteukegels , so ist nach 
dem Ausdruck 31) der siebenzelmten Vorlesung 


W 


w 

= 1- /' 

^ J + ^‘^'2 (*= + C '‘ + 


34) 


Nimmt man 




an, so kommt man auf den Fall einer Oelfniuig, die in einer dünnen, 
ebenen Wand sich befindet und von einer Ellipse, deren Halbachsen 
a und b sind, begrenzt ist; dabei wird 


Setzt mau noch 


A"== 23r. 


a ==h = R ^ 


so wird die Oeflhung ein Kreis vom Radius R und 
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Für den Ton stärkster ßesonanz oder den Ton, der durcli passendes 
Anblasen der Oeffiiung entsteht, erhält man daher in diesem Palle 
nach 33) und 27) 



35) 


Nun war 


% 


2 Tcn 
a 


gesetzt, wo n die Zahl der Doppelschwingungen in der Zeiteinheit, 
a die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles in der Luft bedeutet; 
nimmt man als Einheiten der Zeit und der Länge eine Sekunde und 
ein Millimeter an, setzt, trockener atmosphärischer Luft von der 
Temperatur von 0^ C. entsprechend, 

a = 332 260 


und führt au Stelle des Radius R die Fläche S der Oeffnung ein, so 
giebt die Gleichung 35) 

n = 56 174 ^ . 

Vt 

Lange bevor dieses theoretische Resultat von Helmholtz abgeleitet 
war , hatte Sondhauss seine Beobachtungen über die Töne cubischer 
Pfeifen durch die Formel 

n = 52400 ^ 

Vt 

dargestellt. 

Wir wollen nun den Widerstand W auch für eine gewisse Art 
von cylindrischen Pfeifen berechnen. Dabei schicken wir Folgendes' 
voraus. Auf einem Theile der Ebene eines Coordinatensystems 
sei eine Masse mit der veränderlichen Dichtigkeit h verbreitet und 
es sei V das Potential dieser Masse in Bezug auf den Punkt (a;, y, z). 
In zwei Punkten, denen gleiche Werthe von x und y und entgegen- 
gesetzte von ^ entsprechen, hat dann V denselben Werth. Hieraus 
folgt erstens, dass, wenn unendlich klein ist, V immer denselben 
Werth hat, mag 2 : positiv oder negativ sein; was wir auch aus 
dem allgemeinen Satze schliessen können, dass das Potential einer 
einfachen Massenschicht bei dem Durchgänge durch diese stetig ist. 

Zweitens folgt daraus, dass für 2 = 0 auf beiden Seiten der 

xy-Ebene entgegengesetzte Werthe hat. Verbindet man diese That- 
Sache mit dem durch die Gleichung 9) der sechszehnten Vorlesung 
ausgesprochenen Satze, indem man etwa die Richtung von Ui mit 
der Richtung der z-Achse zusammenfallen lässt, so findet man, dass 
für ein unendlich kleines z 



und 


dV 

dz 


- — 27 t hf wenn z jDOsitiv 
-\-27th , wenn ^ negativ 


ist; es folgt daraus unter Anderem, dass für die Theile der a;^-Ebene, 
die nicht mit Masse belegt sind , für die also h = 0 ist , ver- 
schwindet. 

Nun wollen wir durch ds ein Element eines Th eiles der 
a;^'Ebene bezeichnen, der die Fläche S heissen möge; r sei die 
Entfernung' des Punktes y ^ z) von ds, e eine solche Function 
der Coordinaten von ds, dass immer, wenn der Punkt (x, z) in 
der Fläche S liegt, 

/ e ds ji^ 

ist, endlich c eine willkürliche Constante. Wir betrachten eine 
Function ^ von x, y , z, die wir dadurch definiren, dass wir für 
negative Werthe von 




r e ds , r ds 


für positive Werthe von z 


^ ■ 


-f ~ + 2 + 47CCZ 


setzeu. Dieses ^ genügt im ganzen Raume der Gleichung zl tfi =0; 
es hat ferner die Eigenschaft, wie aus den vorausgeschickten Be- 
merkungen sich ergiebt, dass ^ und an der Fläche S stetig sind, 

während sie an dem übrigen Theile der a;y-Ebene Siiriinge erleiden; 
in der That ist an einem Punkte der Fläche S auf der einen, wie 
auf der andern Seite 


^ == 1 




^ — 2 Ä (e f) ; 


36) 

weiter ist an der a:y-Ebene ausserhalb der Fläche S auf der Seite 
der negativen z 

dz 

und in der Unendlichkeit ist für negative Werthe 

t = o, 

für positive 

ifj ==z 2 4: TCCZ . 

Dem Punkte (x, y, z) weisen wir nun ein Gebiet an, das durch 
folgende Flächen vollständig begrenzt ist: durch eine Halbkugel, die 


von 


37) 
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auf der Seite der negativen z mit einem unendlicli grossen Radius 
um den Anfangspunkt der Coordinaten beschrieben ist, durch den 
Theil der a:?/- Ebene, der zwischen dem Rande dieser Halbkugel 
und dem Rande der Fläche S liegt, durch einen Theil der Ebene, 
für welche ^ den unendlich grossen positiven Werth L hat, und 
einen Theil der Fläche, welche durch den Rand von S geht und die 
Flächen ^ = const. senkrecht schneidet, einer Fläche, welche für 
unendlich grosse positive Werthe'^von z eine der z-Achse parallele 
Cjlinderfiäche ist. In diesem Gebiete hat die Function 'tj; alle 
Eigenschaften eines Geschwindigkeitspotentials einer incompressibeln 
Flüssigkeit; betrachten wir sie als ein solches, so sind die unend- 
lich grosse Halbkugel und die Ebene z = Z Flächen gleichen Ge- 
schwindigkeitspoteutials , die übrigen Grenzflächen können als feste 
Wände angesehen werden. Bezeichnet man durch Q den Querschnitt 
der Röhre, welche zu diesen gehört, für unendlich grosse positive 
Werthe von z, so ergiebt sich dabei aus 37) für den Widerstand TF 
des von der betrachteten Flüssigkeit erfüllten Raumes 


2 ~j- 4:7tcL 
4,7tcQ 



1 

2%c 


)• 


Dieser Ausdruck von W lässt sich noch auf eine andere Form bringen ; 
wir- setzen 



d. h. wir bezeichnen durch S die Grösse der Fläche, die wir schon 
mit demselben Buchstaben benannt haben, durch y die elektrische 
Capacität der Fläche S] berechnen wir aus 36) und aus 37) das 
Volumen der in der Zeiteinheit durch einen Querschnitt tretenden 
Flüssigkeitsmasse und setzen die beiden so erhaltenen Ausdrücke 
einander gleich, so erhalten wir 


d. k 
also 


27t{y cS) = 4:%cQ j 

. y 


2 0 — S 


w 




Ist die Fläche S oder, wie wir nun sagen wollen, die Oeffiiung der 
Pfeife eine Ellipse, so gilt für der Ausdruck 30) der siebeuzehnten 

Vorlesung; aber es ist in diesem Falle schwierig, die Gestalt der 
Röhre, d. h. der Fläche, die die Flächen ^ = const. senkrecht 
schneidet und durch den Rand der Oeflhung geht, zu finden. Ver- 
hältnissmässig leicht ist dieses, wenn die Oefi*nung ein Kreis ist, da 
dann die Röhrenwand eine Rotationsfläche ist und die im § 2 der 
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achtzehnten Vorlesung besprochene Methode zu ihrer Berechnung 
benutzt werden kann. Ist die Fläche S ein Kreis von dem Radius 
jßj, so ist 


r -= 


2Ri 


nennt man B den Radius des Querschnitts Oj so ist daher 


Ist dabei noch 


so erhält man hieraus 

W 


Ry 


Für den letzten Fall hat Plelmholtz die Berechnung der Rührenwand 
durchgeführt und gefunden, dass diese fast genau cylindrisch ist; 
ihr Radius ist an keiner Stelle kleiner als R und das Maximum des- 
selben ungefähr 1,02 R. 
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(Bewegung einer incompressibelu Flüssigkeit, auf deren Theile Kräfte 
wirken. Ausfluss einer schweren Flüssigkeit aus der Oeflnung eines Gefässes. 
Torricelli’sclies Theorem. Stationäre Bewegung eines flüssigen Eliipsoids, dessen 
Theile gegen einander gravitiren. Bewegung eines solchen, die stationär ist in 
Bezug auf ein rotirendes Achsensystem. TJnendlich kleine Schwingungen einer 
schweren Flüssigkeit. Wellen einer schweren Flüssigkeit von endlicher Höhe. 
Nichtstationäre Bewegung eines gravitir enden, flüssigen Eliipsoids.) 

§ 1 - 

Unsere bisherigen Entwickelungen setzten voraus, dass auf die 
Theile der Flüssigkeit nicht Kräfte wirken; wir wollen jetzt an- 
nehmen, dass solche vorhanden sind, dabei aber uns auf die Be- 
trachtung einer incompressibeln Flüssigkeit beschränken. 

Wenn ein Geschwindigkeitspotential, 9 , existirt und die wirken- 
den Kräfte das Potential V haben, so ist nach den Gleichungen 20) 
und 21) der fünfzehnten Vorlesung 

und 

^(p = 0 , 2 ) 

wo p den Druck bedeutet und die Dichtigkeit = 1 gesetzt ist. Ist 
der Raum, den die betrachtete Flüssigkeit erfüllt, ein einfach zu- 
sammenhängender, und ist für alle Elemente seiner Oberfläche ~- 

gegeben, so bestimmt, wie wir gesehen haben, die Gleichung 2), in 
der die Kräfte nicht Vorkommen, die Bewegung vollständig. Um 
die Bewegung unter den genannten Voraussetzungen zu ermitteln, 
ist die Kenntniss der Kräfte gar nicht nöthig; diese wird nur er- 
fordert, wenn man die Aenderungen finden will, die der Druck der 
Zeit und dem Orte nach erfährt, und hierzu dient die Gleichung 1). 

Wenn aber für einen Tlieil der Oberfläche der Flüssigkeit , für 

den andern der Druck gegeben ist, so haben die wirkenden Kräfte 
wesentlichen Einfluss auf die Bewegung, und diese lässt sich nur 
berechnen, wenn man die Gleichung 1 ) zu Hülfe zieht. 

Es sei die Schwere die einzige wirkende Kraft und die 2 -Achse 
vertikal abwärts gekehrt; wir können dann 
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setzen, und bezeichnen wir für den Augenblick die ganze Geschwin- 
digkeit durch V, so wird die Gleichung 1) 

(/z — P=-^+kv-- 3) 

Nun denken wir uns, dass die Flüssigkeit in einem ruhenden Ge- 
fässe enthalten ist und aus einer Oeffnung desselben in einem Strahle 
ausfliesst; auf ihre Oberfläche in dem Gefässe und auf die Oberfläche 
des Strahles übe die Atmosphäre einen constanten Druck aus. Wenn 
die Dimensionen der Ausflussöf&iung klein genug sind gegen die 
Dimensionen des Gefässes, so ist eine Bewegung möglich, bei der 
die Oberfläche im Gefässe in jedem Augenblicke unendlich wenig 
von einer horizontalen Ebene abweicht, die Geschwindigkeit in dieser 
unendlich klein ist und die Differentialquotienten der Oomponenten 
der Geschwindigkeit nach der Zeit überall unendlich klein sind. 
Diese Bewegung fassen wir ins Auge. Wenden wir die Gleichung 3) 
einmal auf einen Punkt der Oberfläche des Strahles an, dann auf 
einen Punkt der Oberfläche im Gefässe, ziehen beide Kesultate von 
einander ab und erwägen, dass 

unendlich klein ist, wenn die Integration über eine beliebige Linie 
ausgedehnt wird, die die beiden gedachten Punkte verbindet und ganz 
in der Flüssigkeit liegt, so erhalten wir 

V = ]/2fjz , 

WO V die Geschwindigkeit in dem iu der Oberfläche des Strahles ge- 
wählten Punkte , die Tiefe dieses Punktes unter der Oberfläche im 
Gefässe bedeutet. Diese Gleichung spricht das sogenannte .7brn- 
cellische Theorem aus. 

lieber die Gestalt des Strahles lässt sich bei den jetzigen Hülfs- 
mitteln der Analysis nur sehr Weniges feststellen; es ist das nicht 
auffallend, da schon in dem Palle, dass keine Kräfte wirken, nur 
einzelne Straklenformen unter der Voraussetzung sich finden lassen, 
dass die Bewegung überall einer Ebene parallel ist. Nimmt man die 
Dimensionen des Querschnitts des Strahles als unendlich klein an, 
so kann man den Druck, der in der Oberfläche allgemein dem der 
Atmosphäre gleich ist, als in dem ganzen Strahle constant betrachten 
ausser in dem Theile, der unendlich nahe an der Ausflussöfliiung 
liegt, in dem die Oomponenten der Geschwindigkeit unendlich schnell 
sich ändern. Fasst man einen Theil des Strahles ins Auge, der durch 
zwei unendlich nahe Querschnitte begrenzt ist, so kann mau hiernach 
schliessen, dass dieser so sich bewegt, wie ein freier materieller 
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Punkt, auf den die Schwere wirkt, d. h. in einer Parabel, deren 
Achse vertical ist. Ist die Bewegung als eine stationäre anzusehen, 
so ist .der Strahl die Bahn, welche alle Theilchen beschreiben, also 
eine solche Parabel. 

Dieselbe Schlussweise lässt sich auch auf einen etwas allge- 
meineren Pall anwenden. Es ströme die Flüssigkeit durch einen un- 
endlich engen Schlitz aus, der gerade oder gekrümmt, und in dem 
letzten Falle in sich zurückkehrend oder nicht sein kann; sie bildet 
dann eine unendlich dünne Lamelle, in der man den Druck überall 
als gleich ansehen darf. Irgend ein Theilchen derselben bewegt sich 
daher, wie ein freier materieller Punkt, also in einer Parabel mit 
verticaler Achse, und, ist die Bewegung eine stationäre, so ist die 
flüssige Schicht aus solchen Parabeln zusammengesetzt, die durch 
die einzelnen Punkte des Schlitzes gehen. 


§ 2. 


Wir wollen uns jetzt mit einer stationären Bewegung einer in- 
compressibeln Flüssigkeit beschäftigen, bei der andere Kräfte als die 
Schwere wirken und kein Geschwindigkeitspotential vorhanden ist. 
Es soll sich um eine Flüssigkeit handeln, deren Theile einander nach 
dem Newton’schen Gesetze anziehen und auf deren Oberfläche ein 
constanter Druck wirkt; wir werden aus den Euler’schen hydrodyna- 
mischen Gleichungen beweisen, dass diese in einer gewissen statio- 
nären Bewegung sein kann, während ihre Oberfläche ein dreiachsiges 
Ellipsoid ist, zwischen dessen Achsen eine bestimmte Relation besteht. 
Zu diesem Zwecke nehmen wir an, dass zwischen den Geschwindig- 
keitscomponenten u, w und den Coordinaten x, ij^ z des Punktes, 
auf den diese sich beziehen, die Gleichungen 

u = 

2 ; = ^ 21 ^ + ^^ 22 ^ + ^ 23 ^ 4 ) 

W = + ^ 32 ^ + ^^ 33 ^ 

bestehen, in denen die 9 Grössen . . Constanten sind. Die 

Gleichung 12) der fünfzehnten Vorlesung giebt für diese die Bedingung 

^11 + ^22 + ^33 = 5 ) 

Setzt man die Werthe von u, v, w aus 4) in die Gleichungen 10) 
der fünfzehnten Vorlesung, so werden die linken Seiten derselben 
lineare, homogene Functionen von z\ die rechten Seiten werden 
es auch, wenn man über P (das ist dasselbe, wie p, da wir die 
Dichtigkeit =» 1 gesetzt haben) passend verfügt. Schreibt mau die 
Gleichung der Oberfläche der Flüssigkeit 





= 1 , 


6 ) 
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V = Const. — X {Äx^ + By‘^ + Cz‘^), 7) 

wo A, B, C die durch die Gleichungen 4) der zwölften Vorlesung 
bestimmten Constanten sind, wenn man die Einheiten der Masse, 
Länge und Zeit so gewählt hat, dass die Kraft, mit der zwei Massen 
einander anziehen, gleich ihrem Producte, dividirt durch das Quadrat 
ihrer Entfernung ist. Man erreicht daher den genannten Zweck, 
wenn man^ einer homogenen Function zweiten Grades von a;, y, z, 
zu der eine Constante addirt ist, gleichsetzt. Man erreicht zugleich, 
dass der Druck an der Oberfläche constant wird, wenn man 

p = Const.+ o(l 8) 

macht, wo ß eine Constante bedeutet. 

Die in Rede stehenden Differentialgleichungen werden für alle 
Werthe von Xy z erfüllt, wenn man die Coeflicienten dieser 
Variabein in ihnen einander gleichsetzt; mit Hülfe von 7) und 8) 
erhält man dadurch 

^^11 ^11 “H ^12^21 4” ^13^31 ~ ^TtA 

^ 11^12 ^ 12^22 ^ 1 . 3^32 ~ ^ 

^11 ^13 + “h ^13^33 — ^ 

^^21^11 “i“ ^22^21 “f“ ^23^31 ^ 

^12 + ^ 22^^22 + ^^ 23^^32 = SjT 7 ? 9 ) 

^ h 3 + ^^ 22 ^% + ^23 %3 = 

^^ 31^11 + « 32^21 + % 3^31 == 0 

^31 ^J2 ^32 ^22 H“ ^33^^32 ~ 

2 G 

+ ^"^32 ^23 + ^ 33^33 = ^.2 2 7 t C , 

Noch ZU erfüllen ist die Bedingung, dass die Theilclion der Ober- 
fläche in dieser bleiben; nach der Gleichung 31) der zehnten Vor- 
lesung ist hierzu erforderlich, dass, wenn die Gleichung G) bestellt, 


JL I WZ 

-^2 "t- 7,2 i" ^.2 


= 0 


ist, dass also allgemein diese Gleichung erfüllt wird. 

Hieraus ergeben sich die sechs Gleichungen 

«11 = 0 ) «22 = , «;i:t = 0 

+ ^ = 4 ^+“ f - = 0 , " e - 4 - = 10 ) 

In Folge der drei ersten von diesen wird die Gleichung 5) erfüllt 
und die Gleichungen 9) nehmen diese einfachere Form an: 
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^ 12^21 H” ^03^31 “ 

2a 

'a^ 

— 27t Aj 

— 0, 

(l\ 2 ^23 

^^23^^32 ^^21 

2a 

Z»2 

— 27tB, 

Ä j 2 = 0 , 

^23^31 

^31 ^13 “i“ ^32 ^^23 ^ 

2a 

— 27tC, 

^%2^% ~ 

^31 ^02 


Diesen und den drei letzten der Gleichungen 10) kann durch mehrere 
Werthsysteme der Unbekannten genügt werden. Ihnen kann genügt 
werden, wenn man 

«13 = 0 , «53 = 0 , «31 = 0 , «32 = 0 

annimmt, so dass von den 9 Grössen beiden öfj 2 

und a^i von Null verschieden bleiben. Die Gleichungen 10) und 11) 
werden dann 

^ = 0 




— 27t A = 


2<r 


2a 


27tB, ^=-^ — 2710, 


oder, wenn man 
setzt und 6 eliminirt, 


r/j2%i = — 


a 



a^\ — 



a 




Diese Doppelgleichuug ist dieselbe, wie die Gleichung 6) der zwölf- 
ten Vorlesunsf, wenn man die dort mit bezeichnete Grösse =~ — , 

d. h., da wir hier ^ == \ angenommen haben, wenn man die dort 
mit ZV bezeichnete Grösse = oc macht. Hieraus folgt, dass die durch 
die Gleichungen 

a h 

U = ~j %y ^ V — ' — ~ ^ 10 — \J 


bestimmte Bewegung bestehen kann, wenn die Flüssigkeit ein Ellip- 
soid bildet, welches mit der Drehungsgeschwindigkeit % um die 
0 - Achse wie ein fester Körper rotiren kann. Nach den an dem an- 
geführten Orte gemachten Angaben giebt es drei solche Ellipsoide, 
zwei abgeplattete Rotationsellipsoide, deren Rotationsachse die ; 2 :-Achse 
ist, und ein dreiachsiges, vorausgesetzt, dass k innerhalb gewisser 
Grenzen liegt. Bildet die Flüssigkeit eines der beiden Rotationsellip- 
soide, so sind die hier und dort betrachteten Bewegungen ganz die- 
selben; sie sind aber verschieden im Falle des dreiachsigen Ellipsoids. 

Die Bewegung der Theile eines dreiachsigen flüssigen Ellipsoids, 
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die wir so gefunden haben, ist von Dirichlet*) entdeckt; die Be- 
trachtungen, die uns zur Kenntniss derselben geführt haben, lassen 
sich, wie wir zeigen wollen, leicht so verallgemeinern, dass sie eine 
Bewegung geben, von der die eben besprochene einen speciellen Fall 
bildet, und die Bewegung, bei der das dreiachsige Ellipsoid wie ein 
fester Körper rotirt, einen anderen. 

Wir nehmen an, dass die Flüssigkeit durch ein Ellipsoid be- 
grenzt ist, welches um eine seiner Achsen mit der constanten Winkel- 
geschwindigkeit A rotirt; wir beziehen die Bew-egung aller Flüssigkeits- 
theile auf ein Coordinatensystem , dessen Achsen die Achsen dieses 
Ellipsoids sind; die 2 :- Achse sei die Rotationsachse, die Gleichung G) 
wieder die Gleichung des Ellipsoids. Nach den Betrachtungen, welche 
zu den Ausdrücken 5) der neunten Vorlesung geführt haben, darf 
man bei der Bildung der Differentialgleichungen der Bewegung davon 
absehen, dass das eingeführte Coordinatensystem rotirt, falls man zur 
X- und y-Componente der auf die Masseneinheit bezogenen, auf ein 
Flüssigkeitstheilchen wirkenden Kraft resp. hinzufügt 

— 2Xv und + 2Xu. 


Nimmt man an, dass die Bewegung, bezogen auf das genannte 
Coordinatensytem, eine stationäre ist, so ergeben daher die Glei- 
chungen 10) der fünfzehnten Vorlesung bei Rücksicht auf die 
Gleichungen 7) und 8) 


dii 

dt) 

dx 

dw 

dx 


+ V 

+ 
-j- V 


du , du 

+ 


dv 

dy 


+ ^ 


dt) 

dz 


div 

dy 


-f“ 




^ 2%A + 2Xv 

— 2%!} 4“ {/ + u 

-- 27t(jJ z. 


Setzt man in diese Gleichungen für u, w ihre VVerthe aus 4j, 
so werden sie für alle Werthe von x, y, z erfüllt, 1‘alls die neun 
Gleichungen bestehen, deren linke Theile die linken ''riieih; der ( llei- 
chungen 9) und deren i*eclite Tlieile 


■^1 —27tA + P — 2Xn .,^ , — 2 Ao.,, , - 2 A o,,., 

+ A^+ 2A«,,, 2Art„ 

0, 0, “f-~23r6' 

' r- 


sind. Zu diesen neun Gleichungen kommen, wenn die gedachte Be- 
wegung eine mögliche sein soll, ungoändert die Gleichungcm f)) und 
10). Allen diesen Bedingungen genügt man, wenn man 


"^0 Abhandlungen der Konigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen 
achter Band, 1860. 
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und 


o-\% I ^21 


«i2«2i= ^ — 23E^ + P — ^ 

0 = ^ — 23rC 

maclit. Setzt man wieder 


^21— — also öfj2Öf2i = — 

und eliminirt <>, so erhält man die beiden Gleichungen zwischen 
Xj hj c 

a} + r) + 2xXab = 27t (oT-A — c^-C) 

12) 

&2 X‘^) -i- 2xXab = 27t (r-B — c^-0). 

Sind b, c beliebig gegeben, so können x und X aus diesen 
Gleichungen berechnet werden; die Werth e, die man dafür findet, 
und die gegen einander vertauscht werden können, sind aber nicht 
immer reell, d. h. die durch die entwickelten Gleichungen dargestellte 
Bewegung ist nicht immer eine mögliche. Wir wollen hier die 
Grenzen des Gebietes nicht aufsuchen, in dem die Verhältnisse 
a \ b \ c liegen müssen, damit die Gleichungen 12) reelle Werthe von 
X und X ergeben; ein einfacher Fall, in dem dieses stattfindet, ist 
der, dass 

= c' und aX > c- 


ist , in welchem Falle die zweite der Gleichungen 12) 
^ (x^+ X^) + 2xXa == 0 

wird. 


§ 3. 

Die EuleFschen hydrodynamischen Differentialgleichungen sind 
denen von Lagrange vorzuziehen, wenn die Bewegung, um die es 
sich handelt, eine stationäre oder eine solche ist, die, wie die im 
vorigen § zuletzt betrachtete, sich dadurch auf eine stationäre zurück- 
führen lässt, dass man sie auf ein bewegtes Coordinatensystem be- 
zieht. Ihre Anwendung ist auch dann bequem, wenn die Verrückungen 
und Geschwindigkeiten der Flüssigkeitstheile unendlich klein sind; 
solche Fälle bildeten den Gegenstand der beiden vorigen Vorlesungen; 
mit einem Falle, der auch hierher gehört, wollen wir uns nun be- 
schäftigen, nämlich mit den unendlich kleinen Schwingungen einer 
schweren incompressibeln Flüssigkeit. 

Kirclilioff, Meclianik. 3. Auü. 


23 
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, Wir setzen voraus, dass ein Geschwindigkeitspotential g? existirt; 
die partielle Differentialgleichung, mit der wir es zu thun haben, 
ist dann , wieder die Gleichung z / 9 = 0. Die Flüssigkeit soll theil- 
weise von festen Wänden begrenzt sein; für alle Elemente dieser 
ist dann 

4^ = 0; 13) 

sie soll aber auch eine freie Oberfläche darbieten, welche unendlich 
wenig von einer horizontalen Ebene ab weicht, und auf welche ein 
constanter Druck ausgeübt wird; es muss zunächst die Grenz- 
bedingung aufgesucht werden, der go an dieser freien Oberfläche zu 
genügen hat. Wir nehmen die Ebene des Coordinatensystemes 
unendlich nahe an der freien Oberfläche, die z-Achse vertikal abwärts 
gekehrt an; in der Gleichung 1) können wir dann 

V=C+gz 

setzen, wo C eine Consfcante bedeutet, über die wir nach Willkür 
verfügen dürfen. Bezeichnen wir die Geschwindigkeiten als unend- 
lich kleine Grössen erster Ordnung und vernachlässigen in der 
Gleichung 1 ) unendlich ‘kleine Grössen zweiter Orduung, so erhal- 
ten wir 

C gz — p = • 


Setzen wir C = dem constanten Druck, der auf die Oberttäclio wirken 

so erhalten 


soll und wenden diese Gleichung auf die Oberfläclio an, 
wir als Gleichung derselben 


gz = 


d(p 

dt 


14) 


Wir beziehen diese auf ein gewisses Plüssigkeitstheilchen an der 
Oberfläche, differentiiren sie nach l und vernachlässigen die auf der 
rechten Seite dabei auftretend eii unendlich kleinen (iribssen zweiter 
Ordnung; wir erhalten dann 


dfp ^ d^q)_ 
^ dz 


15) 


In dieser Gleichung sind für 2 : die unendlich kleinen Werihe 
zu setzen, die der Oberfläche entspreclien ; statt dessen kann man 
in ihr 

machen. 

Die Gleichungen 13) und 15) sind die Grenzbedingungeii, denen 
gemäss (p zu bestimmen ist. Es ist leicht, ilinen für gewisse specielle 
Fälle zu genügen. Wir setzen 

(p = ZU 


IG) 
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und nehmen an, dass Z eine Function von 2 : und U eine Fun«!’- 
tion von x und y ist; der Gleichung 13) kann dann genügt werden, 
falls die Flüssigkeit seitlich durch eine vertikale Cylinderfläche, unten 
durch einen horizontalen Boden begrenzt ist; für jene muss dann 


für diesen 




gemacht werden. Die Gleichung ^ cp = 0 wird durch 16) 




ihr wird genügt, wenn man 


d'U , d'^'ü ^ 


d^z 

0^ 


%^U 


17) 

18) 


19) 

20 ) 


setzt, wo % eine Constante sein soll. Ist für den Boden 


z = h, 

SO folgt aus 19) und 18) 

Z = M 21) 

wo e die Basis der natürlichen Logarithmen bedeutet und M eine 
Function von / ist. Diese bestimmt sich aus der Gleichung 15), 
welche durch 16) und 21) wird 


hieraus folgt 


dt- 




1 


cos — 2 jz, 


22 ) 


wo J und zwei willkürliche Constanten bedeuten und 



23) 


ist. Die Gleichung, die man aus 16) durch 21) und 22) erhält, 
stellt, vorausgesetzt, dass U den Gleichungen 20) und 17) gemäss 
bestimmt werden kann, eine Bewegung dar, bei der jedes Flüssig- 
keitstheilchen Schwingungen ausführt, deren Dauer T ist. Der für 
T angegebene Ausdruck vereinfacht sich wesentlich in den Fällen, 
dass als unendlich gross oder als unendlich klein angesehen 
werden kann; im ersten Falle ist 
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im zweiten, wie die Entwickelung der Exponentialgrössen zeigt, 


2 ’== 


27zr 

•afgh 


Wir wollen die Bestimmung der Function ü nur für den einfachsten 
Fall ausführen; wir wollen nämlich annehmen, dass der horizontale 
Querschnitt der Flüssigkeit ein Eechteck ist, dessen Seiten den 
Achsen der x und y parallel sind, und dass U von y unabhängig ist. 
Die Gleichung 20) wird dann 


und ihr allgemeines Integral ist 

cos % {x — , 

wo Xq eine willkürliche Constante bedeutet, multiplicirt mit einer 
zweiten willkürlichen Constanten. Wenn für die Wände, die die 
Flüssigkeit in der Eichtung der Achse begrenzen, 

^ = 0 und X = l 

ist, so erfordert die Gleichung 17), dass für diese Werthe von x 


ist; man genügt dem, wenn man 

a;„ = 0, 24) 

macht, wo n eine ganze Zahl bedeutet. Man hat hiernach 

(p = A cos — 2 jr • cos --- 7t A e e J . 

Man erfüllt auch alle Bedingungen, die zu erfüllen sind, wenn man 
(p gleich einer Summe solcher Ausdrücke setzt, wie der aufgestellte 
einer ist, und die sich von einander unterscheiden durch die Werthe 
der ganzen Zahl n und der Constanten A und /„; man kann also 
auch 

9 A cos ^ 2 Tt + Bn sin ^ 2 j ^6' ^ + 6' ' ) cos jr 

setzen, wo die Summe nach n zu nehmen ist, . 4 , B,, willkürliche 
Constanten sind und T,, den aus 23) und 24) zu berechnenden Werth 
von T bedeutet. Wir bemerken, ohne näher darauf einzugehen, dass 
die Constanten An , Bn mit Hülfe der sogenannten Fourier^schen 
Eeihen, sich so bestimmen lassen, dass die Bewegung einem be- 
liebigen Anfangszustande entspricht, d. h. dass für t = 0 und für 

die Oberfläche z — d. i. nach 14) — und beliebig gegebenen 

(J dt ()z Ö Ö ö 

Functionen von x gleich werden. 
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Wir wollen nocli den Fall ins Auge fassen, dass die Flüssigkeit 
in der ßichtung der rr- Achse als unbegrenzt angesehen werden kann, 
d. h. dass für keinen Werth von x einer Grenzbedingung zu genügen 
ist. Die Gleichungen 24) brauchen dann nicht erfüllt zu werden; 
es bleibt x und, wenn wir 



machen, A willkürlich, und wir können 

(p = Acob ^ 27t- (^e ^ ^ ^ ^ 25) 



setzen. Die hierdurch dargestellte Bewegung besteht in Wellen, die 
in der Richtung der x- Achse fortschreiten, deren Wellenlänge A und 
deren Fortpflanzungsgeschwindigkeit 



ist. Diese Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist im Allgemeinen von 
der Wellenlänge abhängig; sie ist es nur dann nicht, wenn A als 
unendlich gross gegen die Tiefe h angesehen werden kann, in welchem 
Falle sie 

= Vffh 

ist. Ist im Gegentheil k unendlich gross gegen A , so ist die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit 



Die Bahn, welche ein Flüssigkeitstheilchen beschreibt, findet 
man auf dem folgenden Wege. Es seien .r+l, y, z ^ die 
Coordinaten zur Zeit t des Theilchens, dessen Coordinaten x, z 
zur Zeit i = 0 sind; es ist dann 


d. b. nach 25) 

dt 

== _ 
dt 


dcp d^ dcp 

dt dx ’ dt dz ’ 



woraus folgt 
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I _ _ (co. (i - f) ä. - '1') 

s «""”) (™ (i - t) 2* + -f”) • 


Durch Elimination von t ergiebt sich hieraus 

f £ x27t\^ \ ( t \ • ^ 


wenu 




gesetzt wird. Das ist die Gleichung einer Ellipse^ deren Halbachsen 
horizontal und vertical sind und die Längen a und c haben. Ist h 
unendlich gross, während l und z endlich sind, so ist a = alle 
Flüssigkeitstheilchen beschreiben dann Kreise'*^'). 

§4. 

Wir wollen jetzt die hydrodynamischen Dilferentialgleichungen 
von Lagrange auf einige Bewegungen einer incompressibeln Flüssig- 
keit, auf deren Theile Kräfte wirken, und auf deren freie Überlläche 
ein constanter Druck ausgeübt wird, an wen den. Der erste Fall, den 
wir betrachten, ist der, dass Wellen gewisser Art von endlicher 
Höhe in einer schweren Flüssigkeit fortschreiten. Wir setzen wieder 
die Dichtigkeit der Flüssigkeit =1, wählen die z Achse vertical 
abwärts gekehrt uud nehmen an, dass die Bewegung überall parallel 
der a: 2 r-Ebene vor sich geht. Die Gleichungen 7) der iLiJirzehnten 
Vorlesung geben dann, wenn man 


setzt , 




b^y 




d^x 

dF 

- — + 1 
da ^ ' 

' (Pz \ 

Cup “ n 

du ' 

dp 

da 

= 0 

d^x 

dfl 

-- 4- ( 

de ^ ' 

'' <Pz \ 

dc ^ 

dp 

de 

= 0; 


20) 


die Gleichungen 8) und 3) derselben Vorlesung werden 


dü 

dt 


= 0, D 


dz^ 
da de 


dx dz^ 
d c c) a 


Es können hier a und c irgend zwei V ariable sein , deren Werthe 
zusammen mit y ein Flüssigkeitstheilchen eindeutig bestimmen,* 


*) Vergl. Holtzmann, Programm der Polytechnischen Schule in Stutt- 
gart, 1858. 
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hierzu ist erforderlich, dass in dem von der betrachteten Flüssigkeit 
erfüllten Raume B weder unendlich wird/ noch verschwindet; im 
üebrigen lassen wir die Bedeutung von a und c vorläufig unbe- 
stimmt. Wir werden zeigen; dass den aufgestellten Gleichungen ge- 
nügt wird durch 


X — a — r sin z — c = 


r cos ü’ 


wo A und T zwei Constanten, r eine • Function von ^ bedeuten, über 
die zu verfügen wir uns Vorbehalten. Hierdurch ist ausgesprochen; 
dass ein jedes Flüssigkeitstheilchen in einem Kreise mit gleich- 
bleibender Geschwindigkeit so sich bewegt; dass T die Dauer eines 
Umlaufes ist. Aus den für x und z angenommenen Ausdrücken 
folgt 


doD 

dci 

1+-^ 

r cos 

dx 

W 

da 

2 Tt 

r sin d'j 

dz_ 

de 


n 1 r dr , ( dr . ^7Z \ ^ 

^ = 1 -I- — r ^ + (^— +— r) cos 
Da B von t unabhängig sein soll und d' von t abhängt; so muss 


II 

1 

29) 

' A de 

30) 

diesen Gleichungen giebt 


27t 


r=Re~~^~°, 

31) 


wo R eine willkürliche Constante ist. 

Aus den für x und angenommenen Ausdrücken folgt weiter 


= - (^)' r sin -g- = - (¥)' r cos 


COS d'. 


Substituirt man diese Werthe in die Gleichungen 26) und benutzt 
28) und 29) ; so .werden dieselben 




2 jr 7' COS '9’ ‘4- ^ . 


Man genügt beiden , wenn man zwischen den bisher willkürlich 
gelassenen Constanten T und A die Relation 
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g 

T ~ ^2 


festsetzt und p so als Function der einen Variabein c bestimmt; dass 


ist. Ist p = Po für c = 0, so folgt aus dieser Gleichung 
P=Po' 


— \ 


An der freien Oberfläche müssen stets dieselben Flüssigkeitstheilchen 
sich befinden und der Druck soll in ihr ein constanter sein; wir 
genügen diesen beiden Bedingungen; wenn wir annehmen , dass für 
die freie Oberfläche 

p = und ^ = 0 

ist. Im üebrigen nehmen wir die Flüssigkeit als unbegrenzt an ; 
es variirt dann a zwischen — oo und -{- oo, c zwischen 0 und + oo. 

Die Constante R darf einen gewissen Werth nicht überschreiten; 
damit in keinem Punkte der Flüssigkeit R verschwinde. Aus 30) 
und 31) folgt 



es darf also R nicht grösser als 


sein. 

\n X und 2 : ausgedrückt, erhält man die Gleichung der ireien 
Oberfläche zur Zeit wenn man in 21) c — 0 setzt und n und d' 
eliminirt; sie ist daher das .Resultat der Elimination von •d' aus den. 
Gleichungen 

X— 1 = R aiii + / tt 
I ‘ 2 77: 

2 = R cos l>. 


Da X und t hier nur in der Verbindung x l Vorkommen, so 
schreitet die Oberfläche mit der Geschwindigkeit i in der Riditim«' 

o o 

der a:- Achse ohne Gestaltsänderimg fort. Für irgend einen Werth, 
von t ist ihr Schnitt mit der a: 2 -Ebene eine Cycloide; der .Kreis, bei 
dessen Rollen sie durch einen Punkt beschrieben wird, hat den 
Radius sein Mittelpunkt bewegt sich auf der o;- Achse; der Punkt, 

der sie beschreibt, befindet sich im Abstande vom Mittelpunkte. 

Erhält R seinen in 32) angegebenen Grenzwerth , so erhält die 
Ojcloide Spitzen. 
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Bei der liier betrachteten Bewegung existirt nicht ein Ge- 
schwindigkeitspotential, es rotiren die Flüssigkeitstheilchen um die 
t/- Achse. Nennt man % die Rotationsgeschwindigkeit, so erhält man 
aus den Gleichungen 15) und 14) der fünfzehnten Vorlesung 




+ 


... dos 

dos 

0 dos 
^-dt 

dx 

da 

"W 

de 

da 

^~dr 

dz 

dz 
^ dt 

dz 

da 

de 

de 

da 


also nach 28) und 29) 

- 


831 » dr 
IT ^ de ' 


Die in diesem § erörterte Bewegung ist von Gerstner* **) ) entdeckt; 
später hat sie selbständig ßankine*'*') behandelt. 


§ 5. 


Wir kehren nun noch einmal zur Betrachtung einer Flüssigkeit 
zurück, wie wir sie im § 2 uns gedacht haben, also einer Flüssig- 
keit, deren Theile nach dem Newton'schen Gesetze einander anziehen 
und auf deren Oberfläche ein constanter Druck wirkt, lassen aber 
die dort gemachte Voraussetzung fallen, dass ihre Bewegung eine 
stationäre ist oder auf eine solche dadurch zurückgeführt werden 
kann, dass man sie auf ein passend bewegtes Coordinatensystem 
bezieht. Wie Dirichlet in der schon im § 2 angeführten Abhand- 
lung gezeigt hat, erhält man mögliche Bewegungen einer solchen 
Flüssigkeit, wenn man annimmt, dass die Goordinaten eines jeden 
Theilchens lineare Functionen ihrer Anfangs werthe sind und im An- 
fänge die Flüssigkeit ein Ellipsoid bildet. 

Unter h, c verstehen wir jetzt die Anfangswerthe von x, y, z, 
schreiben die Gleichung der Oberfläche zur Zeit t = 0 


und setzen 


~ 'T- -ß i + ^ ? 

X ~ a^a ßyb y^c 


33) 


y ^ a + + y.,c 


34) 


^ ß.^b y^c, 


wo die 9 Grössen ß^ y zu bestimmende Functionen der Zeit be- 
deuten. Es müssen diese zunächst der Gleichung 


*) Theorie der Wellen sammt einer daraus abgeleiteten Theorie der Deich- 
profile von Franz Gerstner, Prag 1804. 

**) London Philos. Transactions, 1863, Part. I, p. 227. 
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D 


«1 ßi ri 
«2 ßi 72 


«3 ßs n 


1 


35 ) 


genügen; ihre Anfangswerthe sind 

«1 = == ^3 == 1 

ßi = = = 72=^0, 

die Anfangswerthe ihrer nach / genommenen Difierentialquotienten 
sind beliebig bis auf die Bedingung, der sie genügen müssen, die 
durch Differentiation aus 35) folgt, d. h. der Bedingung 

, dy3 ^ Q 

dt dt dt 

Die Gleichung 33) ist auch die Gleichung der Oberfläche der Flüssig- 
keit zur Zeit führt man in sie a:, y, an Stelle von c 

mit Hülfe von 34) ein, so sieht mau, dass die Flüssigkeit immer ein 
Ellipsoid bildet; dessen Mittelpunkt der Anfangspunkt der Coordi- 
naten ist, dessen Achsen der Grösse und Richtung nach aber von 
der Zeit abhängen. 

Das Potential V der Flüssigkeit zur Zeit i in Bezug auf den 
inneren Punkt (er, y, z) ist gleich der Summe einer homogenen 
Function zweiten Grades von Xj z und einer von et*, ?/, unab- 
hängigen Grösse; denn diese Eigenschaft hat T, wenn die Achsen 
der X, y^ z mit den Hauptachsen des flüssigen Ellipsoids zusainmen- 
fallen, und sie geht nicht verloren, wenn man statt eines solchen 
Coordinatensystemes ein anderes mit demselben Anfangspunkte ein- 
führt. Bei Rücksicht auf 34) folgt hieraus, dass 

V= II - Ka^ — Lb^^— Mc^^ — 2l{'bc — 2V ca — 2M' ab 36) 

ist, wo die 7 neu eingeführten Zeichen Functionen der Zeit bedeuten, 
die durch die Functionen a, y und die 3 Constanten .4, />, C 
in gewisser Weise ausdrückbar sind. 

Endlich setzen wir 

p = const. 4- 0 (l - ; ) ) 

WO 0 eine unbekannte Function von t bedeutet. 

Bei diesen Annahmen genügen wir der Bedingung, dass der 
Druck an der Oberfläche der Flüssigkeit ein constanter ist, und die 
Gleichungen 7) der fünfzehnten Vorlesung werden in Bezug auf 
ä, bjC linear und homogen. Allen Bedingungen des Problems wird 
genügt, wenn die 10 Functionen der Zeit y^, ß 2 , 

^ 3 ? ßzy Ts ^ den folgenden Differentialgleichungen gemäss be- 

stimmt werden: 



§ 5. Gravitirendes flüssiges Ellipsoid. 


363 


«1 

d^a, 

177®' 

+ «2 

d'^ccz 

dP 

+ «3 

dP 


-2Ä^ + -|f- 

«1 


4" «2 


+ «3 

<Pßz 


— 2M' 

dfi 

dP 

dP 


«, 

(Py, 

di^ 

+ ®2 

iPyz 

dt^ 

+ “s 

^yz 

dP 

= 

— 2Z' 

ßl 

d^a^ 

dP 

+ ^2 

d^GLz 

dp 

+ ßz 

dPcc, 

dp 

== 

— 2M’ 

ßl 

dp 

+ ß‘l 

dPh 

dt^ 

+ ßz 

<Pßz 

dP 

== 

-^L + ^2 

ßl 

^yi 

dp 

+ ß% 

^^72 

dt^ 

+ ßz 

^yz 

dP 


— 2K' 

7i 

fPo:, 

+ 7-1 


+ 7z 

d^ds 


-2L' 

dP 

dP 

dP 


7\ 

iPßi 

dP 

+ 72 

iPßz 

dP 

+ 7z 

ä‘ßz 

dP 


- 2K' 

7i 

<Py, 

+ 72 


+ 7 z 

d^yz 


— 2M + 


dt^ 

dP 







D 

f 

1. 


7 Integrale dieser Gleichungen können wir nach allgemeinen Be- 
trachtungen^ die wir durchgeführt haben, angeben. Drei von diesen 
folgen aus den Gleichungen 14) der fünfzehnten Vorlesung, wenn 
man in diese die Werthe von y ^ z aus 34) einführt; sie sagen 
aus, dass die drei Ausdrücke 




dyt 

dt 


— 7i 


dt 


+ ßs 


dt 


- 7i 


^2 I ß ^73 .. 

dt dt dt 


dai 


dt 


-ßi 


(hi 

dt 

dtti 

dt ‘ 


+ 72 


d (Xz 

~~dr 

dßz 


fh2 _j_ 


dt 


dt 


a., 


dt 


38) 


J_ a: 

+ at 


ff AS!i. 4_ „ Ah- 
dl + 3 dl 


ß (i^3 

^3 dt 


Constanten gleich sind. Die vier andern findet man durch die 
folgende üeberlegung. Wir haben im § 6 der eilften Vorlesung 
nachgewiesen, dass für eine Flüssigkeit, wie wir sie hier betrachten, 
das d'Alemberfsche Princip in derselben Form gilt, wie für ein 
System discreter Punkte. Aus den in der vierten Vorlesung 
gemachten Auseinandersetzungen folgt daher, dass für die Be- 
wegung, die wir hier • betrachten, der Satz von der lebendigen 
Kraft, der Satz von der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes 
und die Sätze von der Erhaltung der Flächen gelten. Bilden wir 
zuerst die Gleichung, welche den Satz von der lebendigen Kraft 
ausspricht. . 

Wir bezeichnen durch dt ein Element der Masse der Flüssigkeit, 
welches zur Zeit / = 0 die Coordinaten a, b, c hat; die lebendige 
Kraft T zur Zeit t ist dann bestimmt durch 
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Hier setze man für ^ üie aus 34) sich ergebenden Werthe 


ein und benutze ^ dass 


a^d% 


Jb'^dv = 


— ABC 

o 0 


hcdt 




ABC 


(ß 


ß 

J* cadt — 

J eil) dt — 


39) 


ist, welche Gleichungen mit Leichtigkeit sich ergeben, wenn man 
dt dadbdc setzt und an Stelle von a,l)y c als Integrations- 

variable ^5 einführt 5 man erhält dann 


2 7t 

TöT 


ABC I 


Ferner sei U das Potential aller wirkenden Kräfte; es ist dann 






dv 


oder, wie wir sagen wollen, = dem Potential des llilssigeii Ellipsoids 
in Bezug auf sich selbst. Nach einem Satze, der in der unten 
stehenden Anmerkung'^) bewiesen ist, ist dieses = ’ mal dem 


*) Das l’oteutial einer Mii.s.se, die mit der Diclitigkoit 1 da.s J'illipKoid er- 
füllt, dessen Oberfläche die Gleichung 

7/3 

4. JL -L - . ^ 1 

hat, in Bezug auf den iiinern l’imkt (x*, //, z) ist nacli dnr Uleiduuig 4) der 
achtzehnten Vorlesung 

" «> V 9 

r 1 _ - fd _ " ' 

, / ,, «'‘+11 1 '^+^ «'‘ + ^ 

z=7Cabc I dl : ; 

«y y («‘‘-j- “f" (f''-* ■ {~ ^”) 

0 

die Coefficienten von in' diesem Ausdrucke sind, wie Hehoii auf Seite I2S 

bemerkt ist, nur von den Yerhiiltnissen von t/j r, nicdit aber von den nJiso- 
soluten Werthen dieser Grössen abhängig; daraus folgt, dass d;i,s rotentiid einer 
Masse, die mit der Dichtigkeit l den Raum erfüllt, der durch die Ixiiden Flächen 

,2 


y/ 

^ ^ 


und 


_ L . 

y /2 + 


,2 ^2 
+ > = 


b^ 
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Volumen, mal dem Potential desselben in Bezug auf seinen Mittel- 
punkt, d. h. es ist 


ABC • H, 


WO E die in 36) definirte Bedeutung bat. Der Satz von der 
lebendigen Kraft sagt aus, dass zwischen diesen Grössen T und U 
die Gleichung besteht 

T=^ü + const. 

Der Satz von der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes 
giebt, auf unser Problem angewendet, nur identische Gleichungen; 
auf ihm beruht die Zulässigkeit der Annahme, die wir gemacht 
haben, dass der Mittelpunkt des flüssigen Ellipsoids an demselben 
Orte bleibt. 

Die Sätze von der Erhaltung der Flächen geben 3 Integrale; sie 
sagen aus, dass die Ausdrücke 


begrenzt ist, in Bezug auf einen Punkt in der Höhlung derselben constant und 
so gross ist, wie in Bezug auf den Mittelpunkt, also 


00 


■ 7t ahc { 


71 ^ j - 


dl 


yi_a^ + X)(b’‘+l) + 


^ 0 
wenn «> 72 . 

Um nun das Potential des Ellipsoids, dessen Halbachsen b, c sind, in 
Bezug auf sich selbst zu finden, suche man zunächst das Potential desselben in 
Bezug auf die Schicht, die durch die beiden Flächen begrenzt ist, welche mit 
seiner Oberfläche ähnlich sind, ähnlich liegen und die Halbachsen ök, bn, an 
und a{7i-\-dn)^ b{7i-\-dn)^ c {n dn) haben. Dieses Potential setzt sich aus 
zwei Theilen zusammen, von denen der erste herrührt von der Masse ausser- 
halb der Schicht, der zweite von der Masse, die von der Schicht umschlossen 
wird. Der erste Theil ist 


4 7t 


ab c Z n- dn . 7C ab c {i 


->/tp 


dl 


j^ + l) {b^+l)(c^ + l) 


den zweiten findet man, wenn man erwägt, dass das Potential einer Masse M 
in Bezug auf eine Masse M' gleich dem Potential der Masse M' in Bezug auf 
die Masse M ist. 


4:7t 

“ 3 “ 


ab c 71^ . 7t ab c 2 


n dn I .rr::. 

J 


dl 


+ 1) + + 


Addirt man diese beiden xVasdrücke und integrirt ihre Summe nach 71 von 
n — 0 bis 72 = 1 , so ergiebt sich das gesuchte Potential des Ellipsoids («, b, c) 
in Bezug auf sich selbst 

4: 4:7t , , r dl 

== . 7t ab C I - . — - - r=:r- , 

5 3 J + 

0 

wodurch der im Texte ausgesprochene Satz bewiesen ist 
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d. h. nach 34) und 39) die Ausdrücke 


(% - «. t) + (>> t - f (>'’ S* -’’>«) 

(“» ?? - ». S-’) ^ 1) + ^ (>'» S*-!'. S“) «) 

(». g - (>-' s* - >'» & ) 

Constanten gleich, sind. 


§ 6. 

Wir wollen nun die vereinfachende Annahme machen, dass die 
Hauptachsen des flüssigen Ellipsoids immer dieselben Richtungen 
behalten. Das ist der Fall, wenn wir 

X = y = p z-y-^c 

an Stelle der Gleichungen 34), also 

«2 == «3 = /5l = Ä = 71 = yj = Ü 


setzen. Die Werthe der Grössen A", Z, . . . sind dann aus der 
Vergleichung der Gleichung 36) mit der Gleicluing 


r = 


%ABC 



dl 


0 


“ ^' 2 + 1~ I "" 4 - 1 

Vloci* A -|- l) Ä‘- + l) (73^ -|- l) 


zu entnehmen, und die Gleichungen 37) geben zur ßestimnning der 
vier unbekanntem Functionen , /i.,, <7, wenn man 


setzt, 


Die 


^(«1-’ A- + X) (ß^ + A) (rß C-^ + A) = A 


- 

II 

— ^TÜyilWj 
0 

r dl 
f "F 

0f,2 

dl'^ 

_ 26 
/r- 

— ABC 

o 

0 

r dl 

1 

cn 

ß2^ 

ß‘/ A'' 4 1 

<>■‘^73 

dB 

__ 2(T 
^;2 

— 2% ABC 

J 

r dl 

1 



o^xßi7i = 1- 

Ausdrücke 38) werden = 0 ; es findet keine Itotation der 
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Flüssigkeitstheilchen statt, für die Bewegung existirt ein Geschwindig- 
keitspotential. Auch die Ausdrücke 40) sind = 0. Ein erstes Integral 
hat man in dem Satze* von der lebendigen Kraft. Auf Quadraturen 
ist das Problem nicht zurückgeführt. 

Die Eichtungen der Achsen des flüssigen Ellipsoids kann man 
als gleichbleibend auch dann betrachten, wenn dasselbe immer ein 
Rotationsellipsoid ist, dessen Rotationsachse mit der z-Achse zu- 
sammenfällt. Auch bei dieser Annahme kann den Gleichungen 37) 
genügt werden. Bei derselben ist die Gleichung der Oberfläche, in 
a, c ausgedrückt, 

^2 “T ^ ^ 

in z ausgedrückt, kann sie geschrieben werden 


X 2 I 22 


1, 


wobei dann X und Z die Halbachsen bedeuten; stellt man die Be- 
dingungen dafür auf, dass diese beiden Gleichungen bei Rücksicht 
auf 34) identische werden, so findet man 

>^1=0, ^2 = ö ^ «3 = 0; = 0 

= + ^2 ? «2 = + 

WO die beiden oberen oder die beiden unteren Vorzeichen zu 
wählen sind. Diese Zweideutigkeit hebt sich, wenn man als 
positiv annimuit und die Gleichung i) = 1 berücksichtigt; es ergiebt 
sich dann 

= ^2 ? «2 ßi • 


Dabei wird die Gleichung = 1 
und man findet 

^ = C^Vo- 

73 ’ ^ 

aj = «j« + y = — ß^a a^b , z = y^c. 


Man erhält hieraus 



«2 + ^2 yg2 c2 

A^-i-yn Vz^C^+l ^ 
73 ^)yY 3^ C2+ ^ 


indem man diese Gleichung mit 36) vergleicht, bekommt man die 
Werthe von //, /f, Z . . Benutzt man dieselben, so reduciren sich 
die Gleichungen 37) auf die folgenden: 
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d^ßi 


di'^ 


h. JL ß == 

2 + Pi dt^ 


2g 


CO 

]aÄ^cJ 


73 d X 

{Ä^+y,iyYy^^iß + x 


a, 


> di* 


rff-* 

/? 

Pi dfi 


2c 

C2 


2%ÄiC 


’J\. 


y»'* ^ 


(A‘^+nl) (7,^C^+X)^^ 


(«l2 + /3i^) ^3=1- 

Die bei 38) und 40) angegebenen Integrale des allgemeineren 
Problems liefern ein Integral dieser Gleicliungen ^ der Satz von der 
lebendigen Kraft liefert ein zweites. Diese beiden reielien aus^ um 
das jetzt betrachtete Problem auf Quadraturen zurikdczuführen. Die 
Discussion derselben lehrt die Schwingangen kennen ^ die die Ober- 
fläche des Eotationsellipsoids im Allgemeinen ansfiihrt. In Bezug 
auf diese Discussion verweisen wir auf die bereits im § 2 genannte 
Abhandlung von Dirichlet; in Bezug auf allgemeinerem Untersuchungen, 
die die Bewegung eines flüssigen Ellipsoids Ijemtrotfem, dessen Theile 
nach dem Newton’schen Gesetze sich anziehen, auf eine Abhandlung 
von Riemann, die sich im neunten Bande der Al>handlungen der 
Königl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingiui Ix.dindet. 



SechsEndüwanzigste Vorlesang. 

(Reibung einer incompressibeln Flüssigkeit. Aufstellung der Differential- 
gleichungen und der Grenzbedingungen. Strömung der Flüssigkeit durch eine 
lange, cylindrische Röhre. Einführung der Annahme, dass die Flüssigkeit an 
festen Körpern, mit denen sie in Berührung ist, haftet, und dass die Geschwin- 
digkeiten unendlich klein sind. Gleichmässige Drehung einer Kugel in der 
Flüssigkeit um einen Durchmesser oder eines Rotationsellipsoids um seine 
Symmetrieachse in dem Falle, dass die Flüssigkeit äusserlich unbegrenzt oder 
durch eine concentrische Kugelfläche, resp. durch ein confocales Ellipsoid be- 
grenzt ist. Berechnung des Drehungsmomentes der Kräfte, welche auf die 
Kugel oder das Ellipsoid wirken müssen. Widerstand einer Kugel, die gleich- 
massig in der Flüssigkeit fortschreitet. Drehende Schwingungen einer Kugel. 
Schwingungen einer Kugel, bei denen der Mittelpunkt auf einer Geraden hin- 
und hergeht.) 


§ 1 . 

Wir wollen unsere hydrodynamischen Untersuchungen beschliessen 
mit der Betrachtung gewisser Bewegungen einer incompressibeln 
Flüssigkeit, bei denen die Reihung von Einfluss ist. Die Differential- 
gleichungen für solche Bewegungen haben wir bereits in der eilften 
Vorlesung aufgestellt. Wir bezeichnen wieder durch Vy tv die 
Componenten der Geschwindigkeit im Punkte (x, y, z) zur Zeit 
setzen 



wo k eine, die Reibung bedingende Constaiite der Flüssigkeit, p 
eine unbekannte Function von Zy t bedeutet, und drücken die 

Componenten der Beschleunigung so aus, wie es im § 2 der fünf- 
zehnten Vorlesung geschehen ist; die Differentialgleichungen, um die 
es sich handelt, sind dann, wenn man anuimmt, dass auf die Theile 
der Flüssigkeit keine Kräfte wirken, und die Dichtigkeit derselben 
durch p, bezeichnet, 
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Substituirt man Mer für F,j . . ihre Wertlie aus 1) und benutzt 
die vierte der Gleichungen 2) zur Vereinfacliuiig der ül)rigen, so 


erhält man 














du 

Ti 

+ M 

du 

dx 

+ 

du 
V T-- 
dg 

+ 

10 

du 

T 

+ 

1 

dp 

da; 

k 

y 

Ju — 

{) 

dv 

T 

+ u 

dv 

+ 

dv 

V r.- 

oy 

+ 

IV 

dv 

dz 

+ 

1 

y' 

dp 

dy 

k 

y 

zJv — 

0 

dw 

T 

+ « 

du) 

dx 

+ 

dvo 
"" d y 

+ 

w 

dw 

dz 

+ 

1 

y 

dp 

dz 

k 

y 

/j'ia — 

0 





du 

dx 

+ 

dv 

dy 

+ 

dw 

Jz 

■= 

= 0. 





An der Oberfläche der Flüssigkeit^ also an den Flächen, in denen 
dieselbe einen andern Körper, der fest oder flüssig sein kann, be- 
rührt, sind gewisse Bedingungen zu erfüllen. Einige von diesen 
sind aus dem § G der zehnten Vorlesung und dein § 4 der eilften 
zu entnehmen. Nennen wir ds ein Element din* Ihu-ührungslläcdie 
und n die nach dem Innern der betrachtelen Flüssigkcut g(iric.htete 
Normale von äs^ so muss die Componente der (oischwindigkeit nach 
der Richtung von n für die Theilclien auf d(m h(4(hm Seiten von ds 
gleichen Werth haben und es müssen J’,,, für diest^ fl’licilcheii 

gleiche Werthe haben. Diese Bedingungen sind alxu- nicht ausreichend, 
um die Lösungen der Di flerential gleich ungen 2) ()d(*r .‘>) zu hestiinmen ; 
es ist eine Hypothese nöthig, um dies(dben zu (‘rgänzivn. Fiiui ge- 
eignete Hypothese, die in gewissen Fällen sieh bewährt liat, ist die, 
dass tiy V, w selbst für die Theilch(m auf Ixuähm Seiten vou ds 
dieselben Werthe besitzen, dass also die FiKuhvInm <ler beiden 
Körper, die einmal mit einander in Ihnührung sind , iinnnn* mit (‘in- 
ander in Berührung bleiben. Wir führen noch (‘im; aJlgemeineni 
Hypothese, die aufgestellt ist, an. Wir h(‘zi(‘Ii(‘n ?/, ■//’ auf die 

Theilchen der betrachteten Flüssigkeit, die an ds li(‘g(m, ?/, , auf 

die Theilchen auf der andern Seite von ds\ (‘s ist dann, wi(‘ erwähnt, 
- Wj) cos (nx) -j- (?.; — ?;,) cos (/i{/) -i~ (w eos (n z) ^ 0. 

u — V — w — iv^ können wir als die (Komponenten dar 
relativen Geschwindigkeit der betreffenden Theilclien bezeiclinen und 
diese Gleichung dahin aussjn-echen , dass diese relativo^ (hiscdiwindig- 
keit senkrecht auf n^ also parallel mit ds ist. Den Druck, der auf 



§ 1. Keibung einer Flüssigkeit. 


371 


äs ausgeübt wird, den Druck nämlich, dessen Componenten nach 
den Coordinatenaclisen Zn sind, denken wir uns in zwei 

Componenten zerlegt, von denen die eine parallel mit n, die andere 
parallel mit äs ist; die letztere hat nach der in Rede stehenden 
Hypothese die entgegengesetzte Richtung, wie jene relative Ge- 
schwindigkeit und ist dieser proportional. Den analytischen Ausdruck 
dieser Hypothese findet man durch die folgende Ueberlegung. Es ist 

Xn cos {nx) Yn cos (ny) -[- Zn cos ( 71 z) 

die Componente des auf ds ausgeübten Druckes nach der Richtung 
von n; multiplicirt man diesen Ausdruck mit cos(n:r), cos (^^^/), 
cos (nz)y so erhält man die Componenten nach den Coordinaten- 
achsen dieser Componente; zieht man diese Producte von Xn, Yn, Zn 
ab, so hat man in den Differenzen die Componenten nach den 
Coordinatenachsen der mit ds parallelen Componente des auf ds 
wirkenden Druckes. Nach der ausgesprochenen Hypothese ist daher 

X — (Xn COS {nx) + Yn cos(ny) + cos(nz))cos(wa:) = A(t/j — n) 

Yn — {Xn cos {nx) + Yn cos(wy) + Zn cos(n 2 :)) cos(ny)=A(t;j — 2 ;) 4) 

Zn — (Xn COS (lix) + YnCOS(ny) 4“ Zn COS(nz)^ COS(nz) — ^(Wi — , 

wo X eine von der Natur der Flüssigkeit und des berührenden Kör- 
pers abhängige Constante bedeutet. 

Nimmt man Z unendlich gross an, so führen die Gleichungen 4) 
zu der specielleren, vorher erwähnten Hypothese, nach der n — 

V = Vij w — ist. Der andere Grenzfall ist der, dass A = 0. Für 
ihn geben die Gleichungen 4) 

Xn : Yn : Zn = cos {nx) : cos {ny) : cos {nz)y 

wie man sieht, wenn man sie durch cos(/ia;), cos (ny), Qiz) 
dividirt, und je zwei von einander abzieht; der Druck, dessen Oom- 
ponenten X^ Yn, Zn sind, ist hiernach ein senkrechter; dieses muss 
stattfinden, wenn der berührende Körper eine Flüssigkeit ist, in der 
man die Reibung vernachlässigen darf. 


§ 2 . 

Wir wollen jetzt particuläre Lösungen der im vorigen § auf- 
gestellten Gleichungen suchen. Wir nehmen zuerst an, dass 

u = Q und 2 ; = 0 , 

d. h., dass die Bewegung überall parallel der 5:-Achse ist. Die erste, 
zweite und vierte der Gleichungen 3) werden dann 




dto 

w 


= 0 , 


24 * 
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d. li. es ist p von x und w von z imabhäiigig- 
Gleichungen 3) wird 



Die dritte der 


woraus der eben gemachten Bemerkung wegen folgt 



wo c von Xy y, z unabhängig , also eine Function der einen Varia- 
bein t ist. Wir specialisiren den betrachteten Fall noch weiter, 
indem wir annehmen, dass die Bewegung eine stationäre ist; es ist 
dann c eine Constante und 


dp 

dz 





5 ) 


Diesen Gleichungen gemäss kann eine .Flüssigkeit sich bewegen in 
einer festen und unbewegten, der ,c:-Achse parallelen, cylindrischen 
Röhre. Bilden wir die Grenzbedingungen, die an der inneren Ober- 
fläche einer solchen Röhi'e zu erfüllen sind. Aus 1) ergiebt sich für 
unsern Fall 


T7 -r/- r/ /. 

Xx — p J z — ^ () y 

Fy = p X; = — yl- 

() X 


und, da 


Xy^Yx^ 0, 

cos {nz) — 0 


ist, so folgt daher aus den Gleichungen 7) der eilften Vorlesung 


Xn=pcos{nx)y Yn=pQ-o^{ny), 
und 

Xn cos (nx) Yn cos (//y) -j- cos (//er) ^ p. 

In den Gleichungen 4), die wir als Grenzb/Mlingungen anwenden 
wollen, hat man == — i) zu setz(ui; die beidcui (;rsten der- 

selben werden daher identisch erfüllt und die drii,i,(‘ <ri(ibt 

o 

^ (l® + ty =■-= 

oder, was dasselbe ist, 

d to X ,, ^ 

Ö n k ^ 

Nun nehmen wir an, dass der Ouorschnitt der ItiÜire ein Kreis 
von dem Radius R ist, dessen Mittel|)unkt in der c-Aclise liegt, und 
dass die Bewegung in gleichem Abstand von dieser Achse die gleiche 
ist. Setzt man 
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9 == j/x- + y- , 

SO wird dann die zweite der Gleicliungen 5) 

d^w , 1 dw c 

d ‘ Q dQ k ^ 

woraus 

«« = i x + -^ lg I? + ^ 


folgt, wo A und B willkürliclie Constanten bedeuten. Die erste von 
diesen muss verschwinden , da w für ^ = 0 nicht unendlich werden 
darf; die zweite ergiebt sich aus 6), d. h. aus der Bedingung, dass 
für Q = R 



ist; es folgt hieraus 


also 


7? ^ D ^ D2 



Die Constante c findet naan aus der ersten der Gleichungen 5), wenn 
die Werthe von p für zwei Werthe von z bekannt sind; ist p = p^^ 
für z = 0 und p = pi iüx z = l , so ist 


Vi-Po 

i 


Nennt man Q das Volumen der in der Richtung der z-Achse durch 
einen Querschnitt in der Zeiteinheit strömenden Flüssigkeit, so ist 



0 


also 

Diese Resultate sind sehr nahe für den Fall gültig, dass eine schwere 
Flüssigkeit durch eine horizontale, sehr lange und dünne Röhre aus 
einem geräumigen Gefässe in die Atmosphäre ausströmt; die Quer- 
schnitte z = 0 und 2 : = l kann man dann in Entfernungen von den 
beiden Enden der Röhre wählen, die gross gegen den Durchmesser 
derselben, aber klein gegen l sind, und p^ dem Drucke gleichsetzen, 
welcher in der Röhre stattfindet, wenn die Flüssigkeit ruht, pi dem 
Drucke der Atmosphäre. 

Messungen über die Ausflussmenge bei einer Anordnung der 
bezeichneten Art sind von Poiseuille ausgeführt; es fand dieser 
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Q== K , 

WO K eine Grösse bedeutet, die ungeändert blieb, wenn l oder 
R geändert wurde. Die Vergleichung dieser Gleichung mit 7) führt 
zunächst zu dem Schlüsse, dass X als unendlich gross anzusehen, also 
anzunehmen war, dass die Flüssigkeitstheilchen, die die Röhrenwand 
berührten, an dieser hafteten; die für K gefundenen Werthe erlauben 
dann weiter die Werthe von k für die den Versuchen unterworfenen 
Flüssigkeiten zu berechnen. 


§ 3. 

Die ferneren Betrachtungen, die wir über die Reibung einer 
Flüssigkeit anstellen wollen, wollen wir durch die Annahme ver- 
einfachen, dass die Flüssigkeitstheile , die einen festen Körper be- 
rühren, an diesem haften, und durch die Annahme, dass die Ge- 
schwindigkeiten unendlich klein sind. Die letztere macht, dass die 
Gleichungen 3) 


<*%+ 1 ? 


d 

dw 

du I dv 
dx ^ dy 


+ 


dy 

dp_ 

dz 


k/liD 


8 ) 


+ K “ '> 


werden. Ist die Bewegung eine stationäre, so gehen sie über in 


dp 

dx 


k/iu j 

du 

dx 


-x-- = A’z/v, 
oy ’ 


“ ^ 




dp 

^ }lz ” 


k zJ lü 


!>) 


Eine Lösung dieser Gleichungen ist 


p = COnst., M= ^ = 10) 

wenn W der Gleichung 

JW const. 

genügt. 

Wir können hiernach in 10) 

^ ~ , r = -f J 

setzen, wenn c eine Gonstante bedeutet, und haben in 

p = const., u = -Z^y, v = ~^x, zo = () 11) 
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eine particuläre Lösung unserer Differentialgleicliungen. Die durch 
dieselbe dargestellte Bewegung ist leicht zu übersehen. Betrachtungen; 
wie wir sie zuerst im § 5 der vierten Vorlesung durchgeführt haben; 
zeigen; dass Punkte; für welche 

u = — , V === iIjx , 2^; = 0 12) 

ist; wo ^ eine Constante bedeutet, ihre relative Lage nicht ändern 
und so sich bewegen, als gehörten sie einem festen Körper an, der 
mit der Winkelgeschwindigkeit ^ um die ^r-Achse sich dreht. Den 
Gleichungen 11) zufolge werden die Bedingungen 12) erfüllt für 
die Punkte einer mit dem beliebigen Radius r um den Anfangspunkt 
der Coordinaten beschriebenen Kugelfläehe, wenn man 



macht. 

Befindet sich in der Flüssigkeit eine feste Kugel, deren Ober- 
fläche die Gleichung r == hat, und die mit der constanten Winkel- 
geschwindigkeit 2 p ^ um die 2 :- Achse sich dreht, so stellen die Glei- 
chungen 11) eine mögliche Bewegung der Flüssigkeit dar, wenn man 
in ihnen 

c :== 2 p^r^^ 

setzt. 

Ist die Flüssigkeit durch zwei concentrische Kugelflächen be- 
grenzt, deren Gleichungen r = r, und r — i\ sind, von denen die 
erste, kleinere, mit der constanten Winkelgeschwindigkeit 2 p ^ um die 
2 - Achse sich dreht, die zweite, grössere, ruht, so geben die Glei- 
chungen 10) eine mögliche Bewegung, wenn man in ihnen 

setzt und’ die' Constanten & und c passend bestimmt. Es wird bei 
dieser Annahme über JF 



und die Grenzbedingungen werden erfüllt, wenn man 

+ 0 = -V + ö 

7 I ’z 

macht; woraus 



folgt. 

Soll die Kugel vom Radius mit gleichbleibender Geschwindig- 
keit sich drehen, so muss auf sie im Sinne der Bewegung ein 
Drehungsmoment M wirken , welches dem Drehungsmoment der 
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Drucke gleick ist; welcke sie auf die ' Flüssigkeit ausiibt. Ist ds 
ein Element der Oberfläche der Kugel und n die mit der Ver- 
längerung des Radius zusammenfallende Normale von ds, so ist 


M = 

/ ds {x Yn — y^n) • 

14) 

t/ 

Man hat aber 


Ys,) 



i- (xX, + yX, + zX,) 


und nach 1) und 13) 

Xx= p — 6 

XI.. Y,^Zy= 'ikc^ 


p-\-Qkc 

XX z, = X.^-ikc-^ 

15) 

11 

Xy^Y,^ Zkc^^ , 



in welchen Gleichungen überall r 
giebt sich 

n = + J, 

also 

3 


Tj zu setzen ist. Hieraus er- 
3/ce 


oder, da 


^-^Jdsix^ + 
ds = J'y^ds = J 


y 


z^ds 
iff =: 8 %kc , 


P 


4 :% 




Da r in diesem Ausdrucke nicht vorkommt , so erleidet derselbe da- 
durch keine Veränderung, dass r = gesetzt wird. 

Die Gleichungen 10) lassen sich auch dem Brille anpassen, dass 
die Flüssigkeit durch zwei confocale Rotationsellipsoide begrenzt ist, 
deren Rotationsachse die ^-Aclise bildet, und von denen das äussere 
ruht, das innere mit der constanten Winkelgeschwindigkeit um 
die 2 :-Achse sich dreht. Wir schreiben die Gleichung des inneren 
Ellipsoids 


^2 + 2 /^ , 



16) 


und bezeichnen durch Sl das Potential der Masse l , die mit gleicher 
Dichtigkeit den durch dasselbe begrenzten Raum erfüllt, in Bezug 
auf den äusseren Punkt {x, y, z). In dem Falle, dass die Flüssig- 
keit äusserlieh als unbegrenzt anzusehen ist, welchen Fall wir zuerst 
betrachten, lässt sich den Grenzbedingungen genügen, w^enii man 
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setzt und die Constante c passend bestimmt. Der Gleichung 3) der 
achtzehnten Vorlesung zufolge ist nämlich 



3 ? + 

(«1^ + D ' 


5 


WO <5 die positive Wurzel der Gleichung 

^i±jL j r!___ === 

bedeutet; die Gleichungea 10) geben daher 


wenn 


U ~ ^ V = ifjX y 2V = 0 y 

dl 


■■ 






gemacht wird. Hiernach bewegen sich die Punkte der Flüssigkeit, 
die auf dem durch einen Werth von 6 bestimmten, mit dem Ellip- 
soide 16) confocalen Ellipsoide liegen, so, als ob sie einem festen 
Körper angehörten, der mit der Winkelgeschwindigkeit ip um die 
. 2 :-Achse sich dreht; der Werth von c ist daher aus der Gleichung 





^ 

(a^+lff/77+l 


17) 


ZU bestimmen. 

Für das Drehungsmoment Mj welches auf das Ellipsoid wirken 
muss, um dieses in gleichmässiger Drehung zu erhalten, gilt auch 
hier die Gleichung 14). Die Berechnung desselben wird durch die 
folgende Bemerkung erleichtert, die sich an die Definition anknüpft, 
die von den Druckkräften in den Gleichungen 1) und 2) der eilften 
Vorlesung gegeben worden ist. Wenden wir die letzte dieser Glei- 
chungen auf einen beliebigen Theil der Flüssigkeit an, beachten, 
dass die Bewegung eine stationäre ist, die Geschwindigkeiten unend- 
lich klein sind und Kräfte auf die Theile der Flüssigkeit nicht 


wirken, so erhalten wir 


J' :is(xFn — = 0, 


wo ds ein Element der Oberfläche des gewählten Theiles, n die 
nach dem Innern dieses gerichtete Normale von ds bedeutet. Nun 
sei dieser Theil begrenzt durch das Ellipsoid und eine unendlich 
grosse, concentrische Kugelfläche; die eben gemachte Bemerkung 
lehrt dann, dass M gleich dem Integrale 
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ist, wenn dieses über die unendliche Kugelfläclie ausgedehnt und 
unter n die Normale verstanden wird, die mit der Verlängerung des 
Radius zusammenfällt. Tn der Unendlichkeit gelten aber auch hier 
die Gleichungen 15); auch hier ist also 

18) 

wo c aber durch 17) zu bestimmen ist. 

Ist die Flüssigkeit äusserlich durch das ruhende Bllipsoid 


begrenzt, welches mit dem Ellipsoid 16) confocal ist, so dass 
^ 2 ""- V = 02^ — CjS 

so hat man 

W = cSl ^ 

zu setzen und die Constanten b und c so zu bestimmen , dass 




icj- 


dl 


(«,* + -p i 


+ ^ 


=i.r- 

^ J w 


dl 


+ iyyc^^ + i 


+ b 


ist, woraus folgt 


^1 


ü 

«o^ — «i- 


dl 




19) 


Berechnet man das Drehungsmoment M ^ welches auf das innere 
Ellipsoid wirken muss, um die Bewegung gleichmässig zu erhalten, 
mit Hülfe der Gleichung 14), so tritt die Oonstante h nicht auf 
und man findet dasselbe durch die Oonstante c gerade so ausgedräckt, 
wie wenn die Flüssigkeit äusserlich unbegrenzt ist; auch hier gilt 
also die Gleichung 18), wenn der Werth von c aus 19) genommen 
wird. 


§ 4. 

Aus den Gleichungen 9) folgt 

hat man dieser Bedingung gemäss p angenommen und eine Function 
V bestimmt, die der Gleichung 

genügt, so erfüllt man die Gleichungen 9), wenn man 
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u = 


dx 


+ u', 




dv 

dy 




10 = 


dv 

dz 


10 ' 


setzt und iij v\ w' so wählt, dass 


und 

ist. 


/iu = 0 , Jv' = 0 

du'* j dv* I dio* 


Wir können hiernach 


/iw' = 0 



1 . 

k 


P 


^2€ 



u = 0 y v' — Q ^ 


w' = 


If. 

r 


und, da 
ist, 


und 


/I 


r_ 

2 r 


a — 


V =az 


+»■& 


O 2 , ^2 

^ 

r*^ 




— C 




« + * — ^) — (-^ + t) 


20 ) 


machen, wo c willkürliche Constanten bedeuten. Es lassen 

diese sich so bestimmen, dass für einen Werth von r, der R genannt 
werden möge, 

w = 0, ^;==0, ^^; = 0 

ist; hierzu dienen die Gleichungen 

aus denen folgt 

b 


b I c 

R^a SRa 

- “4— ? ^ — - " 4 


Es stellen dann die Gleichungen 20) die Bewegung einer Flüssig- 
keit dar, die in der Unendlichkeit überall mit der Geschwindigkeit 
a in der Richtung der ^r-Achse strömt, und in der eine um den 
Anfangspunkt der Coordinaten mit dem Radius R beschriebene 
Kugel ruht. 

Es sei Z die Kraft, die in der Richtung der r- Achse auf die 
Kugel ausgeübt werden muss, um sie an ihrer Stelle zu halten; es 
ist dann 
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^ ^ (xZ, + yZ,j + zZ.), 21 ) 

wo ds ein Element der mit dem. Radius r um den Anfangspunkt 
der Coordinaten beschriebenen Kugel bedeutet, und r = zu setzen 
ist. Statt dieses Werthes von r kann aber auch ein beliebiger 
grösserer gewählt werden; denn aus der dritten der Gleichungen 1) 
der eilften Vorlesung geht hervor, dass 



ist, wenn ds ein Element der Oberfläche eines beliebigen Theiles 
der Flüssigkeit bedeutet. Es gewährt einen Vortheil in der Glei- 
chung 21) r unendlich gross anzunehmen; man kann dann nämlich 
bei der IBerechnung von Z,jy aus den Gleichungen 1) mit 
Hülfe von 20) hier die mit dem Factor b behafteten Glieder ver- 
nachlässigen. Für ein unendlich grosses r findet man 

Z, = -6kc-^, Z,^-6kc^, Z, = -ßkc^^, 
und daher ist 

Z ~ — 6 kc ds 

= — 87tkc oder = — 67tk Ra. 22) 

Nach einer von uns schon mehrfach benutzten Bemerkung 
gelten die hier entwickelten Gleichungen auch in dem Falle, dass 
das Coordinatensystem, auf welches sie sich beziehen, statt zu ruhen, 
in irgend einer Richtung mit gleichbleibender Geschwindigkeit fort- 
schreitet. Lassen wir dasselbe in der Richtung der , 2 :-Achse mit der 
Geschwindigkeit — a fortschreiten , so ist die Flüssigkeit in der 
Unendlichkeit in Ruhe und in ihr bewegt sich die Kugel vom Radius 
R in der Richtung der z-Achse mit der Geschwindigkeit — a. .Die 
Gleichung 22) lehrt den Widerstand kennen, den diese Kugel dabei 
erleidet. 

§ 5 . 

Wir wollen nun noch von den Gleichungen 8), die für nicht 
stationäre Bewegungen gelten, zwei Anwendungen machen, die sich 
auf Schwingungen beziehen, die eine Kugel in einer äusserlich un- 
begrenzten Flüssigkeit unter dem Einfluss gewisser Kräfte ausführen 
kann. 

Den genannten Gleichungen wird genügt, wenn mau 

p == const. 

setzt und w, w so wählt, dass 
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A 1“^ 

k dl ’ 


dv 
k dt 


dit 






[i dw 

k di 


^zo 


ist; diese Gleichungen erfüllt man, wenn man 

d w 


U — 


dy ^ 

macht, und W der Gleichung 


z a '■ 


IX dW 
k dt 


= Ziw 


23) 


gemäss bestimmt. Nun nehmen wir an, dass eine Function der 
beiden Variabein t und r ist, wo r wieder die Grösse ]/ x- + + z* 

bedeutet; wir haben dann 


u 


1 dW 
r y > 


V — 


1 

r dz' 




w 


0 . 


Diese Gleichungen stellen eine Bewegung dar, bei der die Punkte, 
die in dem Abstande r vom Anfangspunkt der Coordinaten liegen, 
so sich bewegen, als gehörten sie einem festen Körper an, der um 
die z- Achse mit der Winkelgeschwindigkeit zp sich dreht, wenn 




1 dj^ 

7- dr 


24) 


gesetzt wird. Wir dürfen daher annehmen, dass in der Flüssigkeit 
eine Kugel sich befindet, für deren Oberfläche r — R ist, und die 
um die z- Achse mit einer Winkelgeschwindigkeit sich dreht, die 
dem Werthe gleich ist, den der für ip gegebene Ausdruck für 
r = R erhält. 

Ist M das Drehungsmoment der Drucke, welche die gedachte 
Kugel auf die Flüssigkeit ausübt, so gilt auch hier die Gleichung 14), 
und eine Eechnung, die derjenigen ganz ähnlich ist, welche wir an 
diese Gleichung geknöpft haben, giebt 

ä für ,--R. 

3 ör \r dr ) 

Nun sei d' der Winkel, um den die Kugel zur Zeit i aus einer ge- 
wissen Lage gedreht ist, so dass 

~ ^ für r = J?; 25) 


ferner sei M' das Drehungsmoment der Kräfte, welche ausser den 
von der Flüssigkeit ausgeübten Drucken auf die Kugel wirken, und 
K das Trägheitsmoment dieser; dann ist 


M — M, 
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Diese GleieliurLgen bilden, wenn M' gegeben ist, eine Grenzbedingung 
für die, bis jetzt nur durch die partielle Differentialgleichung 23) 
definirte Function W. Gesetzt, es sei 


wo a eine beliebig gegebene Constante sein soll; dann wird diese 
Bedingung, wenn man sie nach i differentiirt , 


^ dW _ 877; , ,4 I 


±(L__ 

dr \r dr diJ 

Die Gleichung 23), die sich 


dvdt^ 


fl d(rW) 


(r W) 
~dr^ 


k di 

schreiben lässt, hat die particuläre Lösung 






0 für r — R. 


2Ü) 


27) 


wo C und ß willkürliche Constanten bedeuten ; die zweite von diesen 
lässt sieh so bestimmen, dass der Gleichung 26) genügt wird; es ist 
hierzu nöthig, dass ß eine Wurzel der Gleichung 

(yi _ Rß"^ (^«5 + Kß^ + äV y /3^ (3 ^ - 3 /?/S + = 0 


ist. 


Wenn k = 0 ist,’ so sind die Wurzeln derselben 


0, 



1 i V — 1 

n 


wir nehmen an, dass k so klein ist, dass, wie in diesem Falle, von 
den fünf Wurzeln zwei complex mit negativem reellen Tlieile sind, 
und setzen in 27) für ß eine von diesen beiden Wurzeln; dann wird 
die Geschwindigkeit in der Unendlichkeit Null. Es ist dabei fl' 
complex; aber auch der reelle Theil des in 27) für JF aufgestellteii 
Ausdruckes genügt, für JV gesetzt, den Gleichungen 23) und 2()). 
Diesen reellen Theil wählen wir für W. Setzen wir dann 


ß z== — a bj/ — 1 j 

berechnen ff mit Hülfe von 24) und 25) aus /F, bezeichnen durch 
C eine neue, reelle willkürliche Constante und verlegen den An- 
fangspunkt der Zeit, so finden wir 

d' = C ^ sin 2 ah t. 

Diese Gleichung bestimmt die Schwingungen, die die Kugel aus- 
führt. Nennt man T die Dauer einer einfachen Schwingung und d 
das logarith77iische Becremeiit der Schwingungen, d. h. den natürlichen 
Logarithmus des Verhältnisses zweier aufeinander folgenden Schwin- 
gungsbögen, so ist hiernach 
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Tt 

Yäb 


8 (hl ^ «2) T = 

^ ^ 2ab 


7t. 


Es ist leiclit a und h zu finden, wenn man k als unendlich klein 
annimmt und von den Gliedern, auf die der Werth von k von Ein- 
fluss ist, nur diejenigen der niedrigsten Ordnung berücksichtigt. 
Man bezeichne zu diesem Zwecke den Werth, den ß für /r = 0 er- 
hält, durch /3o, setze 

^ = ^0 -f- ^ ; 

schreibe die Gleichung 28) 


und mache 


^(Ä = 0 


rip) _ i|(« 


7 


man hat dann « aus der Gleichung 

if'(|3o) + er(|3„) = 0 
zu berechnen. So ergiebt sich 


^ F'(ß,) = -ARKß,^, 


also 


27C 


‘f Vk]i 


~ 1 


Bezeichnet man noch die Schwingungsdauer der Kugel für den Pall, 
dass die Flüssigkeit keine Einwirkung auf sie ausübt, durch d. hi 
setzt man 

so hat man hiernach 



und 

T = (i + £ ) , d = £ yw^f; . 

Die particuläre Lösung der Gleichungen 23) und 26), die wir 
jetzt discutirt haben, setzt einen gewissen Anfangszustand der Flüssig- 
keit voraus; wir wollen noch andere particuläre Lösungen derselben 
Gleichungen, die sich auf andere Anfangszus fände beziehen, aufsuchen. 
Eine Lösung der Gleichung 23) ist 


W 




yi' , y? 


+ Ce 




wo C, C' und ß willkürliche, .eomplexe Constauten bedeuten. Es 
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genügt dieselbe der Bedingung 26), wenn zwischen diesen Constanten 
die Gleichung 

0 = - Ä/ 3 ) ( «2+ nrßi) + 

besteht. Diese Gleichung bestimmt das Verhältniss C : C\ wenn (5 
beliebig angenommen ist. Der Ausdruck, den man auf diese Weise 
für W erhält, ist complex; sein reeller Theil genügt auch den Glei- 
chungen 23) und 26). Wählt man diesen reellen Theil für ^0 
wird im Allgemeinen die Geschwindigkeit in der Unendlichkeit un- 
endlich; eine Ausnahme hiervon kann nur stattfinden und die Ge- 
schwindigkeit in der Unendlichkeit verschwinden, wenn entweder 
eine von den beiden Constanten C und C' gleich Null oder die Con- 
stante ß rein imaginär ist. Der erste Fall ist derjenige, den wir 
vorher betrachtet haben, und auf den die Gleichung 27) sich be- 
zieht; der zweite führt auf die neuen Lösungen, die wir bezeichnen 
wollten. 


§ 6 . 


Die folgenden Betrachtungen werden uns auf die Schwingungen 
einer in einer reibenden Flüssigkeit befindlichen Kugel führen, deren 
Mittelpunkt in einer geraden Linie sich hin und her bewegt. 

Eine particuläre Lösung der Gleichungen 8) ist 

d^P d^P 

dydz ^ ^ ~ 

d^P 


o^P 
dx dz 


p = 




wenn 

eine zweite ist 
u = 

wenn 


dzdi 


d^W 
dxdz ^ 


V == - 


Jfdz 


k^W 


(PW 

dx^ 


w 

dip 


0,. 


dW 

dV 


die genannten Gleichungen werden daher auch erfüllt durch 


u = 


g^(P+ W) 
dxdz ’ 


V — 


dP (p -f w) 

dydz ^ 
p = — ft 


w = 
d^P 


wenn 


dzdt 


= kAW ^ 


d^ [f -f w) 

dx^ 


dW 


^2 (/> -I - W) 
dy^ 


dt 


29) 
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Nun nehmen wir an, dass P und W nur Functionen der beiden 
Variabein r und t sind; wir erhalten dann 


^ A 3(P+ W)\ 

r d'f' df' ' 

yz / 1 _ d{P+ W)\ 

r dr \r / 

_ + A (1 AAL _ A AALA 

r dr \r dr / 7 * dr 

i- AA. 

^ r drdt’^ 


30) 


wir nehmen ferner an, dass für r — R 


1 n »('+"•) .) ^0 

Or \r or / 


ist ; dann ist für 7' — R 

2/ = 0, = 0, 


2 d[P+W) 

r dr ’ 


31) 

32) 


und die entwickelten Gleichungen stellen eine mögliche Bewegung 
in dem Falle dar, dass in der Flüssigkeit eine Kugel sieh befindet, 
für deren Oberfläche r = R ist, und die in der Richtung der 
z- Achse mit einer Geschwindigkeit sich bewegt, die gleich dem 
Werthe von 


ist. 


1 

r dr 


für 7' R 


Es sei Z die Summe der z-Componenteii der Drucke, welche 
die Kugel auf die Flüssigkeit ausübt; es gilt dann die Gleichung 
21); d. h. 

Z=j^{xZ^J^yZy+zZ;). 


Erwägt man, dass nach 1) 

X Zx "A 2/ ^ 






dass ferner 


1 { dii X dv , div\ 

+ aT + ^-0T) 


J-x"^ ds = J f ds ==Jz- ds = ~~ 


,-4 


ist und benutzt die Gleichung 31), so findet man aus 30) 




Nun sei g die Verrückung der Kugel zur Zeit t aus einer gewissen 
Lage, so dass 
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für r = Rj 


33 ) 


m die Masse der Kugel und Z' die Kraft, die in der Richtung der 
2:- Achse auf die Kugel wirkt, abgesehen von den Drucken, die die 
Flüssigkeit auf sie ausübt; es ist dann 


Gesetzt, es sei 



Z. 




wo a eine beliebig gegebene Constante bedeutet; dann erhält man, 
der Gleichung 26) entsprechend. 


d(P+ W) 
r dr 


4:7t 9 




3 ' dt 

d^P+W) 
r drdi^ 




dr 

0 für r = J?. 


JULX 

drdt i 

34) 


Den beiden für P und W in 29) aufgestellten Gleichungen genügt 
man durch 


i> = 




T 



35) 


wo R, C' und ß willkürliche Constanten sind. Die Bedingungen 
31) und 34) geben für diese Constanten zwei Gleichungen, die in 
Bezug auf B und C linear und homogen sind, und aus denen das 
Verhältniss B : C und ß zu berechnen sind. Mit Hülfe der Difibren- 
tialgleichungen 29) findet man leicht für r — R aus 31) 

OT 3 /C ' 

{1 ^ E 02 ± 

\r dl' ' Ic ^ r dv' 

und dann aus 34) 

0 = («*+ mß^) W - r'^ß"- (9/' 1^'- - fiß^r w) 

odei% da für jeden Werth von r 

ist, 

0 + mß^ ^ ~ Bß^- (iiB'^ß^- - 9 ]/k(i llß + 2k). 3G) 

Setzt man 

^ äV == m’, 


bezeichnet also durch m' die Masse der von der Kugel verdrängten 
Flüssigkeit, so geht diese Gleichung für ^ = 0 über in 
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0 = + (m + 4 -) 

Daraus folgt, dass, wenn k klein genug ist (was wir annelinieu), 
ihre 4 Wurzeln in der Nähe der Werthe 

_i _ , / «* ^ i±y^ 

\-+^ rr 

liegen. Wir wählen für ß eine der beiden Wurzeln, deren reeller 
Theil negativ ist; dann wird die Geschwindigkeit in der Unendlich- 
keit gleich Null. Dabei sind die in 35) für P und W aufgestellten 
Ausdrücke complex; aber auch die reellen Theile dieser Ausdrücke 
genügen den Gleichungen 29), 31) und 34), und diese reellen Theile 
denken wir uns nun für P und TF gesetzt. Machen wir wieder 

ß a b y — 1 , 

berechnen § mit Hülfe von 32) und 33) aus P und fV , bezeichnen 
durch C eine neue, reelle, willkürliche Constante und verlegen den 
Anfangspunkt der Zeit, so ergiebt sich dann 
g = sin 2 aht, 

woraus für die Schwingungsdauer T und das logarithmische Deere- 
ment der Schwingungen d wieder die Gleichungen 

folgen. Nimmt man k als unendlich klein an, so findet man hier- 
aus und aus der Gleichung 36) durch eine ßechnung, wie sie für 
einen ähnlichen Fall im vorigen § durchgeführt ist, 

wo 



Es hat keine Schwierigkeit, andere particuläre Lösungen der 
Gleichungen 29), 31) und 34), welche einem andern Anfangszustande 
der Flüssigkeit entsprechen, als die erörterte, anzugeben; es hat 
diese ein hervorragendes Interesse, weil sie sehr nahe den Einfluss 
zu beurtlieilen erlaubt, den die Luft auf die Schwingungen eines 
Pendels ausübt, das aus einer Kugel und einem dünnen Faden besteht. 
Wir verweisen in Bezug hierauf auf eine Abhandlung von Stokes 
(Transactions of the Cambridge philosophical society, Vol. IX, part 2, 
p. 8) und eine von Emil Meyer (BorchardFs Journal, Bd. 73). 


Siebenundzwanzigste Vorlesung. 

(Gleichgewicht und Bewegung elastischer fester Körper. Aufstellung der 
Differentialgleichungen für Körper, die in verschiedenen Richtungen verschie- 
dene Elasticität besitzen. Die Zahl der Constanten der Elasticität ist im All- 
gemeinen 21 , sie verringert sich, wenn Ebenen der Symmetrie vorhanden sind, 
und reducirt sich bei einem isotropen Körper auf 2. Das Gleichgewiclitsproblem 
hat nur eine Lösung. Wenn keine Kräfte auf die Theile des Körpers wirken, 
so kann derselbe im Gleichgewicht sein, wenn die Druckcomponenten Con- 
stanten gleich sind. Zusammendrückbarkeit, Elasticitätscoefficient. Gleich- 
gewicht eines isotropen, cylindrischen Körpers, auf dessen Grundflächen Drucke 
von gewisser Art wirken. Durchführung der Rechnung für den Fall, dass der 
Querschnitt ein Kreis ist. Gleichgewicht einer Hohlkugel, auf deren Ober- 
flächen constante und senkrechte Drucke wirken.) 


§ 

Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung des Gleichgewichtes und 
der Bewegung elastischer fester Körper. Die allgemeinen Differential- 
gleichungen hierfür haben wir bereits im § 7 der eilften Vorlesung 
unter gewissen Voraussetzungen aufgestellt; diese Voraussetzungen 
werden wir beibehalten und aus jenen Gleichungen Folgerungen 
ziehen; die dort gebrauchten Bezeichnungen werden wir auch hier 
anwenden; nur die Verrückungen; die dort g genannt sind, 

sollen hier v, w heissen. Wir denken uns also einen Körper, 

dessen Punkte in eine solche relative Lage gebracht werden könneii; 

dass die sämmtlichen Druckcomponenten in ihm gleich Null sind; den 
Zustand; in dem der Körper dann sich befindet, wollen wir seinen 
natürlichen nennen, x, y ^ z sind die Coordinaten eines Punktes des 
Körpers, wenn dieser in seinem natürlichen Zustande in irgend einer 
Lage ist; x u, y z w die Coordinaten desselben Punktes 

zur Zeit v, iv sind unendlich klein. Wir setzen 


du 



dv 

+ 

'dw 

dcc ’ 

yz 

— Zy — 

a7 

dy 

dv 



dw 


du 


Zx-- 

= = 

dx 

-f 

aT 

du! 



du 

-f- 

dv 


Xy 

= = 


dx 


• 1 ) 


und bezeichnen durch f eine gewisse homogene Function zweiten 
Grades der ß^Ä-rguinente x^^^ 2/2/? • • ™t constanten Coefficienteu ; es 
ist dann 
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df 

- a«., ’ 


Zy - 

_ 3/ 

y>j- 

11 

2.= 

X, = 

II 

z , ■■ 

II 


n = 

11 


= yX — 



ax 



Sy 

dz 


U V 


dr^ 


di^ 


8a; , 

dy 

dz 

d^w 

= yZ — 


8Z^ 

dZ^ 

di^ 

dcc 

dy 

dz 


wo ^ die Dichtigkeit, X ^ Yy Z die Componenten der beschleimigen- 
den Kraft, die im Punkte {Xy y y z) wirkt, bedeuten. Die Function 
f hat dabei die Eigenschaft^ dass J f äXy wo dx ein Element des 
Volumens des Körpers bedeutet, das Potential der Kräfte ist, die 
durch die relativen Verschiebungen der Theile des Körpers erzeugt 
sind, d, h. der Kräfte, welche wir an dem angeführten Orte innere 
genannt haben. Aus dieser Bemerkung folgt, dass der Werth von 
f für irgend einen Zustand eines unendlich kleinen, den Punkt 
{x^ y, z) enthaltenden Theiles des Körpers unabhängig von dem 
Coordinatensysteme ist, das man benutzt; die in f vorkommendeu 
Coefficienten, die die Consianten der Elasücität des Körpers heissen, 
sind aber durch die Richtungen der Coordinatenachsen bedingt. Die 
Zahl dieser Constanten ist im Allgemeinen 21 ; bietet die Substanz 
des Körpers aber Symmetrieen dar und wählt man die Richtungen 
der Coordinatenachsen passend, so wird sie erheblich verringert. 

Wir setzen 


f 1 ^ 12^x1/ y “j“ ^ “i“ ^ ^14 ^xljz H” ^ ^^15 ^x^x ~{~ ^ ^j[ ß ^x^y 

+ -j- . 


und sagen: in Bezug auf die Elasticität des Körpers ist die .uy-Ebeiie 
eine Symmetrie- Ebene y falls dieser Ausdruck für f gültig bleibt, wenn 
man die Richtung der 2:- Achse in die entgegengesetzte verkehrt. 
Wenn die Richtung der z> Achse in die entgegengesetzte verwandelt 
wird, während der Anfangspunkt der Coordinaten derselbe bleibt, so 
nehmen z und %ü die entgegengesetzten Werthe an und a;, v 

werden nicht geändert; den Gleichungen 1) zufolge behalten daher 
dabei x^y y^y z^, Xy ihre ursprünglichen Werthe, nnd z^; aber 
bekommen die entgegengesetzten. Soll hierbei der in 4) für f an- 
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gegebene Ausdruck ungeändert bleiben, welches auch die Werthe 
seiner Argumente sind, so müssen 

^14? ^24; ^34^ ^46 

^25; ^35; ^56 

verschwinden. Ist die Ebene eine Symmetrie-Ebene, so ist daher 

/ = -j- ^ Ct^2^xyy *4” 

+ '^^2‘^yy^z + 20^26^2/^2/ 

4“ ^33^^ 5) 

^ 4" ^66 

4- ^44 4- 2 ÖJ45 y, Zx 4“ • 

Sind die cc^-Ebene und die ^ z-Ebene Symmetrie-Ebenen , so ist 
hiernach 

/= 4- ^nVy^ + ^33^-^ 4“ ^''44^^^ 4- 4“ 

4 - ^^h^yy^z 4- 2 a^^z,Xx 4- 2a^^Xxyy ; 

woraus hervorgeht, dass dann auch die zo^-Ebene eine Symmetrie- 
Ebene ist. 

Sind die 3 Coordinatenebenen Symmetrie-Ebenen, gilt also die 
tUeichung 6), und behält diese Gleichung Gültigkeit, wenn man die 
a:- Achse und die Achse mit einander vertauscht, so sollen die 
2/2:-Ebene und die a:z-Ebene gleichwerlhüje Symmetrie-Ebenen heissen. 
Bei der Vertauschung der a;- Achse und y- Achse gehen und y,j^ 
sowie Zx und y^ in einander über, während z^ und x,j ungeändert 
bleiben; soll sich dabei der in 6) für f gegebene Ausdruck nicht 
ändern , so muss 

^h\ ^ ^^^22 3 ^44 ~ ^553 ^^13 “ ^^‘23 

sein. 

Es folgt hieraus, dass, wenn die 3 Coordinatenebenen gleich- 
werthige Symmetrie-Ebenen sind, 

f = a^xixx^ 4- 4- ^.4 4- 2 CL,^ (fjy z, + -f Xxyy) 

4- 4- 4- 

ist. Ein Beispiel für diesen Pall bietet das Steinsalz dar=^-). 

Man nennt den Körper isotrop, wenn derselbe Ausdruck von 
f für jedes Coordinatensystem gilt. Um diesen Ausdruck für einen 
solchen Körper zu finden, können wir von dem in 7) angegebenen 
ausgehen, der den gesuchten als specielleii Fall in sich enthalten muss. 
Wir schreiben die Gleichung 7), indem wir au Stelle der Constanten 
«jj, ^23, <^44 andere, A", 0, L einführen, 

) Untersuchung der Elasticitätsverhältnisse des Steinsalzes, Inaugural- 
dissertation von Woldemar Voigt ( 1874 j. 
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/ — — K 4” yy^ + ^ i ^ k i H“ Ö (xx + yy + 

■\-L(x^'^-{-y,/+z,^), 

und bemerken, dass 

H“ Vy “f" 

und 


8 ) 


Xx 


+ Vy^ + “1“ + \Xy 


ungeändert bleiben, wenn das Coordinatensystem geändert wird. Um 
diese Beliaui^tung zu beweisen, führen wir die Hauptdilatationen ein 
und nennen 

die Grössen dieser, 

ß\^ y\i ^2-> ß2P y 2 y ^3^ ßsf ys 

die Cosinus der Winkel, welche ihre Richtungen mit den Coordinaten- 
achsen bilden; nach den Gleichungen 21) der zehnten Vorlesung und 
den Gleichungen 27 a) der eilften ist dann 


Xx ~ 

= «i 



^2^ '^2 

+ 


'Vy = 

-ß^ 

n, 

+ 

ßln. 

+ 

ß^h 

Zz = 

= ri 



y2^^2 

+ 


i Vz = 

= ßi 

Yi h 

+ 

^2 ^2 ^2 

+ 

ß$Y^ 


= Yi 


+ 

^2 ^2 ^2 

+ 

73«» 

4^Xy = 

= cc, 

ßih 

+ 

0^2 ^2 ^2 


«3 ßü 


woraus bei Rücksicht auf die Relationen, die zwischen den Grössen 
ß, y bestehen, die Richtigkeit der Behauptung hervorgeht. Zu- 
gleich sehen wir, dass der mit L multiplicirte Ausdruck in der 
Gleichung 8) von der Richtung der Coordinatenachsen abhängig ist. 
Soll diese Gleichung für jedes Coordinatensystem bestehen, so muss 
also 

Z = 0 


sein ; so sind wir für einen isotropen Körper zu demselben Ausdrucke 
von /' gelangt, der schon in der Gleichung 30) der eilften Vorlesung 
aufgestellt ist. 


§ 2. 


Für den Fall des Gleichgewichts gehen die Gleichungen 3) in 
die einfacheren 


F== 
yb Z = 


doc dy dz 

dr, dr^ ar, 

dx dy ' dz 

dx ‘ dy dz 


9 ) 
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über. Hierzu kommt; wenn die Druckkräfte gegeben sind, die auf 
die Elemente der Oberfläche des Körpers wirken, die Bedingung, 
dass für diese Elemente Xn^ Yn^ ‘Zn ^ wo n wieder die nach dem 
Innern des Körpers gerichtete Normale bedeutet, gegebene Werthe 
erhalten. Diese Werthe und die Werthe von JT, K, Z müssen dabei 
6 gewisse Relationen erfüllen; es müssen nämlich die Summen ihrer 
Coinponenten und ihre Drehuugsmomente in Bezug auf die Coordi- 
natenachsen verschwinden, wie aus den Gleichungen 1) und 2) der 
eilften Vorlesung hervorgeht. 

Durch die angegebenen Bedingungen sind die Grössen w 

noch nicht völlig bestimmt; es kommen diese sowohl in den Glei- 
chungen 9), als in den Grenzbedingungen nur in den Verbindungen 
Xy vor; gesetzt, es seien die letzteren bestimmt, 
so sind w, Vy w aus den Differentialgleichungen 1) zu ermitteln; hat 
man Ausdrücke für gefunden, die diesen genügen, so kann 

man zu ihnen w', v\ w' resp. hinzufügen, wenn 


du ^ __ du* I dw' 

dx \ dz dy 

dv' ^ dtv' I du' 

dy ^ dz 


0 = 





10 ) 


ist. Es ist leicht, die allgemeinsten Lösungen dieser Gleichungen 
zu finden ; differentiirt man nämlich jede von ihnen nocli einmal 
nach y und ; 2 r, so ergiebt sich, dass die sämmtlichen zweiten 
Differential quotienten von w", v\ w' nach Xj z verschwinden; es 
sind also u, v\ w' lineare Functionen von x, y , z mit coustanten 
Coefficienten; substituirt man diese Functionen in 10), so findet man 
zwischen den Coefficienten solche Relationen, dass 

u = hz — cy 

V = -f- cx — az 

w' = Cq ay — bx 

wird, ^0 b^, c^, a , b ^ c willkürliche Constanten sind. Die 

Veränderung des Körpers, welche der Hinzufügung dieser Ausdrücke 
zu u, V, w entspricht, besteht nach den in der fünften Vorlesung 
gemachten Auseinandersetzungen in einer Verschiebung und einer 
Drehung um den Anfangspunkt, deren Componenten 
ä y b j c sind. Statt dessen kann man auch sagen; Eine Veränderung 
der Grössen b^^ b^ c entspricht einer Veränderung der 

Lage des Körpers in seinem natürlichen Zustande, von der aus die 
Verrückungen y, w gerechnet werden. Sollen vollständig 

bestimmt sein, wenn x^^ y?/; • • os sind, so müssen noch Bedingungen 
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festgesetzt werden, welche zur Bestimmung der 6 Constanten 

a, b, c genügen; solche Bedingungen sind z. B. die, dass für cT = 0, 

2/ = 0, z = 0 


M = 0, v = 0, = 0 

du A Sv 

w 


0 , 




11 ) 


ist. Die 3 ersten von diesen Gleichungen sprechen aus, dass der 
Anfangspunkt der Coordinaten keine Verrückung erlitten hat; die 
Bedeutung der 3 letzten erkennt man leicht mit Hülfe der Glei- 
chungen 7) der zehnten Vorlesung. Bei der dort gebrauchten Be- 
zeichnung sind die 3 letzten der Gleichungen 11), wie die Glei- 
chungen 27 a) der eilften Vorlesung zeigen, 

= 0 , 0^23 = 0 , 0^21 “ ö 5 

die Gleichungen 7) der zehnten Vorlesung werden hierdurch 
r'a' == r(a^^a a^^ß) 

r'ß'= ^^nß 

»■'r' = + «32/5 + «33^)- 

Daraus folgt erstens: wenn « = 0 und ß = 0 ist, so ist auch 
a' = 0 und /3' = ü, d. h. ein der 2 :- Achse paralleles, durch den 
Anfangspunkt gehendes Linienelement erleidet keine Drehung; 
zweitens folgt: wenn ß = 0 ist, so ist auch /3' = 0, d. h. ein der 
zx-ühene paralleles, durch den Anfangspunkt gehendes Flächen- 
element bleibt sich selbst parallel. 

Wollte man in den Gleichungen 1) 'i/yj . . als willkürliche 
Functionen von x, z amiehmen, so würden dieselben, da sie nur 
3 zu bestimmende Functionen, w, v, w, enthalten, im Allgemeinen 
sich widersprechen; wir bemerken, dass sie immer »vereinbar mit 
einander sind, wenna^^;, t/yj ... von x^ y, z unabhängig sind, aber 
beliebige Werthe haben. Setzt man nämlich -Uy v, iv linearen 
Functionen von x, y, z gleich, so kann man die 12 Coefficienten 
dieser so bestimmen, dass Xx, yy, • . beliebig gegebene constante 
Werthe erhalten und zugleich den Bedingungen 11) genügt wird. 

Diese Bemerkung benutzen wir, um eine wichtige Eigenschaft 
der Function /, die bis jetzt nicht erwähnt ist, abzuleiten. Wir 
setzen von dem Körper voraus, dass er, wenn auf seine Theile keine 
Kräfte, auf seine Oberfläche keine Druckkräfte wirken, und er den 
Bedingungen 11) unterworfen ist, in stabilem Gleichgewichte sich be- 
findet, wenn überall u 0 , v =-0 , lo = 0 ist. Nach der Bedeutung 
von /', an die wir erinnert haben, und nach § 2 der vierten Vor- 
lesung muss dann unter den Bedingungen 11) 

jhu 
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ein Maximum sein^ wenn überall = 0, v = 0j w=0 ist ^ d. Ii. 
wenn überall yy, . . verschwinden. Dieses Maximum muss auch 
stattfinden, wenn den Grössen x^:, yy, . • die Beschränkung aufgelegt 
wird, dass sie von y^ z unabhängig sind, ihre Werthe aber 
willkürlich bleiben. Es muss also f ein Maximum sein für — 0, 
^^==0^ , wenn x^^yy, . . . als unabhängige Variable angesehen 
werden. Da nun f eine homogene Function zweiten Grades der 
genannten Argumente ist, so ist dieser Ausspruch gleichbedeutend 
mit dem, dass f nie positiv ist und nur verschwindet, wenn jedes seiner 
Argumente verschwindet. Die letztere Eigenschaft hat / nicht, wenn 
der Körper eine cbmpressible, nicht reibende Flüssigkeit ist. Wir 
können eine solche als einen isotropen Körper anseheji, bei. dem die 
Constanten K und 9, die wir in Bezug auf einen isotropen Körper 
eingeführt haben, solche Werthe besitzen, dass Z = 0 und /f0 
endlich ist; in diesem Falle verschwindet f immer, sobald 
+ y^j + ist. 

Aus dem Umstande, dass für einen festen Körper, wie wir ihn 
hier betrachten, f nie positiv ist und nur verschwindet, wenn jedes 
seiner Argumente gleich Null ist, lässt sich weiter beweisen, dass 
u, Vj w eindeutig bestimmt sind durch die Gleichungen 9), die Be- 
dingung, dass an der Oberfläche 'Xn, gegebene Werthe er- 

halten und die Gleichungen 11). Um das darzuthun, braucht man 
nur zu zeigen, dass diese Bedingungen z/ == 0, v ~ 0, za = 0 er- 
geben, wenn X, F, Z, Xn, Yn, Zn überall verschwinden. Zu diesem 
Zwecke addire man die Gleichungen 9), nachdem sie mit zidt, v dt, 
wdt multiplicirt sind, und integrire über das Volumen des Körpers; 
mit der resultirenden Gleichung nehme man eine Umformung vor, 
ähnlich derjenigen, die uns zu der Gleichung 18) der eilften Vor- 
lesung geführt hat; benutzt man, dass 

2 f = X^Xx Yyyy -J- Z^Zz + Yzyz + Z^Z^ -f- XyXy 

ist, so findet man dann für den genannten Fall 



Hieraus folgt aber bei Rücksicht auf die Eigenschaftejj , die f besitzt, 
dass Xa,, yy, . . überall verschwinden, und dann weiter aus 11), dass 
auch u, V, w überall == 0 sind. 

Lässt man die Bedingungen 11) fallen, so bestimmen die Glei- 
chungen 9) und die Werthe von Xn, Yn, Zn den Zustand des 
Körpers, wie wir sagen wollen, nämlich die relativen Verschie- 
bungen seiner Theile, während die Lage des Körpers unbekannt 
bleibt. 


§ 3. Zusammendrückbarkeit und Elasticitätscoefficienten. 
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Verschwinden die Kräfte X, F, Z, so werden die Gleichungen 9) 


0 = 


da) 

8.r, 

doc 

az. 

da) 


+ 




dy 

dZy 

dy 


+ 

+ 

+ 


~~d^' 

dz 

dz 


12 ) 


Von diesen Gleichungen wollen wir nun particuläre Lösungen bilden, 
die mit den Bedingungen 1) verträglich sind. 

Man erhält eine solche, wenn man die 6 Druckcomponenten 
^x} Yyj . . beliebigen Constanten gleichsetzt; dann werden nämlich 
auch die Grössen Xx, Vy, . . gleich Constanten und wir haben bereits 
im vorigen § gesehen, dass in diesem Falle die Gleichungen 1) er- 
füllt werden können, und zwar dadurch, dass man v, iv linearen 
Functionen von x, xy ^ z gleichmacht. Der letzte Umstand bewirkt, 
dass bei der genannten Annahme die Veränderung, die der Körper 
aus seinem natürlichen Zustande erfahren hat, der Art ist, dass die 
neuen Coordinaten eines jeden seiner Punkte lineare Functionen der 
alten sind, dass also eine jede Ebene eine Ebene, eine jede Kugel 
ein Ellipsoid geblieben ist. 

Ist 

Äx=Yy=Z,^P 


wo p eine Constante bedeutet, so erleidet ein jedes Flächenelement 
im Innern des Körpers und ein jedes Element seiner Oberfläche einen 
senkrechten Druck, der = p ist. Bei einer beliebigen Gestalt des 
Körpers lässt dieser Fall sich verwirklichen, wenn der Körper in 
eine Flüssigkeit gebracht ist und der Druck in dieser vergrössert 
wird; die Wirkung der Schwere ist dabei unmerklich. Im Allge- 
meinen bleibt der Körper dabei nicht sich selbst ähnlich; das findet 
aber statt, wenn er isotrop ist, oder, wenn es drei gleichwerthige, 
auf einander senkrechte Symmetrie-Ebenen für seine Substanz giebt. 
Unter der Ztiscmmendrückbarkeü des Körpers versteht man den negativ 
genommenen Werth, den die räumliche Dilatation für p = l besitzt; 
für einen isotropen Körper ergiebt sich aus den Gleichungen 28) der 
eilften Vorlesung die Zusammendrückbarkeit 


3 

2 /i: (1 + 30) ‘ 


Wenn 
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verschwinden und einen constanten Werth hat, so erleidet irgend 
ein Flächenelement, welches der z- Achse parallel ist, keinen Druck, 
und ein Flächenelement, welches senkrecht zu dieser Achse ist, 
den senkrechten Druck Z,. Dieser Fall lässt sich verwirklichen, 
wenn der Körper die Gestalt eines geraden, der 2 :-Achse parallelen 
Cylinders von beliebigem Querschnitt hat, indem man die Mantel- 
fläche frei lässt und an jedem Element der Grundflächen einen senk- 
rechten, constanten Druck an bringt. Den Werth, den 


dann hat, nennt man den Elasticitäls-Coef ficienicn der bubstanz für 
die Richtung der z- Achse; dieser ist immer von der Richtung der 
2 :-Achse abhängig, ausser, wenn der Körper isotrop ist. Für einen 
isotropen Körper ist er den Gleichungen 28) der eilfteii Vorlesung 


zufolge 


= 2K 


1 + 30 
1 + 2 0 ‘ 


§ 4 . 

Ist der Körper isotrop, so lässt sich ohne Schwierigkeit eine 
allgemeinere Lösung der Gleichung 12) , die mit den Bedingangen I ) 
verträglich ist, finden, bei der 

.r, = o, = f, = o, 

ist; ist der Körper überdies durch eine der Achse parallele Ojliii- 
derfläche und zwei Querschnitte dieser begrenzt, so lässt diese Lövsung 
dem Falle sich anpassen, dass die Cylinderfläche frei ist und -auf die 
Elemente eines der Querschnitte Druckkräfte wirken, deren Compo- 
nentensummen und Drehungsmomente beliebig gegeben sind. Die 
so bestimmte Lösung ist deshalb von besonderer Wichtigkeit, weil 
sie die Formänderungen eines cylindrischen Stabes, auf dessen Enden 
beliebige Druckkräfte wirken, im Allgemeinen mit grosser Genauig" 
keit darstellt, falls die Länge des Stabes gross gegen die Diinensionen 
des Querschnitts ist. Wir werden in den beiden folgenden Vor- 
lesungen uns ausführlich mit den Formänderungen eines dünnen 
Stabes beschäftigen, indem wir von vornherein die Voraussetzung 
einführen, dass die Dimensionen des Querschnitts des Stabes unendlicli 
klein sind, während seine Länge endlich ist. Die Betrachtungen, die 
wir hier durchführen wollen , sind in gewisser Hinsicht specieller, in 
anderer aber allgemeiner, als jene späteren. 

Um die bezeichnete Lösung abzuleiten, untersuchen wir zuerst, 
welche Beziehungen zwischen den 6 Grössen Xx-, y,j} . . stattfinden 
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müssen, damit die Gleichungen 1) erfüllbar sind. Wir erhalten die- 
selben, indem wir die Gleichungen aufstellen, durch welche die 
Functionen w, v, wenn sie existiren, aus yy^ . . zu berechnen 
sind. Von dem Punkte = ^ = 0, 0 = 0, den wir im Innern 
des Körpers annehmen, denken wir uns in diesem eine beliebige 
Linie nach dem Punkte (x, y ^ z) gezogen und bezeichnen durch 
dx, cly ^ dz die Projectioiien eines Elementes derselben auf die 
Coordinatenachsen. Ist (w)q der Werth von u für o: == 0, ?/ = 0, 
0 = 0, so haben wir dann 


u ~ 


Wo 


du , du ^ . dii j 


)• 


du • 

ist hier als unmittelbar gegeben zu betrachten, denm es ist = x^^ 

und aber sind erst zu berechnen. Aus den Gleichungen 1) 
dy dz 

folgt leicht 


d’^u 


dx dy 
d^u 


dy 




dy 


dx 




dx,, 


und 


dy dz 

= n- 

dx 

^ 02/ ^ 

^ dz 

d^u 

1 




dx dz 

dz 




d^u 

- 

^Vz , 



dydz ^ 

- i 

dx 

dy ' 

‘ dz 


d"^ u 


dz^ 


dz, 

dz 


dz^ ^ 

dx ’ 


diese Werthe sind in die Gleichungen 

w“ +1? *'*'+& '**) 


in denen der Index 0 dieselbe Bedeutung, wie eben, hat, zu setzen. 
Der für ™ angenommene Ausdruck, nämlich x^j ist eine Function 

Ox ^ 

von X, V, z; auch die für und aufgestellten Ausdrücke müssen 

solche Functionen, d. h. unabhängig von dem Integrationswege sein, 
die in ihnen unter den Integralzeichen stehenden öi'össen also voll- 
ständige Differentiale. Die Bedingungen hierfür sind durch die 
folgenden 5 Gleichungen ausgesprochen: 
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dtp' dxdy 

Zx^ az* “ dzZx 

dydz' dx^ ZzZx' dyix 

izix' dy^ ixiy dziy 

^ dxdy~^ iz^ dydz~' dxdz 


13 ) 


Dass die Ausdrücke, die dann für |^ , |^, erhalten werden, die 

partiellen Differentialquotienten einer Function sind, bringt keine 
neue Bedingung hinzu. 

Ersetzt man in den durchgeführten Betrachtungen u durch v 
oder w, so erhält man nur die eine neue Gleichung 


dz^ ' dp dydz ’ 


14 ) 


welche den Gleichungen 13) hinzuzufügen ist. 

Substituirt man die für die ersten Differentialquotienten von u 
aufgestellten Ausdrücke und die entsprechenden der ersten Differen- 
tialquotienten von V und w in die Gleichungen 1), so werden diese 


für alle Werthe von x, tj, z erfüllt; wenn nur 

(f^) ’ (1^) ’ gewählt sind; dass sie für den Punkt x =“■= 0; 

y = 0, 2 : = 0 erfüllt werden. 

Das Eesultat dieser Betrachtungen ist; dass die Gleichungen 13) 
und 14) die vollständigen Bedingungen dafür sind, dass ii., v, w; den 
Gleichungen 1) gemäss sich als Functionen von z bestimmen 

lassen. Um die Beziehungen zu finden; die dabei zwischen den 
Druckcomponenten Yy, . . stattfinden müssen; hat man nur 
noch zu erwägen^ dass Xx, tjy, ^ • lineare homogene Functionen dieser 
Druckcomponenten sind; deren Coefficienten von den Constanten der 
Elasticität in gewisser Weise abhängen. 

Wir haben bereits bemerkt; dass die Gleichungen 1) mit der 
Annahme verträglich sind, dass Xx j Yy, . . beliebige constante 
Werthe besitzen; wir sehen jetzt; dass sie auch gestatten, Xx, Yy^ . . 
beliebigen linearen Functionen von x, y, z gleichzusetzen , da die 
Gleichungen 13) und 14) nur zweite Differentialquotienten nach 
.Xj z enthalten. 

Ist der Körper, wie wir nun annehmen wollen, isotrop, so hat 
man nach den Gleichungen 28) der eilften Vorlesung 
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~ (■^® ■“ 1+3 0 + ^lr)j 

~ ~ YK 1 + 36 + ■^S' + 

2Ä 1 + 30’ + -^2)) 

y. = - r. 



Führt man ferner die Voraussetzung 

X. = 0, Jrj, = 0, F^ = 0 15) 

ein, so erhält man hieraus 




2A 1 + 30 ^ ’ 

yz = 

--i-F. 

K “ 


yv == 

-- ® V 

iK 1 + 30 

Zx = 

—7 

R 


Zs = 

1 +20 
%K 1+3 6 * ' 

Xy = 

0. 


Die Gleichungen 12) werden dabei 




“■-0 

tS)*: 

c^l 

c 

1 

c 


Ci> 

dv. 

dz 

dz dz 


dx 

dy 


Die Gleichungen 13) und 14) ergeben daher 


und 


i)x- 


0 _o 

(ßz^ 

=•0, 

’ dy^ 

dz^ " 

0 9 *^. 


d^X, 

1 + 30 dydz ~ 


dx dy 

6 

■cßX, 

d^r. 

1 + 30 dsc dz 

dy^ 

dxdy 


8^Z. 

= 0 

öx oy 


Die vier ersten dieser 6 Gleichungen sagen aus, dass Z. linear ist 
in Bezug auf jede der Grössen x, ij , z und auch das Product xy 
nicht enthält; es ist daher 


Z. — a-\-a^x-\- a^y z (h b^x b^y), 18) 

wo o, +, b, b^, b., willkürliche Gonstauteu bedeuten; die beiden 
letzten werden dadurch 


l- ( 


ax.\ 

0 

dx ^ 

\ dx 

dy J ~ 

1 + 3 0 


(dV^ 

a+ \ 

0 

dy ' 

1 d.P ~ 

dVJ ~ 

1 + 3 0 
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dos 


dy 




0 


1 + 30 


(b^x - 


19 ) 


wo c eine willkürli che Grösse bedeutet, die von x, y und, wegen 
17);, auch von 2 : unabhängig ist. Diese Gleichung verbinden wir 
mit der Gleichung 

~d^ = — (& + &, ^ + h^y ) , 20 ) 


die aus 17) und 18) folgt. Gesetzt es seien X/. und die Diffe- 
renzen der Werthe von X nnd Y^ in zwei verschiedenen Lösungen 
der Gleichungen 19) und 20), so ist 


also 


dYJ 

dx 


dx: 

dy 

dr; 

dy 


= 0 

= 0 , 


^ f ■ d ^ y;r ' 3 ^ 

dx. ’ ^ dy 

d^Sl , ^ 

dx“^ dy^ 


21 ) 


Hiernach kann man die allgemeine Lösung der , Gleichungen 19) und 
20) angeben, sobald man eine particuläre gefunden hat; eine solche 
findet man aber, indem man für JT- und Y^ Ausdrücke zweiten Grades 
in X und y annimmt und die Coefficienten derselben passend be- 
stimmt, wobei der Willkür nach einiger Spielraum bleibt. So findet 
man als allgemeine Lösung der Gleichungen 19) und 20) 






1 + 20 
1 + 30 


(a;'^+y2) _ 




l+il® 
2’ i+ae 

hl 1 + 46 
2 1+30 




X!/ + 


dSi 

dy 


22 ) 


wo Sl der Gleichung 21) gemäss zu wählen ist. 

Nun wollen wir annehmen, dass der Körper, um den es sich 
handelt, durch eine der ^r-Achse parallele Cylinderfläche und zwei 
senkrechte Querschnitte begrenzt ist, und wollen die aufgestellten 
Formeln dem Falle anzupassen suchen, dass die Cylinderfläche frei 
von jedem Drucke ist. Es sei ein Element des Umfangs eines 
zur 2 :-Achse senkrechten Querschnitts, n die nach dem Innern dieses 
gerichtete Normale von dl\ es muss dann 

0 == Aa: cos [noc) -j- Xy CÖS (/^^/) -f- Xz cos (/^z) 

0 == Yx cos (nx) + Yy cos (ny) + cos (nz) 

0 = Zx cos (nx) + Zy cos (ny) 4- Z^ cos (nz) 
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ein. In l^'olge der Gleiclumg(3n 15) und des Umstandes, dass 

cos z) == 0 

sind die beiden ersten dieser Gleicliungen erfüllt; die dritte wird 

0 = cos (fix) + JP;, cos (nij). 23) 

iubstituirt mau hier für JC. und J. ihre Werthe aus 22), so erhält 
nin einen Ausdruck für 


cos («a;) -J- ^ cos (ni/), d. h. für 

er die, bis jetzt nur durch 21) definirte Function Sl bis auf eine 
dditive Constante, deren Werth gleichgültig ist, bestimmt. 

Damit es eine Function gebe, die den für Sl aufgestellten Be- 
ingungen genügt, muss, wie wir in der sechszehnten Vorlesung 
;eseben haben , 

Iß- dl = 0 ' 2 ) 

()n J 

ein. Bildet man diese Gleichung mit Hülfe von 22) und 23), so 
pricht sie aus, dass eine Summe von Gliedern verschwindet, die 
on der Form 

y V cos (nx) dl oder J V cos (mj) dl 

ind, wo V eine, in dem Querschnitt des cylindrischen Körpers stetige 
ünction von a; und y bedeutet. Ist df ein Element dieses Quer- 
chnitts, so hat man aber, den Gleichungen 6) der eilften Vorlesung 
ntsprechend , 

I V cos (nx) dl = — j df 

J V cos (w.y) dl = —J ~ df. 

Vir wollen die z~ Achse so legen, dass 




und 



ät, d. h. die Linie, auf der die Schwerpunkte der Querschnitte liegen, 
ur z-Achse wählen; ein Blick auf die Gleichungen 22) zeigt dann, 
ass die Gleichung 24) 

ljdf=0, tl. li. b = 0 

/ird. Die G übrigen Constanten, die wir eingeführt haben, 


a, « 1 , r/ 2 , Z?,, ^ 

ihdben unbestimmt und können so gewählt werden, dass die Com- 
)onentensummen und Drelmngsmomente der auf die Elemente einer 
^Indtlächc wirkenden Drucke, nämlich die Grössen 
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f X.df, 
f r.df, 
fz.df, 


J [yZ.^ - z F,) df 

J(zX, — x ¥,) df 
J (xF, - yX,) df, 


beliebig gegebene Wertbe annelimen. 

Wir wollen die Rechnung nur weiterführen für den Fall, dass 
der Querschnitt des Körpers ein Kreis von dem Radius R, die Glei- 
chung seines Umfangs also 


_ J12 


ist. Der Gleichung 21) genügt man durch 

Sl == A^x (x^ — ^xy-) -f (tß — ?>x‘^ij), 

wo A^j ^2 5 -^ 1 » A willkürliche Constanten bedeuten; es wird sich 
zeigen, dass diese sich so bestimmen lassen; dass den verlangten 
Werth erhält. Da 

cos {nx) = — ^ , cos {ny) = ~ , 

SO ist 


also 


on 


dSl 


= A^x ’ß A2y ^ B ^ 


I O 1^0 

jx '~di ’ 

Zxy“^) + {}ß ~ ’^oc-y), 


O Q 

oder auch, da das Zeichen ^ sich nur auf den Umfang des Qiier- 
^ dn tD ^ 

Schnitts bezieht, 


- = Ä^x + Ä,y + (x^ - 3xy‘^) + BRn (y^ — Bxhy) 

+ (OiX -i- C,y) (x- y^ — R^), 

WO Ojy zwei neue Constanten bedeuten. Andererseits folgt aus 
den Gleichungen 22) und 23) 


dn 4(l-f3e) 


_ (( 1 + 20 > 2 +( 3 + 1 O 9 ) 2 /‘^) + A' g- ((; 5 + 10 e).FH-(l+ 2 ej//’-’) 


'd 

Diese beiden für — B-^ aufgestellten Ausdrücke werden identiscJi, 

nn ^ ' 


dn 


wenn man 


h 

3 + 4e 

A., = 

R2 

3 + 4 0 

8 

1 + 30 

2 

8 

i + 3 0 

fn 

1+40 


h 

1 -{“ 4 0 

t>4 

1 + 30 

y>2 = 

24 

1 -j- ^ 0 

h 

8 

3 + 49 

1 + 39 

^2 = 

8 

3 + 40 
1 -f- 8 0 



macht. Bei diesea Werthen von A^, A.^, Z?„ ß.^ werden die Gleiclningen22) 
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Z, ■ 




(3 + 8 6) (/^2-a;2) — g/2 1+40 ^>2 


1 + 30 


1+30 4 


xy 


14-40 0 ,^^^ , (3 + 80 )(/^ 2 _ 2 / 2)„^2 

1 + 30 4 4" 8 r+T0 


WOZU wir fügen 

Z, =^ a + a^x + a.^y z {b^x + h.yj). 

Die Bereclinung der Constanten b^j , c aus den Gom- 

ponentensummen und Drehungsmomenten der Druckkräfte, die auf 
ein Ende des Cylinders wirken, ist hier sehr einfach; nelimen wir 
dieses Ende zur a:y“Ebene und benutzen, dass 





== 

4 



J 

(xydf^j 

ix^ydf= j 

('xy- d/" = 0 



so finden wir 






Jx,df== 


M- 

z r,) df == 

1t 

«2 4 




ju- 

■ xZ^ df — — 

1t 

«14 

R^ 

fz,df = 

ClTtR^, 

jlxF,- 

yX,)df== 

7t 

^ 4 

R^ 


In Bezug auf die weitere und allgemeinere Discussion der in 
diesem § entwickelten Formeln verweisen wir auf Clebsch'*^) und 
Saint -V enant 

§ 5. 

Für einen isotropen Körper lassen sieh in Folge der Gleichungen 
28) der eilften Vorlesung, wenn man 


und wieder 


du , dv , dw ^ 


dx 


25) 


d^qi , d^<s> . . 

“T ) ;;)^2 


setzt, die Gleichungen 3) schreiben 

l; -,..r + /.-(^« + (i+ 2 e)|”:) 


y 

y 

y 


- (*ü + K [jw+ (1 + 29) IJ) 


26) 


•'') Theorie der Elastioität fester Körper von A. Clehsch, Leipzig 1862. 

**) Me'm. sur la floxion des prismes, Liouville Journal Ileme Serie, Tome I 
(1856), 
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Für den Fall; dass das Gleichgewicht besteht und keine Kräfte auf 
die Theile des Körpers wirken, gehen dieselben über in 


0 = Ju + (1 -f- 20) 

0 = ^i; + (l + 2e)^ 27) 

0 = .^ti.+ (l+2e)|f, 

woraus folgt 

0 = ^6, 


Es ist leicht, eine particuläre Lösung der Gleichungen 25) und 27) 
zu finden, deren Keniitniss von Interesse ist. Man genügt ilinen, 
wenn man 

(5 — a 


setzt, .wo a eine willkürliche Constante bedeutet, und 


u — 

wo V die Gleichung 


a_F 

dx ’ 


dy ^ 


AV 


dv^ 

dz ^ 


erfüllt. Demgemäss kann man annehmen 


wo 

r- == -j- y- z"' 

und h eine zweite willkürliche Constante ist. Für die Druekcoiu- 
ponenten hat man dann die Ausdrücke 


+ «“) XL 

z. — 2i-(|f + e«) 2/, ■ 

d. h. 

j:. = -2^((i + 3e)|-|, + -y.^) -'f /; 

r, = - 2/^ ( (1 + 36) I- - A- + i,) = _ 2 A- a 

^ =-2A'((i + 3e)|.-A+^A) 2K-;:f !>. 

Dieselben haben die Eigenschaft, die Gleicliun<>’en 
(JT* ~ p)x-^ X,jy + X,z = 0 
4" ( A p)y-\-YzZ = () 

— [— 7j .. 7! — ! — ( 7, 


§ 5. Elastische Hohlkngel, 
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za befriedigen^ wenn 

^, = -2Äf((l+3e)|- + 2^) 

gesetzt wird. Erinnert man sich an den Begriff der Hauptdi'ncke, 
der im § 3 der eilften Vorlesung definirt ist, so ist hieraus zu 
schliessen, dass die durch den Punkt (xj y, z) und den Anfangs- 
punkt der Goordinaten gezogene Gerade die Richtung einer Haupt- 
druckachse für jenen Punkt hat und die Grösse des entsprechenden 
Hauptdruckes der für p angegebene Ausdruck ist. Da dieser Aus- 
druck eine Function von r ist und zwei willkürliche Gonstanten 
enthält, so folgt weiter, dass die aufgestellten Formeln dem Falle 
sich anpassen lassen^ dass der Körper durch zwei um den Anfangs- 
punkt der Goordinaten als Mittelpunkt beschriebene Kugelüächen 
begrenzt ist, auf deren jede ein constanter und senkrechter Druck 
ausgeübt wird. Sind die Radien der beiden Kugelflächen und To-, 
und und p., die entsprechenden Drucke, so sind a und h aus den 
Gleichungen 

Pi = -2^((l + 3e)^+2j^) 

p, = -2/if((14-3e)|-+2;^) 

zu bestimmen. 
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(Endliche Formänderangen eines nnendlicli dünnen, ursprünglich cylindri- 
schen Stahes. Dilatationen eines kleinen Theiles desselben. Vereinfachungen, 
die eintreten, wenn der Querschnitt eine Ellipse, oder seine Ebene eine Sym- 
metrie-Ebene ist. Potential der durch die Dilatationen erzeugten Kräfte. 
Lebendige Kraft des Stabes. Gleichgewicht des Stabes unter dem Einfluss von 
Druckkräften, die auf seine Enden wirken, üebereinstimmung des hierauf be- 
züglichen Problems mit dem Problem der Rotation eines schweren Körpers um 
einen festen Punkt. Der Stab kann eine Schraubenlinie bilden. Gleichgewicht 
eines krummen Stabes, der ursprünglich eine Schraubenlinie bildet.) 


§ 1 - 

Wir werden uns jetzt mit dem Gleichgewicht und der Bewegung 
von Körpern beschäftigen, deren Dimensionen theilweise unendlich 
klein sind; dünne Stäbe und Platten können nälierupgsweise als solche 
angesehen werden. Körper, wie wir sie nun betrachten wollen, können 
endliche Formänderungen erleiden, ohne dass die Dilatationen auf- 
hören unendlich klein zu sein. Auch auf solche Fälle können wir 
unsere Theorie anwenden, indem wir den Körper in Theile getheilt 
denken, deren jeder Dimensionen hat, die alle von derselben Ordnung 
sind, und die aufgestellten Gleichungen zunächst auf dieser 

Theile beziehen. 


Denken wir uns einen Körper (oder Körpertheil), dessen Dinieu- 
sionen alle von der Ordnung der unendlich kleinen Grösse / sind, 
und stellen für diesen die Bedingungen des Gleichgewichtes zusammen. 
Zu diesen gehören zunächst die Gleichungen 9) der vorigen Vor- 



()z 


doo ' dy ' (Jz 
dx ‘ dy dz 


Es sei g eine Function von Xj 

^ 0 

die Gleichung der Oberfläche des Körpers und g positiv im Ijiiiern 
desselben; n wiederum die nach dem Innern gerichtete Normalo eines 
Elementes der Oberfläche. Es ist daun 
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COS (nx) : cos (ny) : cos {nz) 


dg . ^ 
dsc ' dy ' dz 


und jene Cosinus haben dieselben Vorzeichen wie diese Differential- 
quotienten, da positiv ist. Hiernach ist an der Oberfläche 


dg , Y ^ F 

“T ^1/ T" 


dcc 


dy 
dg 


V J- V V 

dx ly 


dy 


_i 7 4_ 7 _ 


Xn 

Yn 


/(■©■' +(f-T+(-ify 

jT/I^V _l ÄV 
Y \dx) \di/y \ dz y 


2) 


WO die Wurzelgrösse positiv zu 'nehmen ist und Xn, Y^, als 
gegeben betrachtet werden sollen. 

Damit u, v, w völlig bestimmt seien, setzen wir noch fest, dass 
die Lage des Körpers in seinem natürlichen Zustande, von der aus 
lü gerechnet werden, so gewählt sei, dass für den Anfangs- 
punkt der Coordinaten, der im Innern des Körpers sich befinden soll, 
also für ^ = 0, ^ = 0, 2 r ==0 


ist. 


dz 


0 , 

0 , 


V — 0, 

— == 0 


w 

dv 

dx 



3) 


Nun setzen wir 

x = ix'j y = ig', z — iz'-^ . 4) 

den gemachten Voraussetzungen zufolge sind dann x\ y'^ z' in dem 
Körper endlich und, ist 

die Gleichung zwischen x, y\ z\ die der Oberfläche entspricht, so 
enthält g' nur endliche Constanten. 

Die Substitutionen 4) denke man sich auch in den Gleichungen 
1), 2) und 3) ausgeführt. Macht man 


^ du 

X^ " q " ^ J 

dx ^ 
/ dv 

Vy = ■> 

/ dvo 

““ TzT ^ 


Vz 


dv , dw 
dz ■* dy 


dw I du 

dx^^ ~W~ 


Xqt — 


d n , d V 
dy' ‘ dx' 


und bezeichnet durch X.j,'j AT/, . . die Ausdrücke, die man erhält, 
wenn man x^r, . . durch xl Xy, . , in den Ausdrücken ersetzt, 
die Xx, Xy, . . als Function von Xxj Xy^ . . darstellen, so erhält 
man dadurch: 
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f Ffi 


i "T 




di/' 

dr„. 


dx' dy' 


+1IL 

^ Ss 


5) 


für g' 


dx' 


dy' 


-^ = t‘^Zn, 


jpr 


: V + X/ + .f • If-: - .■ X. + (g/ +‘(|?)'' 

V g + r; g; + r/ If. = < r. j/(^ + T o) 

+ ^/ If"' + + Qf) Qr) 

und für x' =0, y' = 0, z' = 0 

iv=^0 


■ 0 , 


0 . 


|ii = 0, f, =0, .fA = 0. 

dz ^ dz ^ ()X 


7) 


Die Werthe von v, w ^ welche aus 5), 6) und 7) sich ergeben; 
lassen sich darstellen als die Summen von Gliedern, von denen die 
einen die Gleichungen 6) und 7), statt der Gleichungen 5) aber 
diejenigen erfüllen, die aus 5) entstehen, wenn man die rechten 
Theile durch Null ersetzt, und von denen die anderen die Gleichun- 
gen 5) und 7), statt der Gleichungen 6) aber diejenigen erfüllen, die 
aus 6) entstehen, wenn man hier die rechten Theile durcli Null 
ersetzt. Die erstgenannten Glieder sind von der Ordnung von 
iYni 2 -^ 71 , * die andern von der Ordnung von diese 

sind also unendlich klein gegen jene, wenn wir annehmen, dass die 
Kräfte X^, F, Z nicht unendlich gross gegen die Druckkräfte X'^, 
Fnj Zn, sind, d. h. dass die relativen Verrückungen, die jene bei 
einem Körper, dessen Dimensionen alle endlich sind, hervorbringen, 
nicht unendlich gross sind gegen diejenigen, die bei demselben 
Körper diese erzeugen. Unter dieser Voraussetzung sind also für 
unsern unendlich kleinen Körper die Gleichungen 5) zu ersetzen 
durch diejenigen, die aus ihnen entstehen, wenn man X, J’, F gleich 
Null setzt, die Gleichungen 1) also durch 


dx dy ‘ 'dz 

^ 4- _L Fa 

dx ' dl/ ^ dz 


= 0 

= 0 
= 0 . 


«) 


Die durchgeführte Betrachtung zeigt zugleich, dass u, v, iv von der 
Ordnung von iZm sind: von derftelheri Ordmino* «infl rHo 


§ 2. Unendlicli dünner Stab. 
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Differentialquotienten von w nach Xj y\ z\ die Differential- 
quotienten von u, Vy w nach z also von der Ordnung von 

Auch für den Fall der Bewegung gelten diese Resultate, und 
die Gleichungen 8) treten an die Stelle der Gleichungen 1) der 

vorigen Vorlesung, vorausgesetzt, dass die Beschleunigungen 

die Grenzen nicht überschreiten, die -wir für die Kräfte 

X, JT, Z angenommen haben. Es folgt das daraus, dass, um vom 
Gleichgewicht zur Bewegung überzugehen, wir X, Z, Z zu ersetzen 

haben durch X — Y — , Z — ■ 


§ 2 . 

Nun wollen wir anhehmen, dass der Körper, um den es sich 
handelt, ein unendlich dünner, in seinem natürlichen Zustande 
cylindrischer Stab ist. Bei diesem Zustande denke man sich in dem 
Stabe ein rechtwinkliges Achsensystem; eine Achse soll die Linie 
sein, in der die Schwerpunkte der Querschnitte liegen, die beiden 
andern sollen parallel den Hauptachsen eines Querschnittes sein, die 
durch den Schwerpunkt desselben gehen. Auf der erstgenannten 
Achse wähle man einen Punkt P, nenne s den Abstand desselben 
von dem Anfänge des Stabes und fasse drei Linienelemente ins 
Auge, welche von P aus in den Richtungen der drei Achsen gezogen 
sind; sie mögen 3, 1, 2 heissen und 3 soll dasjenige sein, welches 
die Richtung der Länge des Cylinders hat. Diese drei Linienelemente 
werden, wenn der Zustand des Stabes geändert ist, im Allgemeinen 
nicht mehr senkrecht auf einander stehen, sondern Winkel bilden, 
die von rechten um Grössen abweichen, die von der Ordnung der 
Dilatationen sind, die stattgefunden haben. Es soll die Lage der 
Punkte des Stabes in der Nähe von P auf ein rechtwinkliges Coor- 
dinatensystem bezogen werden, dessen Anfangspunkt P ist, dessen 
Achse die Richtung des Linien elementes 3 hat, und dessen zx- 
Ebene durch die Linien elemente 2 und 1 hindurchgeht. In Bezug 
auf dieses Coordinatensystem seien x 2/ + ^; 2" + ^ die Coor- 

dinaten eines Punktes des Stabes nach der Veränderung, Xj y, z diie 
Coordinaten desselben Punktes, wenn der Stab in seinem natürlichen 
Zustande und in der Lage sich befindet, bei der die Linien elemente 
1, 2, 3 in die Achsen der x, y, z fallen. Bei diesen Festsetzungen 
gelten die Gleichungen 3) oder die Gleichungen 11) der vorigen 
Vorlesung, wie aus der Bemerkung hervorgeht, die bei diesen ge- 
macht ist; für die Oberfläche des Stabes besteht eine Gleichung 
zwischen x und y; es ist 
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xy äx dy = 0, 9) 


wenn die Integrationen über den Querschnitt ausgedehnt werden; 
endlich ist jeder materielle Punkt des Stahes charakterisirt durch 
gewisse Werthe von ?/, und s z. 

Es seien ferner S die Coordinaten des Punktes P nach 

der Formänderung des Stahes in Bezug auf ein heliehig im Raume 
gewähltes Coordinatensystem , das die Eigenschaft haben möge, dass 
durch Drehung die Achsen der Xj y, z parallel den Achsen der 
Vj S gemacht werden können; 


«1. ßi> ri 


fl!,, /3,, y., 

rs 


seien die Cosinus der Winkel, die die xAchsen der ^ mit den 

Achsen der y, z bilden, so dass die Indices 1, 2, 3 sich auf 
die Achsen der x, y , z resp. beziehen. Diese 9 Grössen, so wie 
y, ly sind im Falle des Gleichgewichtes Functionen der einen 
Variabein s, im Falle der Bewegung Functionen von s und t. 

Bei diesen Bezeichnungen sind 


I + «I + «) + «2 (y + v) -i- (- + «') 

n + ßi (■^ + «) + ß-i il/ + + /J;, (z + w) 10) 

§ + J'i (a: + «) + ^2 (y + 2^) + r-i i~ +■«’) 

die Cooräinateu in Beziehung auf die Achsen der r;, ^ des 
Punktes, dessen Coordinaten in Beziehung auf die Achsen der Xy y y 
z sind X Uy y Vy z -j~ w. Die Ausdrücke 10) müssen Functionen 

von 6* + z sein, da die Werthe von s Zy x und y einen materiellen 

Punkt des Stahes bestimmen; die partiellen Diäerentialquotienten. 
dieser Ausdrücke nach z: und nach .v müssen daher einander gleich 
sein. Es ist also 


n, I dv , f t ] d'i^\ 


du I dv , dw 


+ S + 7a ? (2/ + ") + ''2 'I“ '''■’) 


da 


dao 


da^ 


^ , fe + A I + ft ( 1 + If ) - 0 47 + ft £ + ft £ 

+ £ + i’’ + “> + -,t fr + ") + (- + ”) 

r.l + j-.lf + nO + lf)-,, £ + 1” 


fr rf! fr , fr fr fr '0 fr £ fr + ") + 7,7 + w) - 


dys 




Diese Gleichungen multiplicire man der Reihe nach mit a . . H. 
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mit 

man 


yoj ^3; ßsß 73 addire sie jedesmal. 

^ = /(W^WTW->: 


Dabei setze 


11) 


da nacb den gemachten Festsetzungen 


dj . d7^ 
ds * ds 


iL 

ds 


«;! ■ ßs- 7 s 


ist, so folgt hieraus 

if_.,(l + a), |1 _,,(,+„) 12) 


und es ist 0 die Dilatation, die das Element ds erfahren hat; man 
setze ferner 


P = (^3 


ds 


'- + ß 3 ^ + 7 s 


tiyz 

ds 


" - + ft + >•. I? ‘ 3 ) 

'■-»=^'- + ft^ + >'. 4 Ä^- 


Vergleichen wir diese x 4 .usdrücke mit den in den Gleichungen 19 ) 
der fünften Vorlesung gleich p', q', r' gesetzten und erinnern uns 
an die Bedeutung, die dort für jt?', g', r sich ergab, so sehen wir, 
dass pds, qds, rds die Winkel sind, um welche das Achsensystem 
der X, yj z um die Achsen der x, y, z gedreht wird, wenn sein 
Anfangspunkt das Element ds durchlänft. Es heisst rds die Torsion 
des dem Elemente ds entsprechenden Theiles des Stabes, und p^ q 
sind die reciproken Krümmungsradien der Projectionen des Elementes 
ds auf die yz- und die Ebene. 

Mit Hülfe der 6 Relationen, die zwischen den Coshius a, ß^ y 
bestehen, und derjenigen, die durch Differentiation nach s aus diesen 
sich ergeben, erhält man dann 


^ H” (2^ + ^0 

^ = r {x u) — p {z + tv) 

I 7 ^ I 7 + Piy -\- v) — <1 (x+u) -{- 0. 

Gestützt auf die am Ende des vorigen § gemachte Bemerkung 
nehmen wir an , dass -f-- , — , unendlich gross gegen u, v , to 

sind, wenn wir dem z nur Werthe geben, die von der Ordnung der 
Dimensionen des Querschnittes des Stabes sind. Ferner nehmen wir 

an, dass von derselben Grössenordnung wie u, v, iv 

^ ()s ^ ÖS ^ ÖS ® ’ 
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sind. Benutzen wir ausserdem, dass u, v, w unendlicli klein gegen x, y, z 
sind, so werden die abgeleiteten Gleichungen 

du 

^ = rx — pz 
oz 

dw I ^ 

Durch. Integration folgt hieraus 

u = UQ-{--^z"^—ryz 

V = Vq + rxz z- 14) 


w = Wq-\- {py —yx-^0) z, 

wo Vfi, Wq Functionen von x und y bedeuten, nämlich die 
Werthe, ie «<, t;, w für z = 0 erhalten. Diese Functionen finden 
ihre Bestimmung durch die Gleichungen 8), 2) und 3). 

Die für tij v, w gefundenen Ausdrücke ergeben 


dx 

y, = 2 Wo 

cy 


V =?.f3 

3 Wo 

^.■r — J- y 

15) 

-2- = py — 

0«O 1 d v„ 

■ ^ dy ' d.i: 



Alle diese Werthe sind unabhängig von in Folge hiervon verein- 
fachen sich die Gleichungen 8) in 


^5^ 

dx 


+ -^^ = 0 
dy 


dx^ ‘ dy 


Iti) 




= 0. 


AVir wollen aniiehraen, dass auf die ursprünglich cylindrisclie Ober- 
fläche des Stabes keine Drucke wirken^ und unter y die Function 
von X und y verstehen, die, gleich Null gesetzt, die Gleichung der 
Grenzlinie des Querschnittes bildet; ‘‘die Gleichuugcn 2j geljen dann 
für ^ = 0 


Y I y d fl /V 

dx dy ~~ 


du 


dg 


dx 


4_ Y 


dy 


0 


Z. A- Z..^ = 0. 


17 ) 
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Von den Gleichungen 3) endlich werden zwei identisch erfüllt, die 
andern erfordern, dass für x — 0 und y = 0 

*,0=0, t;o=0, *4,0 = 0, || = 0 18) 

ist. 

Die Gleichungen 17) haben wir aus der Voraussetzung abge- 
leitet, dass die Drucke, die auf die Mantelfläche des Stabes wirken, 
gleich Null sind. Dieselben Gleichungen dürfen wir aber auch bei- 
behalten, wenn diese Drucke irgend welche Werthe haben, die nur 
gewisse Grenzen nicht übersteigen. Sie müssen solche Werthe 
haben, dass Drucke von ihrer Grössenordnung bei einem Körper, 
dessen Dimensionen alle von gleicher Ordnung sind, nur Dilatationen 
hervorbringen, die unendlich klein gegen die durch 15) bestimmten 
Dilatationen sind. Indem man die Grössen, die die rechten Seiten 
der Gleichungen 17) bilden sollten, vernachlässigt, yernachlässigt 
man dann nur Grössen, die gegen die einzelnen Terme, welche die 
linken Seiten zusammensetzen, unendlich klein sind. 

Setzt man in den Gleichungen 16) und 17) für Xa?, -T?/; . . 
ihre Ausdrücke durch Xyj . . und für diese Grössen die in 15) 
angegebenen Werthe, so bestimmen die Gleichungen 16), 17) und 
18) die Grössen Wq eindeutig als hn-eare homogene Functionen 

von p, cjij r , 0. Um diese Behauptung zu beweisen, hat man zu 
zeigen, dass die genannten Gleichungen, wenn Pj g, r, 6 verschwin- 
den, nur erfüllt werden können durch = 0, Vq = 0 , Wq = 0] und 
das gelingt durch Betrachtungen, die denen ganz ähnlich sind, durch 
welche im § 2 der vorigen Vorlesung ein ähnlicher Satz .bewiesen 
ist. Sind auf die genannte Weise ausgedrückt, so ergeben 

die Gleichungen 15) Xa:^ Xyj . . als lineare homogene Functionen 
von p, q, r, 0] eben solche Functionen werden die Druckcomponen- 
ten Xyj , ., und / wird eine homogene Function zweiten Grades 

derselben 4 Elemente. 

Wir wollen hier eine Bemerkung anknüpfen, welche die An- 
wendbarkeit unserer Betrachtungen wesentlich erweitert. Wir denken 
uns den Stab aus seinem natürlichen, cylindrischen Zustande durch 
Kräfte, die auf sein Inneres, und Druckkräfte, die auf seine End- 
flächen wirken, einmal in einen, dann in einen andern Zustand 
übergeführt. Auf den zweiten dieser Zustände mögen sich die 
Zeichen Xx, Xy, . • ju, q^ r,.ü beziehen, auf den ersten die Zeichen 
Xxj Xyj . , p'j q , r'j 0\ Wird der Stab aus dem ersten in den 
zweiten Zustand übergeführt, so bestimmen die Differenzen Xx — xj, 
Xy — Xy'y . . die dabei stattfindenden Dilatationen gerade so, wie 
Xxy Xy, . . selbst die Dilatationen bestimmen, die bei dem üeber- 
gange des Stabes aus seinem cylindrischen Zustande in denjenigen, 
den wir den zweiten genannt haben, eintreten; das gilt auch, wenn 
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nicht der eylindriselie; sondern der als der erste bezei ebnete Zustand 
der natürliche ist, wenn der Stab also in seinem natürlichen Zu- 
stande so gekrümmt und tordirt ist, wie es den Werthen von 
p'y entspricht. In diesem Falle sind daher die Druckcompo- 

nenten X^, . . und die Grösse f dieselben Functionen von 

^ Xy — x.y j . . , wie in dem bisher betrachteten von 
Xy, . . . , und (da x^—xj, Xy~Xyy . . dieselben linearen Func- 
tionen p — p\ q — q'y r — r', a — ö' sind, wie Xy, . . von 
p, r, ö) dieselben Functionen vonp — p\ q — q } ^ ^ ^ ; 

wie in dem bisher betrachteten Falle von Py q, Diese Be- 

merkung ist namentlich dann von Wichtigkeit, wenn die Substanz 
des Stabes isotrop ist; mit Hülfe derselben kann man dann immer 
die Gleichungen des Gleichgewichtes und der Bewegung für einen 
unendlich dünnen Stab aufstellen, dessen Querschnitt überall dieselbe 
Gestalt hat, wenn er in seinem natürlichen Zustande beliebig ge- 
krümmt und tordirt ist. Die Grösse, die wir mit 6' bezeichnet haben, 
kann dabei = 0 gesetzt werden. * 


§ 3. 

Die Ausführung der Bestimmung von ist verhält- 

nissmässig leicht, wenn der Querschnitt des Stabes eine Ellipse ist, 
welches auch die Constanten der Elasticität sein mögen. Setzen 
wir dieser Annahme entsprechend 

1 jr . 

die Gleichungen 16) und 17) (die letzteren nicht allein für q = 0, 
sondern allgemein) werden dann erfüllt durch 

X, = 0, Fy = Oy Jy^O 

y y c — 

WO c eine willkürliche Constante bedeutet. Diese 5 Gleichungen in 
Verbindung mit der in 15) vorkommenden Gleichung 

z.^py — qx -|- (j 

erlauben mit Hülfe der Relationen, die zwischen den G Grössen 
x^j Xy^ . . und den 6 Druckcomponenten X^, X^ , . . besteben, 
Xxy Uy, Xy^ und Zxy Zy uls lineare Functionen von x und y auszu- 
drücken. Die 3 ersten von ihnen führen bei Rücksicht auf die 
Gleichungen 15) zur Bestimmung von die beiden letzten zur 

Bestimmung von . Damit diese Bestimmungen möglich sind, muss 

djF * dxdy 

und 

dy^ dx„ ^ 

dx dy 
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sein; die erste von diesen Grleicliungen , die aus Betrachtungen sich 
ergiebt, die denjenigen ganz ähnlich sind, durch welche wir die 
Gleichungen 13) und 14) der vorigen Vorlesung abgeleitet haben, 
ist in Folge davon erfüllt, dass Xy linear in Bezug auf x 

und y sind; die zweite bestimmt die Grösse c. Die Integrationen, 
die ausgeführt werden müssen, um dann und zu berechnen, ® 
bringen 3 willkürliche Constanten mit sich, die Integration, die 
giebt, führt eine solche ein; diese Constanten sind gerade ausreichend, 
um die Gleichungen 18) zu erfüllen. So ergeben sich zzq, 
als Functionen zweiten Grades von x und y. 

Eine Vereinfachung in der Bestimmung von Vq, tritt bei 
beliebiger Gestalt des Querschnittes ein, wenn die Ebene desselben 
eine Symmetrie-Ebene ist. In diesem Falle hat man nach der 
Gleichung 5) der vorigen Vorlesung 


4' ^ V ^21 *4“ u "i' 

Z, == « 3 ,^ + a^^yy + + a^^^Xy 

^Äy = + a^^Uy + + ^66 

4" ^44 % "4" ^45 

4' ~ ^^54 “h ^55 y 

f/l2==öf2i; 


Bei Rücksicht auf die Gleichungen 15) wird hiernach die letzte der 
Gleichungen 16) 


-4~ir + 2 ^45 




Wq 


“T " 4o '^xdy 
und die letzte der Gleichungen 17) 


+ 

' 'hf 

:0 

]9) 

( divQ 

- ry^ 

dg 


\ dx 

dx 

20) 

( dwQ 
\ dx 

- ry)) 

II 

O 


Aus diesen beiden Gleichungen und der dritten der Gleichungen 18) 
ist zu bestimmen. Die übrigen der Gleichungen 16), 17) und 
18) dienen zur Bestimmung von und man genügt ihnen, indem 
man 

Fy = 0, .Fy = 0 20 a) 

setzt. Löst man nämlich diese Gleichungen nach ijy, Xy auf, 
so erhält man für diese Grössen, indem man für seinen Werth 
aus 15) setzt, lineare Ausdrücke von x und y; in Folge hiervon ist 
es möglich und den Gleichungen 





du^y , dv,y 
oy ' fJ.T 
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gemäss zu bestimmen; die Integration dieser führt 3 willkürliche 
Constanten ein, durch die man die noch zu berücksichtigenden der 
Gleichungen 18) erfüllen kann. 


§ 4. 

Sind Vq, Wq gefunden, so handelt es sich darum, p, q, 6 
im Falle des Gleichgewichts als Functionen von 6', im Falle der Be- 
wegung als Functionen von s und t zu bestimmen. Zu diesem Zwecke 
kann im ersten Falle das Princip der virtuellen Verrückungen, im 
zweiten das Hamilton'sche Princip dienen. In beiden ist es dann 
zunächst erforderlich, einen Ausdruck für das Potential der durch 
die Dilatationen erzeugten Kräfte aufzustellen. Bezeichnet / dieselbe 
homogene Function zweiten Grades von ^ wie früher, so 

ist dieses Potential ^ 

= ifäxäy cls , 


wo die Integration nach x und y über den Querschnitt, nach .v über 
die Länge des Stabes auszudehnen ist. Hier setze man für y,j^ • • 
ihre Werthe aus 15); da diese Werthe lineare homogene Functionen 
von py r, 0 sind, so ist f eine homogene Function zweiten Grades 
von p, die Coefficienten hängen nur von x und y ab. Nun 

mache man 

F 



dann ist F eine homogene Function zweiten Grades von //, r, a 
mit constanten Coefficienten und jenes Potential ist 



Bezeichnet man durch U' die Arbeit der Kräfte, die auf das .Innere, 
und der Druckkräfte, die auf .die Mantelfläche und die Endflächen 
des Stabes wirken, für gewisse Variationen von y;, r, o, durch 
T die lebendige Kraft, so ist also die Bedingung für das Gleichgewicht 



und für die Bewegung gilt die Gleichung 



i/' -j_ ^r-j- 5 


= 0 . 


J3) 


Um den Werth von T zu bilden, haben wir die Ausdrücke 10) 
nach t zu differentiiren , die Summe der Quadrate der Diflerential- 
quotienten mit dem halben Elemente der Masse des Stabes zu 
multipliciren und über diesen zu integriren. Wir vernachlässigen 

dabei als unendlich klein gegen Glieder, die damit 

additiv verbunden auftreten , und setzen ,c: == 0, was erlaubt ist, da 
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die Ausdrücke ft) Functionen von s -{- z sind, und wir 6 ^ als variabel 
betrachten. Die Differentialquotienten dieser Ausdrücke sind dann 


11 

dt 

dri 

dt 

11 

dt 




Die Summe der Quadrate dieser Ausdrücke, mit dx cly multiplicirt 
und über den Querschnitt des Stabes integrirt^ ist iti Folge der 
Gleichungen 9) 

Nun setze man 


P = Uc) 


Q = OCi 


R == «o 


^^8 I (i ^^3 

*+"^2 “IT 


di 

dcLz 

dt 

d^i 

dt 


+ 72 


+ß,^ + n 
+ ft 


8 73 

di 

873 

dt 

dyi 

dt 


25) 


Aus den Gleichungen, die dann nach dem Muster der Gleichungen 
20) der fünften Vorlesung gebildet werden können, ergüebt sich 




(W' 


+(!>?)’- s'+ü’ 

&')+(W+(W-^’+'‘’- 


Man erwäge nun, dass den Gleichungen 12) zufolge 

nicht unendlich gross gegen ff? § 7 ; §7 sein können, vorausgesetzt, 

dass die Differentialquotienten dieser Grössen nach s nicht unendlich 
gross gegen sie sind. Daraus folgt, dass P und .0 nicht unendlich 

gross gegen , fy sein können, während das Entsprechende 

in Bezug auf R sich nicht behaupten lässt. Bedenkt man endlich, 
dass von den 3 Integralen, die in dem Ausdrucke 24) verkommen, 
die beiden letzten unendlich klein gegen das erste sind, so sieht man, 
dass dieser Ausdruck 


- (&)‘+ ®)’+ ® )')/"■' “y + '‘y 
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ist. Macht man 

Jdxdy = l, J {x- + y‘) dxdy = n 26) 

und bezeichnet wieder durch ^ die Dichtigkeit, so ist daher 

" ((!!)■+ (1!)’+ (ID 

§ 6 . 

Wir wo€en nun das Gleichgewicht des Stabes unter der Voraus- 
setzung näher untersuchen, dass auf seine Theile keine Kräfte und 
nur auf seine Endflächen Druckkräfte wirken. Statt aber von dem 
Princip der virtuellen Verrückungen dabei Gebrauch zu machen, 
wollen wir unmittelbar anknüpfen an die Definition • des Druckes, die 
durch die Gleichungen 1) und 2) der eilften Vorlesung gegeben ist. 
Wir wenden diese auf den Theil des Stabes zwischen zwei beliebigen 
Querschnitten an. Bezeichnen wir durch B, F die Summen der 
Componenten nach den Achsen der ? der Drucke, welche in den 

Elementen des Querschnitts, der durch einen beliebigen Werth von 
s bestimmt ist, von Theile des Stabes, in dem kleinere Werthe 
hat, auf denjenigen ausgeübt werden, in dem s grössere Werthe be- 
sitzt, und durch Maj Mßj My die Drehungsmomente derselben Drucke 
in Bezug auf dieselben Achsen, so erhalten wir in b’olge der Voraus- 
setzung, dass Gleichgewicht besteht und keine Kräfte auf das Innere 
des Stabes wirken, 

A == const. B == con§t. F = const. 

Mcc == const. Mß = const. My = const. 

Ist für das eine Ende des Stabes 6 - = 0, für das andere .v = / und l 
positiv, so sind hiernach A, B, F, Maj Mß, My gleich den Com- 
ponentensummen und Drehungsmomenteu der Drucke, die auf die 
Elemente des Querschnitts s = 0 von Aussen ausgeübt werden; die- 
selbe Bedeutung haben — A, — B, — F, — — Mß^ — My für 

das andere Ende. 

Wir wollen nun die Drehungsmomente derselben Drucke, von 
denen if«, Mß^ My herrühren, in Bezug auf die Achsen der .t, y, 2 :, 
die dem gewählten Werthe von s entsprechen, einführen und durch 
Mx) My^ Mz bezeichnen. Zugleich wählen wir (was immer möglich 
ist), die Achse so, dass ^ = 0, B = 0 und F negativ oder =0 
ist. Den in § 4 der fünften Vorlesung abgeleiteten Eelationen zu- 
folge ist dann 

Ma a^Mx-\r -[- t^F == const. 

Mß ^ ßo My^ß,^M. — — const. 

My = Y^yMy -j- ^3 = const. 


28 ) 
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Diese GleichuDgen differentiire man -nach s, multiplicire sie mit 
/3, ^ oder «o, ßo, ^ 3 ; ßdp Ts addire sie jedesmal. Bei 

Rücksicht auf die Relationen, die zwischen diesen 9 Cosinus bestehen^ 
und auf die Gleichungen 12) und 13) ergiebt sich so 
dM^ 

dM,, 

^ pM, - rM^ - n r 29) 

dM^ 

~ ^ P ^hj • 

Wir leiten nun ab^ in welcher Beziehung die Drehungsmomente 
Mx^ My, Mz zu der im vorigen § besprochenen Function F stehen. 
Zu diesem Zwecke betrachten wir den Zuwachs Sf\ den f erfährt^ 
wenn der Zustand des Stabes in der Nähe des einem constanten 
Werthe von s entsprechenden Querschnitts so geändert wird^ dass 
Pj Ty 6 um dp^ dq^ dr, dö wachsen. Zunächst hat man 

df — Xx -f- Fy dt/y 4“ -j- Fzäpz -j- Zx äZx 4“ Äy S Xy , 

da Xx^ Fyy . . die partiellen Differentialquotienten von / nach Xxy yy, . . 
sind. Mit Hülfe der Gleichungen 15) erhält man hieraus 

Sf - |j + + z,(^,Sp-xSq + Sa\ 

+ ^•('» % + * ■>’■) + ^- (^ te” - s' '*’■) + (1? + S) ■ 

Diese Gleichung multiplicire man mit äxcly und integrire über den 
Querschnitt des Stabes, Die linke Seite derselben ist nach 21) dann 
di^; die rechte transformire man mit Hülfe der Gleichung 


dx dy \Xx d 


4_ 






die man durch partielle Integrationen bei • Rücksicht auf die Glei- 
chungen 17), in denen cos {nx') und cos i;ny) für und ge- 
schrieben werden können, erhält, wenn man die Gleicliungen 16) 
mit dxdyöu^y dxdydv^^j dxdy^iv^^ multiplicirt, addirt und über 
den Querschnitt integrirt. Setzt man 


Z = J^dxdij Zz 
Mx == J* dx dy y Z- 


=-/■ 


dx dy xZz 


J dx dy {x . 




i\L == 
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wobei die Coniponente der Kraft F nach der .sr-Achse bezeichnet 
mxA. Mx, Mn, Ms die Bedeutung haben, in der sie in den Gleichungen 
28) und 29) gebraucht sind, so erhält man dadurch 

dF==MxSp -\-My6q-\- Mjr + ZÖG, 


woraus folgt 
dF 


dp 




11.^ M 

dq 


dF 

dr 




da 


Z. 


?A)) 


Es ist 2F eine homogene Function zweiten Grades von < 7 , 6^ 

deren Coefficienten von den Constanten der Elasticität und den (Jon- 
stanten des Querschnitts des Stahes ahhängen; man hat daher 


If- = + AnQ + ^03^* 

== A^qÖ + ^11 P -j- A‘2^ + 

nl) 

My = ^20^ H~ ^2\P “f“ ^T>A + -^23^' 

= i/, = A^^ 0 + p + A,^^q + , 

wo /^oo? A)iy =^ 10 ? ^ 11 ; • • genannten Coefficienten sind. Es 
sind diese nicht alle von derselben Grössenordnung. Da, a (iine 
reine Zahl ist, p, q, r aber reciproke Längen sind, so miissen di(i 
A, welche einmal den Index 0 haben, eine Dimension weniger ent- 
halten, als diejenigen, bei welchen der Index 0 nicht vorkommt, 
und eine Dimension mehr, als die Längen, welche in deji Aus- 
drücken der Grössen A. Vorkommen, sind aber von der Ordnung der 
Dimensionen des Querschnitts des Stabes, also unendlicli klein; (‘s 
müssen daher As unendlich klein gegen./,,,, und uiKUKllich 

gross gegen die andern A sein; aus diesem Grunde dürfen di(i mit 0 
behafteten Glieder in 31) nicht vernachlässigt werden, oliwohl 0 un- 
endlich Mein ist, p, r aber als endlicli angesehen werden solleji. 
Aus der ersten der Gleichungen 31) folgt 


^ AnP + + ^t,)3r ~ y^F ^ 

o - - j 1 

00 ^ 

setzt man diesen Werth von 0 in die für M,,, AL in 31) an- 
gegebenen Ausdrücke und nimmt an, dass F nicht unendlich gross 
gegen My^ ist, so folgt aus den oben angeführten Verlullt- 
ni^sen zwischen den Grössen A, dass die dann auftretenden, von F 
abhängenden Glieder als unendlich klein gegen yI 4 , ./¥y, AL ver- 
nachlässigt werden können. So ergeben sich diese Drehungsmoinente 
als lineare homogene Functionen von p, //, r. Es lassen diesollieii 
sich folgendermassen darstellen : Es sei G die Function von />, q, /•, 
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in welche F übergeht, wenn man hier (? mit Hülfe der Gleichung 
-j~ == 0 durch p f qj r ausdrückt; dann ist 


In der That wird , wenn 6 aus = 0 durch p , q^ r ausgedrückt 
wird , 

dF ^ dG 
dp dp ^ 

da, wenn G dadurch aus F abgeleitet würde , dass man eine beliebige 
Function von q, r für a setzte, 


= ll- _L IIL h. 

dp dp ' do dp 

wäre ; und ähnlich verhält es sich mit den entsprechenden DijÖEeren« 
tialquotienten nach q und r. Die Gleichungen 29) werden daher 


d 

dG 

dG 


dG 

+ ry. 

ds 

dp 

~ ^ dq 


dr 

d 

dG 



dG 

-ry, 

ds 

dq 


— r 

dp 

d 

dG 


-P 

dG 


ds 

dr 

^ dp 

dq 



Diese Gleichungen, in denen G eine homogene Function zweiten 
Grades von p , q^ r mit constanten Coefficienten bedeutet, haben 
dieselbe Form wie die Gleichungen 17) der siebenten Vorlesung, 
welche sich auf die Rotation eines schweren, staiTen Körj)ers um 
einen festen Punkt beziehen; sie stimmen mit diesen völlig überein, 
wenn man s = t, G = T und — F = dem Producte aus dem Ge- 
wichte des Körpers in den Abstand seines Schwerpunktes von dem 
festen Punkte setzt. Auch die Bedeutung der 9 Üosinus ß, y 
und der Grössen p, q, r wird dabei, hier und dort, dieselbe. Da 
dort als 2 r~ Achse die von dem festen Punkte durch den Schwerpunkt 
gezogene Linie gewählt war, hier aber die Achse die Tangente 
des Stabes ist, so giebt es daher stets einen schweren starren, um 
einen festen Punkt rotirenden Körper, der dem Stabe in der Art 
entspricht, dass die durch den festen Punkt und den Schwerpunkt 
geilende Linie immer der Tangente des Stabes parallel ist, wenn 
s = I angenommen wird. Ist das Rotationsproblem gelöst, so hat 
man, um die Gestalt des Stabes kennen zu lernen, noch die 


Gleichungen 





34 a) 


zu bilden. 
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§ 6. 

Das Problem der Rotation eines schweren Körpers nm einen 
festen Punkt ist, wie in der siebenten Vorlesung auseinander gesetzt, 
nicht allgemein lösbar; ein Fall, in dem es gelöst werden kann, ist 
der, dass die Schwere nicht wirkt; diesem Falle entspricht hier der, 
dass r=0 ist, d, h. dass die Summe der Componenten nach irgend' 
einer Richtung der Druckkräfte verschwindet, die auf die Elemente 
eines Endes des Stabes ausgeübt werden. Ein anderer Pall, in dem 
das Rotationsproblem gelöst worden ist, ist der, dass die Schwere 
wirkt, der Körper aber ein Rotationskörper und der feste Punkt ein 
Punkt der Rotationsachse ist; diesem Palle entspricht hier der, dass 
zwischen den Constanten der Elasticität des Stabes und den Con- 
stanten seines Querschnitts gewisse Beziehungen bestehen. Diese Be- 
ziehungen bestehen, wie wir nun zeigen wollen, wenn die Substanz 
des Stabes isotrop und sein Querschnitt ein Kreis ist. 

Für einen isotropen Körper ist nach § 1 der vorigen Vorlesung 

f=—K ^ ^ _|_ e + . 

Aus den Gleichungen 20 a) folgt daher 

— Vy — 1 -|- 2 0 ' — * 

Die Gleichungen 19) und 20) werden 


und für ^ 0 


dx^ * dy^ 



;i5) 


:}6) 


Der Querschnitt des Stabes soll ein Kreis sein; wir haben daher 
g ^ — const. 


zu setzen. Bei diesem Werthe von g folgt aus 35), 36) und 18) 

— 0 . 

Die Gleichungen 15) geben daher 


z,^py — qx + 0^ y, = rx, x,:=~-rg. 

Es ist also 

f=-K (1^1 {ptj ~ qx -f- 0 f + 4- 

und nach 21), wenn man die durch 26) definirten Zeichen X 
benutzt, 
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l_+3^ 

14-26 


Y + 2^) + Y /-^ + 


14-30 

14-26 



Hiernach erhält man endlich für die bei 33) definirte Function G 


« — f (t4If (!>’ -I- «’) -F >-4 37) 


Hierdurch ist die oben ausgesprochene Behauptung bewiesen, dass 
für den isotropen Stab von kreisförmigem Querschnitt G dieselbe 
Function von q, r ist, wie die lebendige Kraft für einen Rota- 
tionskörper, der um einen Punkt seiner Symmetrie- Achse rotirt, und 
es ist gezeigt, dass die allgemeine Lösung der Gleichungen 34 ) für 
einen Stab der genannten Art auf demselben Wege gefunden werden 
kann, der für das entsprechende Rotationsproblem im § 4 der sieben- 
ten Vorlesung angegeben ist. 

Wir wollen uns darauf beschränken, die Lösung für einen 
speciellen Fall wirklich zu bilden. Wir setzen 


= ^33 = — m 

und führen die durch die Gleichungen 8 ) der fünften Vorlesung 
defiiiirten Winkel 0 ’, 9 , / ein, wodurch das Zeichen f eine andere 
Bedeutung erhält, als diejenige, in der wir es bisher in unseren 
jetzigen Untersuchungen gebraucht haben. Die Gleichungen 34) 
werden dann 


’S“ (^11 — ^33) + r Sill /■ sin S' 


di "" (^33 — Al) — r cos f sin ■a- 39) 



Zu diesen fügen wir die Gleichungen 



sin / — ^ cos f 


sin ^ 


=p cos f+ q sin f 


40) 


IL 

ds 


= cos d' 


dq) 

ds 




welche aus den Gleichungen 21), 13) und 15) der siebenten Vor- 
lesung bei Rücksicht auf die Gleichungen 8 ) der fünften sich ergeben, 
wenn man s statt l schreibt. Wir werden sehen, dass den Glei- 
chungen 39) und 40) bei der Annahme 

# = const. 


genügt werden kann; die' Lösung, die unter dieser Annahme gilt, 
ist eben diejenige, die wir bilden wollen; sie entspricht de?^ Bewegung 
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eines um einen Punkt der Symmetrieaclise rotirenden scliwereii Ko- 
tationskörpers; bei der diese Achse einen geraden Kegel um eine 
verticale Linie beschreibt. Ist d' constant; so ist die erste der Glei- 
chungen 40) 

0 = p sin / — ^ cos /, 
wofür wir schreiben können 

p^/p^ + cos/, sin /• , 41) 

wo das Vorzeichen von Yp^ unbestimmt bleibt. Hiernach geben 
diß beiden ersten der Gleichungen 39), wenn man sie mit p und q 
multiplicirt und addirt, 

-f- q^ = const. , 

während aus der dritten immer 


= const. 


folgt. Weiter ergeben dann die beiden letzten der Gleichungen 40), 
wenn man unter cp^ und /„ zwei willkürliche Constauten versteht, 


9 — 


sin d' 


iL s f f ( + <7'^ \ 




Es ist noch eine der beiden ersten der Gleichung'on litl) zu 
erfüllen; setzt man in sie für p und q ihre Wertlic aus 41), so ver- 
wandelt sie sich in eine Gleichung zwischen Constanten, niliulicli in 
die Gleichung 




sin '0’ 


V])^ + (p 


4 : 5 ) 


Um die Gestalt zu linden, die der Stab hat, wenn die aulgestellten 
Gkiehungen gelten, hat mau noch die Gleichungen Ihla) zu ent- 
wickeln. Setzt man in diesen, den Gleichungen 8 ) der fünften Vor- 
lesung gemäss 

«3 = cos 9 sin «■, /3., = sin <p sin ü' , y.^ = cos », 

macht bei der Berechnung von | und tj nach 42) 

^ sin •a- 

und verfügt auf gewisse Weise Ober den Anfangspunkt d(;r £ ri t 
SO erhält man ^ 


sin^ '0’ 

sm (jp , r/ = 


Vp^'+ 


sin^ d- 
yp^ + q 


-COS 9), g = ,s‘C0S'9'. 44) 


Hiernach bildet der Stab eine SchrctvbenUnk, deren Achse die g- Achse 
ist; der Kadi US des Oylinders, auf dem sie liegt, ist 
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sin^ <0’ 

fp^ + q ’ 

die Höhe eines Schraubenganges, 


45) 


2 31 sin -O* cos -O* Ai^\ 

— • ) 

Was die Druckkräfte betrifft, die auf das Ende 5 = 0 des Stabes 
von Aussen ausgeübt werden müssen, damit dieser in der berechneten 
Gestalt, bei beliebig gegebenen Werthen der Constanten -it, (f 

und r im Gleichgewichte sei, so ist die Kraft F durch 43) bestimmt. 
Wir haben, um die Analogie zwischen dem Problem des Gleich- 
gewichts eines elastischen Stabes und dem Problem der Rotation 
eines schweren Körpers vollständig zu machen, die g-Achse so gewählt, 
dass JT, wenn es nicht verschwindet, negativ ist. Halten wir diese 
Annahme fest, so müssen wir es als eine Bedingung, der die Werthe 
von d'^ Vp^ ^ j 2 U genügen haben, ansehen, dass die Gleichung 
43) nicht einen positiven Werth für F ergiebt Diese Bedingung 
fällt aber fort, wenn wir, was wir thun wollen, auf die Vollständig- 
keit jener Analogie verzichtend, positive und negative Werthe von 
F zulassen. Es bleibt noch übrig, die Drehungsmomente M , My 
zu ermitteln. Aus 33), 37) und 38) liudet man zunächst 

^ 3 ; 


wofür nach 41) sich schreiben lässt 


A4 = A, 


yp^+ 0 

sin '0’ 






■4, 


sin ■0’ 






.b'i+ii 

sin -0' 


yi\ + 




tg 0' 


Substituirt man diese Werthe in die Gleichungen 28), so findet man 
bei Rücksicht auf die Relationen, die zwischen den 9 Cosinus 0 :^, « 2 ? • • 
bestehen, und auf die Gleichungen 43) und 44) 


My = ]/p' + q- sin + A.y^r cos fi’. 

Ein specieller, hierher gehöriger Pall möge noch erwähnt werden. 
Besteht zwischen den Constanten f/p- -f- q-^ r die Relation 


tg 


y 


47) 


so ist /, wie aus 42) folgt, einer Constanten, nämlich 4, gleich; 
nach 41) sind daher dann auch p und wie r, constant. Den 3 
Grössen r kann man beliebige constante Werthe ertheileu, in- 
dem man über /p- -4' ^ /’o; passend verfügt; der Fall, dass p, 

q^^r constant sind, ist also immer in dem vorher behandelten ein- 
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begriffen. Auch in ihm bildet der Stab eine Schraubenlinie; der 
Radius des Cylinders, auf dem sie Hegt, ist 

y7~+7 

die Höhe eines Schraubenganges 


2 7tr 




wie aus den Ausdrücken 45) und 46) folgt, wenn man erwägt, dass 
aus 47) 

cos d' = , sin O- = 48) 

fpl _j_ ^2 _J_ ^2 _|_ ^2 _j_ y.2 


sicli ergiebt, wo das Vorzeichen der Wurzelgrösse Yp- + -f- 

passend zu bestimmen ist. 


§ 7 . 

Es soll nun ein Beispiel für das Gleichgewicht eines isotropen, 
im natürlichen Zustande gekrümmten Stabes behandelt werden. Nach 
der am Ende des § 2 gemachten Auseinandersetzung haben wir, um 
von dem Falle eines ursprünglich geraden zu dein eines ursprünglich 
gekrümmten^ isotropen Stabes überzugehen, in dem Ausdrucke der 
Function f an Stelle von q, r zm setzen p — p', q — q\ r — r', 
wo p', q\ r die Werthe bezeichnen, die p, < 7 , r erhalten, wenn der 
Stab aus einem Zustande, in dem er gerade ist, in seinen natürlichen 
Zustand übergeht. Nimmt man dieselbe Substitution bei F und G 
vor, so gelten auch dann alle Schlüsse, welche in den §§ 4 und 5 
an die Function f geknüpft sind , und es behalten die Gleichungen 84) 
ihre Gültigkeit. 

Ist der Querschnitt des Stabes ein Kreis, so treten daher an 
Stelle der Gleichungen 39) die folgenden 

~ ('" -'■') + sin /■ sin ff 

A,, ^ - = A.| 3 jo(r — r") — A^^r {p — //) — F cos /'sin ff 49) 

Ai = Ai (.p — p') — p (d — d')) ■ 

Dazu kommen ungeändert die Gleichungen 40). 

Im Allgemeinen werden p\ q\ r Functionen von .v sein, die 
bedingt sind durch die ursprüngliche Gestalt des Stabes 5 wir wollen 
annehmen, dass sie constaut sind, d, li. nach der am Ende des 
vorigen § gemachten Bemerkung, dass der Stab ursprünglich eine 
Schraubenlinie bildet. Wir wollen zeigen, dass den Gleichungen 49) 
und 40) sich dann durch die Annahme genügen lässt, dass auch 


§ 7. StaL , der ursprünglich eine Schraubenlinie bildet. 


427 


r constant sind, d. h. durch, die Annahme, dass der Stab eine 
Schraubenlinie bleibt. Die letzte der Gleichungen 49) giebt bei 
dieser Annahme 

JL- JlL 

p g 

und die beiden andern redueiren sich bei Rücksicht hierauf auf die eine 


0 = (^1 — — ^3 (r — r') + 

wenn man benutzt, dass nach 41) und 48) 




sin / sin '9’ 


: , cos / sin '9’ = . 


- ^ / • / K^JLXJU 1-^ — / ■ 

yp^ 4 " 

ist. Die Gleichungen 40) aber werden erfüllt, wenn man 


cos 9’ = -7===rr=r 

y 4~ *4* 

9 = <Po + s j/p^ + 



setzt, welche Gleichungen im vorigen § aus den Gleichungen 40) 
unter der Voraussetzung, dass '9’ und / constant sind, abgeleitet sind. 
Weiter ergiebt sich dann 




y?)^ + 


p^ + P’ + r 


sin 9 , 7] 


yp^ + <7^ 

jy2_j_ ^2_j- ,.5 


cos 9 , s = 


y P^ + + r2 


und, wenn man benutzt, dass 


ist, 


/>4. = ^ 1 , (p —p'), My^ {q — q’), M, = A.^.^ — >’') 

i?4=0, Ms^O, 


My = Af, 


yp^-i-9^ + r^\ P) 


^33 


r (r — r- ') 

Vpä _f_ ^2 _|_ ,.2 



Neunundzwaiizigste Vorlesung. 

(üneiidlich kleine Formiliiderimgen eines unendlich dünnen, urspriinj^dicli 
cylindrischen Stabes. Biegung und Torsion für den Fall, dass der Stab isetTOp 
und nicht gespannt ist. Arbeit der durch die Dilatationen erzeugten Krilfh* 
für einen isotropen gespannten Stab. Biegung eines gespannten Siabi's. 
Methode von s’Graveaandc zur Bestimmung des JOlasticitätscoefiicienten von 
Drähten. Biegung eines horizontal ausgespannten Drahtes durch seine Seliw<‘r(\ 
Longitudinal- und Torsioiisscliwingungen eines Stabes. Transversa, Iscliwingungeu 
eines ungespannten Stabes. Transversalschwingimgeii einer schwach gespannbai 
und einer stark gespannten Saite.) 


§ 1. 

Es sollen nun Gleichgewicht und Bewegung eines eylindrischeii, 
laiendlich dünnen Stabes unter der Vorausset/. lim g weiter untersiKdil, 
werden, dass die Verschiebungen seiner Theile unendlich klein sind, 
dass also p, q und r unendlich klein sind. Wir lassen zuerst den 
Fall ins Auge, dass der Stab im Gleichgewichte ist, uiul aut sinne 
Theile keine Kräfte wirken. Dann gelten die (jilin'cliungen B4) der 
vorigen Vorlesung. Da die Aenderuugen , welche die 1 ) (losiiius 
/3j , . . auf der ganzen Länge des Stahes erhilircni, unendlich khnn 
sind, so können in ihnen und y., als eonstant augenoinnuni w(‘rdeii, 
vorausgesetzt, dass sie selbst endlich sind, dass also di(‘ Itichiuiigen 
der Theile des Stabes nicht bis auf unendlich kleine Uiii.m’schiedi; mit 
der lüchtung der Kraft F überein stiinmon. Diesen ha, 11 scliliessen 
wir vorläufig aus. Wir köirneii dann 


y^r=A, y^r^ii 

setzen, indem wir unter A und B Constanten verstehen. Ihn Ver- 
nachlässigung unendlich kleiner Grössen höherer Ordnung wmalen 
die genannten Gleichungen dadurcli 


do p da . (I dd .. 

dp ’ ds d<} " ^ ds dr ^ 


I) 


und diese Gleichungen gelten, welches aucii das Oeonlinateiisyshnn 
der 72) & sein möge, ebwolil die Gleichungen B 4 ) eiiKi gewiss«“ 
Richtung der Achse voransseizen 5 man sieht das ein, wenn mau 
erwägt, dass die Grössen r ilirer Bedeutung nach von deni 

Achsensystem der t], ^ ganz unabhängig sind, ebenso wie die in 
der Function G vorkommenden Coeflicienten. Durch .Integration 
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dieser Gleichungen erhält man r als lineare Functionen von 

s ausgedrückt; die drei willkürliche Constanten enthalten; diese 


lassen sich durch die Werthe bestimmen, die ~ d. h. die 

^ op^ 0 Qy dr ^ 

Drehungsmomente My^ an einem Ende des Stabes besitzen. 
Die Achsen der rj, ^ können und wollen wir so legen , dass die 
Richtungen der Achsen der y , z überall unendlich wenig von 

ihren Richtungen abweichen; es sind dann «j, unendlich 

wenig von 1 verschieden und «o? ^ 3 ? /^ 3 ; ß\j ?\: 7 2 unendlich 
klein. Aus 


folgt daher 


p = 

= «2 

da^ 

ds 

-f 

k 

dß, 

ds 

+ 

n 

dVz 

ds 

a = 

= «1 

duz 

ds 

+ 

ßi 

dßs 

ds 


Yi 

dy, 

ds 

r = 

= «2 

dcc^ 

ds 

+ 

ß2 

dßi 

ds 

+ 

Y2 

dyi 

ds 





dccg 



dßi 

“ 

ds 

7 < 

Z 

ds ’ 

r ■■ 


ds 


Berücksichtigen wir die Gleichungen 12) der vorigen Vorlesung und 
schreiben für , so erhalten wir hieraus 


d^Y) _ d'ip 

ds^ ^ ^ ds^ ? ^ 


2 ) 


Durch Integration dieser Gleichungen ergeben sich ^ und ti als 
Functionen dritten Grades und ergiebt sich if als Function zweiten 
Grades von 5 ; | und 7 ] bestimmen dann die Biegung and ^ be- 
stimmt die Torsion des Stabes. 

Wir specialisiren den betrachteten Fall nun weiter durch die 
Annahme, dass die Substanz des Stabes isotrop ist; den Querschnitt 
desselben lassen wir aber unbestimmt. Den am Ende des § 3 der 
siebenundzwanzigsten V orlesung definirten Elasticitätscoefficienten, 
d. h. die Grösse 


2 /{ 


i + ae 
1 + 20 


7 


bezeichnen wir durch E, setzen 



und benutzen, dass die Achsen der x und y so gewählt sind, dass 



jydx dy = 0, 


^ xy dx dy — 0 


ist. Eine Betrachtung, die ähnlich der im Anfänge des § G der 
vorigen Vorlesung durchgeführten ist, lehrt F und G kennen. Die 
dort mit bezeichnete Grösse muss den Factor r enthalten; mit 
Benuizung hiervon findet man 
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F — — Y 4) 

WO Q eine Constante bedeutet^ die für den Fall, dass der Querschnitt 
des Stabes ein Kreis ist, 

1 — 2 0 itj “t“ K 2 

"" T+l'e' 2 


ist, während für einen anders gestalteten Querschnitt q === diesem 
Ausdrucke, multiplicirt mit einem Zahlenfactor ist, der für eine 
elliptische Gestalt nach der im § 3 der vorigen Vorlesung durch- 
geführten Rechnung sich leicht angeben lässt. Aus 4) folgt weiter 


e = — -f- + 9^'^)- 

Die Gleichungen 1) geben hiernach 




dp 

ds 


-B, 


Eoc^ 



dr 

ds 


= 0 . 


Für die beiden Enden des Stabes sei 5 = 0 und 5 = /; dabei sei l 
positiv. A und ß lassen sich dann definiren als die Summen der 
Componenten nach der x- und der ^-Achse der Druckkräfte, welche 
von Aussen auf das Ende des Stabes 5 = 0 ausgeübt werden. Statt 
A und B wollen wir lieber die entsprechenden Componentensuinmen 
der Drucke einführen, welche auf das andere Ende von Aussen her 
wirken; nennen wir diese X' und F\ so ist 


und also 


A = — Ä\ B = —Y' 


En 


dp 


^ ds 


r. 




dr 

ds 


L. _ 0 . 


Diese Gleichungen integrire man und bestimme die Integrationscon- 
stanten durch die Drehungsmomente der auf das Ende s = l von 
Aussen wirkenden Druckkräfte in Bezug auf die diesem Ende ent- 
sprechenden Achsen der a:, y, z. Nennt man diese Drehuiigsmomente 
Mxj My\ Mlj so ist für 5 = / den Gleichungen 33) der vorigen Vor- 
lesung zufolge 

En^p = E%^(j = My, Eqt = 3E. 

Daraus folgt für andere Werthe von s 


En^p — Mx y (l 5 ), E%^(i — My -j- X' (/ — 5 ), Eqt ^== Mz> 

Mit Hülfe der Gleichungen 2) erhält man hieraus bei passender Wahl 
des Coordinatensystems der g 

E^il) = M^s, 
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Auf den beiden ersten dieser Gleichungen beruht eine vielfach 
benutzte Methode zur Bestimmung des Elasticitätscoefficienten E 
aus Messungen über die Biegung eines Stabes. Ist der Elasticitäts- 
coefficient bekannt , so bietet die dritte Gleichung ein Mittel, um 
die Constante 0, die in dem Ausdrucke von q vorkommt, aus 
Messungen über die Torsion zu berechnen. Es ist von Poisson die 
Behauptung ausgesprochen, dass bei allen Körpern, wie wir sie hier 
betrachten, 0 = ^ sei; man hat diese Behauptung mit Sicherheit 
weder beweisen, noch widerlegen können, weil man bei keinem 
Körper mit Sicherheit voraussetzen kann, dass er homogen und 
isotrop ist. 


§ 2 . 

Wir haben im vorigen § den Fall ausgeschlossen, dass die 
Richtungen der Theile des Stabes bis auf unendlich kleine Ab- 
weichungen mit der Richtung der Kraft übereinstimmen, die in der 
vorigen Vorlesung mit F bezeichnet ist. Wir wollen jetzt diesen 
Pa.ll mit ins Auge fassen. Dabei wollen wir das Princip der vir- 
tuellen Verrückungen benutzen und von der Gleichung 4) ausgehen. 
Für JO, q, r haben wir ihre Werthe aus 2) zu setzen. Um einen 
Ausdruck für 6 zu bilden, machen wir. 

wo dann co eine unendlich kleine Grösse bedeutet. Nach der in der 
Gleichung 11) der vorigen Vorlesung von a gegebenen Definition 
ist dann 

und hieraus folgt, wenn wir es unbestimmt lassen, in welchen Be- 
ziehungen die Grössenordnungen zu einander stehen, von welchen 
ca unendlich klein sind, 

Der Ausdruck der Arbeit, welche die durch die Verschiebungen er- 
zeugten Kräfte für eine Verrückung leisten, bei denen 5, *3^, ^ 

und dij, dca, wachsen, also der Ausdruck von 

I 

djfds , 

0 

WO 0 und l als die den Enden des Stabes entsprechenden Werthe 
von s angenommen sind , ist dann der Gleichung 4) zufolge 
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^ ds^ ds^ 


. d^ rj d^^ri 

' ds^ ds^ 


+ Q 


dafj d^'if) 
ds ds 


-j- ^6 



rZ| dd^ 
ds ds 



Durch partielle Integrationen lässt sich derselbe in die folgende Form 
bringen : 


i 



Den Varmtionen d'r/^ ^ ^ ~!is ’ ^ ^ wollen wir min 

die Beschränkung aiifiegen, dass sie für .s* = 0 verschwinden , und 
einen Ausdruck für die Arbeit dei* Druckkräite bilden, welclui von 
Aussen auf das Ende des Stalies wirkmi, l'ür welches .v = / ist. Mii 
Hülfe des Ausdruckes 24) und der Gleichungen 18) und 19) der lÜnFinn 
Vorlesung, so wie der Gleichungen 12) der vorigen linden wir diiisi^ 
Arbeit 

= X'd^ + r'dri-\- Z'Jia — MJÖ ^ + /»// ä + llf.’d ip , 7 ) 

WO die Variationen für .v = l zu nehmen sind, die Zeiclum V\ 
My\ Ml dieselbe Bedeutung, wie im vorigioi § lialxni und 7/ 
die Summe der Componenten nach der z- Achse der Druckkräfbi b(n 
deutet, auf welche jene Zeichen sich bezielnvii. 

Die Bedingung für das Gleichgewicht ist, dic^ dass die Siimnu^ 
der Ausdrücke 6) und 7) verschwindet, welches auch die willkür- 
lich gebliebenen Werthe der in ihnen vorkonnuenden Variationen 
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sind. Die hieraus folgenden Gleichungen enthalten die im vorigen 
§ für einen isotropen Stab abgeleiteten Resultate, sind aberr inso* 
fern allgemeiner, als sie auch den dort ausgeschlossenen Pall- um- 
fassen. 

Für die Torsion ^ ergiebt sich hier derselbe Ausdruck, der dort 
gefunden wurde. Es folgt ferner, dass 6 constant, und zwar durch 
die Gleichüng 

El6 = Z' 8 ) 


bestimmt ist. Mit Hülfe dieses Werthes von 6 ist jede der Grössen 
iq, welche die Biegung bestimmen, aus der für sie geltenden 
Differentialgleichung und den zugehörigen Grenz bedingungen zu be- 
rechnen. Ist das geschehen, so lehrt die Gleichung 5) ^ und, wenn 
man noch festsetzt, dass co mit s verschwindet, cd selbst kennen. 

Die Differentialgleichung für | ist 


E% 


1 ds‘^ 



0 ; 


9 ) 


dazu kommen die Grenzbedingungen, dass für 5 = 0 

S --0 “) 

und für 5 = / 


ist. 




MJ 


7? dn 


^ ds 


^ X' 


11) 


Wenn Z' nicht unendlich gross gegen Ä' ist, so ist das zweite 
Glied der linken Seite der letzten dieser Gleichungen unendlich klein 
gegen ihre rechte Seiten die genannte Gleichung kann daher ge- 
schrieben werden 


E% 


1 ds^ 


Vorausgesetzt, dass ^ und ^ von derselben Grössenordnung sind, 
^ ^ ds^ ds ö ) 

folgt zugleich, dass Z' unendlich klein gegen Ek^ ist und hieraus 

wieder, dass die Gleichung 9) sich schreiben lässt 



Daraus ergiebt sich dann derselbe Werth von der im vorigen § 
abgeleitet ist. 

Aehnliclie Betrachtungen, wie über lassen sich über an- 
stellen. 
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§ 3. 

üm die allgemeineren, im vorigen § für die Biegung aufge- 
stellten Formeln auf ein Beispiel anzuwenden, behandeln wir eine 
Methode zur Bestimmung der Elasticitätscoefficienten^ die für dünne 
Drähte sehr bequem ist und von s'Gravesande herrührt. Die Methode 
ist diese: es wird der Draht horizontal zwischen 2 Klemmen aus- 
gespannt, an seine Mitte ein Gewicht gehängt und die Senkung 
beobachtet, die dadurch diese Mitte erfährt. Eine Hälfte des Drahtes 
sehen wir als den Stab an, auf den unsere Formeln sich beziehen, 
den Punkt, welcher das Gewicht trägt, als das Ende 5 = 0; die 
I-Achse nehmen wir vertical aufwärts gekehrt an. Der Stab be- 
findet sich dann in der |^-Ebene, es ist 12 = 0,/ die halbe Länge 
des Drahtes, g für 5 = / die beobachtete Senkung und Ä' die 
Grösse des angehängten Gewichtes. M/ und Z' sind hier nicht direct 
gegeben; zur Bestimmung dieser Grössen hat man die Bedingungen, 
dass für 5 = / 

= 0 und £ 0 = 0 ' 
ds 


ist, wenn 03 ' die Verlängerung bedeutet, die die Hälfte des Drahtes 
erfuhr, als dieser zwischen den Klemmen ausgespannt wurde. 

Man setze 

oder, was nach 8) dasselbe ist, 

h- = ö; 12) 

die Gleichung 9) wird dann 


cLd 


= h:^ 


ds^ ■ 


Das Integral derselben, das den für 5 0 zu errnllendeii Hedinguiigon 

10) genügt, ist 

g = ^ lis B hs — 1), 

wo A und B willkürliche Constanten sind. Die Bedingungen 11) 
geben für diese 

= JiMy — 

Eyt^h^B -j- = liMy + 

während daraus, dass für 5 = / verschwindet, 

^ da " ^ 

A — 1) 4- i? (_ _|_ 1) === 0 

folu’t. Aus diesen 3 Gleichuno’en ermebt mV.h 


§ 3. Yersnclie von s’ Gravesande. 
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M U 

.2 . 2n / 2 


^hMy {e^ + e (e^ 


)z' 


£xjk3A(e^ -i- e 




£}Ctk^B (e'^ -i- e ^) = Z'. 


Bezeichnet man den Werth von ^ für s = / durch und setzt zur 
Abkürzung 

hl 

-^=p> 

so findet man hieraus 


w_ X'fi 1 /. 1 gi’— e-j> \ 

’ 4£«, p^\ p gPig-p)' 


13) 


Um nach dieser Gleichung den Elasticitätscoefficienten E berechnen 
zu können, muss man p noch ermitteln. Aus 5) und 12) folgt 

i 




Es ist aber 


IL 

äs 


X'l^ 1 
4:Eytf 


1 — 


e^+e-P 




hiernach wird die letzte Gleichung, wenn man das durch 13) bestimmte 
I' einführt, 

^ «2? 4- + 4 _ I i (e^P _ e-2i>) 


4p2 


Ki 


co'l + -% 


2 p 


(eP + c-P - - (eP - e-P)y 


14) 


Der Factor von positiv, cu' nehmen wir als positiv an. 

Hieraus folgt, dass, wenn eine der Grössen cj' l und unendlich 

gross gegen ^ ist, oder, wenn beide es sind, p unendlich gross sein 

muss. Dieser Fall ist bei den in Rede stehenden Versuchen näherungs- 
weise verwirklicht. Für sie ist daher nach 13) und 14) in erster 
Näherung 




X'l^ 


4: p ‘ 




also 


E^' + Ä'P. 


Will man die Glieder nächstkleinerer Ordnung berücksichtigen, so 
hat man hierzu die Gleichungen 
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ZU benutzen; deren zweite p kennen lehrt, wenn man in ihrer rechten 
Seite für p seinen ersten Näheruugswerth setzt. 

Wir merken noch Folgendes an. Der Factor von in der 
Gleichung 14) wird für keinen endlichen Werth von p unendlich; 

daraus folgt, dass, wenn co'l und unendlich klein gegen ^ 

sind; unendlich klein sein muss. In diesem Falle giebt daher die 
Gleichung 13) 

^ 12 * 


§ 4. 


Wir wollen nun ein Beispiel für das Gleichgewicht eines Stabes 
behandeln, auf dessen Theile Kräfte wirken. Einen Draht denken 
wir uns horizontal zwischen zwei Klemmen ausgespannt und suchen 
die Biegung, die er erleidet, wenn auf seine Theile die Schwere 
wirkt. 

Die Achse sei vertikal abwärts gekehrt, g die Schwere, p die 
Dichtigkeit des Drahtes; aus dem Ausdruck 6) folgt dann 






iiig 
E ’ 


de 

ds 


ist für die Enden des Drahtes s — l und s ■ 
Werthe von s 

g = 0 und 4“ = 

ds 


= 0 ; 

ly SO soll für diese 


sein; bedeutet co' die Verlängerung, welche eine Drahthälfte bei dem 
Ausspannen erlitten hat, so ist endlich 


I 



Diese Gleichungen lassen sich in ganz ähnlicher Weise behandeln, 
wie die Gleichungen, die wir im vorigen § entAvickelt haben. Wir 
wollen uns hier aber auf die Betrachtung der Grenzfälle beschränken, 
der Fffle, dass gegen la (oder gegen Ifrj, was dasselbe ist, da 
wir l als endlich ansehen) unendlich gross oder unendlich klein ist. 

Ist unendlich gross gegen A(?, so wird die für § aufgestellte 
Differ entialglei chung 

lilfj 

ds* ~ Ev-i ’ 

vorausgesetzt, dass ^-f nicht unendlich gross gegen -’f ist. Ihr 

ClS'^ o o o ^<.4 

und den 4 Grenzbedingungen wird genügt durch 



§ 4. Biegung eines gespannten Stabes durch sein Gewicht. 
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Es wird unendlicli gross gegen wenn /ca' und | unendlich 
klein sind gegen die Dimensionen des Querschnittes des Drahtes. 

Ist eine der Grössen /ca' und | dagegen unendlich gross gegen 
die Dimensionen des Querschnittes, oder sind es beide, so ist un- 
endlich klein gegen X 0 und die Differentialgleichung für ^ wird 

^ 

ds^ Bg ^ 


vorausgesetzt, dass nicht unendlich gross gegen ist. Das 

Integral dieser Gleichung, das der Bedingung genügt, dass | für 5 = + ^ 
verschwindet, ist 


±9__ 

^Ea 




Der Bedingung, dass für die Enden des Drahtes auch ver- 
schwindet, kann dasselbe nicht angepasst werden ; unendlich nahe an 
den Enden ändert sich unendlich schnell, hier ist ^ unenälich 

n.s ' na* 


gross gegen — und es gilt nicht die vereinfachte Differentialglei- 
chung. Zur Bestimmung von 0 ergiebt sich die* Gleichung 


i 6 



§ 5. 


Die folgenden Betrachtungen sollen sich auf die Schwingungen 
eines unendlich dünnen Stabes beziehen. Wir beschränken dieselben 
auf den Fall, dass die Schwingungen unendlich klein sind und der 
Stab ursprünglich gerade und isotrop ist. Die Differentialgleichungen 
der Bewegung findet man leicht mit Hülfe des Hamilton’schen 
Princips aus dem Ausdrucke 6) und der Gleichung 27) der vorigen 
Vorlesung. Bei der letzteren hat man zunächst zu beachten, dass 
bei unseren jetzigen Annahmen nach 25) der vorigen Vorlesung 


R = 


Ml 

dt ’ 


oder, wenn wir wieder 7 /; für schreiben. 



ist; setzen wir ferner wieder 



438 


Neunimdzwanzigste VorJesung. 


und führen die durch 3) definirten Oonstanten und %2 so wird 
die genannte Gleichung 

T - fßs I J ((i|y + (If)’) + df)’) + K + «,) (Iffl ■ 

Daraus folgt für 

ä j" Tdt, 

wenn man für die Grenzen der Zeit öt}, Ö(Oj dtp gleich Null 
setzt, der Ausdruck 



Wir untersuchen specielle Fälle. Zuerst nehmen wir an, dass 
der Stab bei seiner Bewegung gerade bleibt, d. h. wir setzen 


Da dann nach 5) 


I == 0 und = 0. 


6 = 


d(o 

ds 


ist, so liefert das Hamilton^sche Princip die Differentialgleichungen 


und 


d^co ß ca 

fl ds^ 

d^'fp ßQ 


Die erste von diesen bestimmt die Longitudinal- Schwingu7ige7iy die 
zweite die Torsions-Schwingungen des Stabes. Beide sind von der- 
sslben Form, einer Form, die wir schon in der dreiundzwanzigsten 
Vorlesung zu behandeln gehabt haben. Sie stellen Wellen dar, 
die theils in der Richtung, in der s wächst, theils in der ent- 
gegengesetzten Richtung mit einer constanten Geschwindigkeit sich 
fortpflanzen. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der longitudinalen 
Wellen ist 

die der Torsionswellen 

i/zuiiz . 

f (h, + %2) 

Sowohl durch longitudinale, als durch Torsions-Schwingungen kann 
der Stab einfache Töne geben; es ist leicht, die Schwingungszahlen 
derselben und die Lage der Knoten^ die ihnen entsprechen, zu be- 
rechnen. Es wird ausreichen, das für die Longitudinalschwingungen 
zu zeigen, da die Torsionsschwingungen sich von diesen in der 
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Rechnung nur durch einen andern Werth der Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit unterscheiden. Wir schreiben die Differentialgleichung der 
Bewegung 

d^cü ,, 

indem wir mit a die Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer longitudi- 
nalen Welle bezeichnen, und setzen 

^ « 

G) = u sin 27tnty 

wo u eine Function der einen Variabein s sein soll; n ist dann die 
Schwingungszahl des Tones. Für u ergiebt sich dabei die gewöhn- 
liche Differentialgleichung 



das allgemeine Integral derselben ist 

. • ‘iTtn in '2 7t 71 

u — Asm s + B cos s, 

wo A und B willkürliche Constanten bedeuten. Es sind nun 3 Fälle 
zu unterscheiden: der Fall, dass beide Enden fest, der Fall, dass 
beide Enden frei sind, und der Fall, dass das eine Ende fest, das 
andere frei ist. Für ein festes Ende ist immer 

o == 0, also w = 0, 

für ein freies, wie aus dem Ausdruck 6) hervorgeht, 

|“ = 0, also ti = 0. 

OS ^ ds 

Für die Enden des Stabes sei 

^* == 0 und s = L 

Sind beide Enden fest, so genügt man den für u geltenden Be- 
dingungen, wenn man 

j . 2 TT 71 

u — A sm s 

a 

setzt, wo h eine ganze Zahl bedeutet; sind beide Enden frei, so 
liat man 

„ 27C71 

u = B cos s, 

a ^ 

während n denselben Werth besitzt; ist das erste Ende fest, das 
zweite frei, so ist 

. . 27171 

u = A sm s , 

a 

■IN ß 


rc\ t 
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Bei jeder dieser Schwingungsartea giebt es Punkte, für welche 
2 / = 0 ist, die also in Euhe bleiben; es sind dieses die Knoten"^ für 
dieselben ist in den 3 unterschiedenen Pallen, wenn k eine ganze 
Zahl bedeutet, 



und 


s = l 


^2k — 1 
2/^ 


S — I 


2k 

2 / 1—1 


§ 6. 

Wir lassen jetzt die Yoraussetzung fallen, dass der Stab gerade 
bleibt, machen aber die Annahme, dass ^ 0 und rj — 0 ist. 

Ebenso, wie dieser Pall, wäre der zu behandeln, dass ^==0 und 

Aus den Ausdrücken 15), 6) und 5) folgt mit Hülfe des Hamil- 
tonischen Principes 



Hierzu kommen gewisse für die Enden des Stabes, s = 0 und .v = /, 
geltende Bedingungen, die aus dem Ausdruck 6) abzulesen sind. 

Man erhält eine particuläre Lösung des vorgelegten Problems, 
wenn man 

CO = 0 und (? = 0 


setzt. Dabei ergiebt sich aus 16) für ^ die partielle Differential- 
gleichung 

dt^ ~ 




für ein freies Ende muss nach 6) 


dH 

ds^ 


0 und f| =0, 


für ein Ende, das so befestigt ist, dass es sich weder verschieben, 
noch drehen kann, 

1 = 0 und p- = 0 

OS 

sein. 

Wir nehmen an, dass der Stab einen einfachen Ton von der 
Schwingungszahl n giebt, und setzen 
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^ = ushi27cnt, 17) 

wo u eine Function von s bedeutet, die der Differentialgleichung 

d^U fC\ \0 

genügt. Führt mau eine Constante p durch die Gleichung 


ein^ so ist das allgemeine Integral derselben 

e “ + e 


18) 


u = A COS + B sin + C ■ 


ps ps ps 

T i ^'~T T , 


i 


WO Aj B, Cj D willkürliche Constanten bedeuten. Die 4 Grenz- 
bedingungen bestimmen 3 von diesen und geben für p eine trän- 
scendente Gleichung, deren Wurzeln bei Rücksicht auf 18) die Werthe 
kennen lehren, die n haben kann. 

Das Ende 1 = 0 sei frei; die beiden hier zu erfüllenden Bedin- 
gungen geben dann 

C==^A, D = B, 

also 


ps 


ps 


p s 


p s 

T 


„ _ A (cos If + ) + J) (sic ■ IS) 

Ist auch das Ende s = l frei, so müssen hiernach die Gleichungen 


yi + sin p'j + B — cos^)^ 


0 


0 


bestehen. Sie bestimmen das Verhältniss A: B und geben für;; die 
Gleichung 


(-2 “ V i ^ 

d. h. die Gleichung 


0, 


cos p = 1 . 


Die Wurzeln derselben sind die Werthe von die den Durchschnitts- 
puukten der Curven entsprechen, deren Gleichungen 

2 

y = cos X und y = ^ 

sind. Die Discussion dieser Gleichungen zeigt, dass p —0 eine Wurzel, 
und zwar eine 4-fache, ist, dass die nächstgrössere Wurzel etwas 

grösser als , die folgende etwas kleiner als — u. s, f. ist, und 
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dass die Wurzeln um so mehr einem ungeraden Vielfachen von 

® sich nähern, je grösser ihre Ordnungszahl wird, p = 0 entspricht 

einer unendlichen Schwingungsdauer, also keinem Tone; für den 
tiefsten Ton des Stabes, für seinen Gnmälon, ist näherungsweise 

p = ^ ^ d. h. = 4,712 ; einen genaueren Näherungswerth erhält man, 

wenn man p aus der Gleichung 

cosp = -^-^-^3^ 

2 I 2 

e “t- 6 

berechnet, aus der/> = 4^,730 sich ergiebt. Durch ein älinliclies Ver- 
fahren kann man alle Wurzeln der in Rede stehenden Gleichung 
mit beliebiger Genauigkeit finden. 

Die Knoten sind durch die Gleichung 

11 = ^ 

bestimmt; setzt man 

s 

7 ~ 

so ist dieselbe 


sm p j h cos px J 

feP + e-P \ ... \ 

= I 2 l-smpa;j- 

Nach der Rechnung von Strehlke’*’) sind die Wertlie vou x für 
die ersten Tone 


Ton 1. Ton 2. Ton 3. 

0,2242 0,1321 0,0!).14 

0,7758 0,5 0,3585 

0,8670 0,6415 

0,9056 


Ist das Ende s = l fest, während das Ende s = 0 frei ist, so 
gilt auch die Gleichung 19), aber zur Bestimmung von A : ß und 
p hat man 


Ä 

A 


( 

( 


e^_±e~l 



-|- COS 4" ^ ^ -^1- ^ -j- öinp^ = 0 

— sinp^ -f B + = 0^ 


woraus 


cos p 


' + e 


— 1 


'*) Dove’s Repertorium der Physik III, 110. 
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sich ergiebt. Die kleinste positive Wurzel dieser Gleichung ist etwas 
grösser als ~ (genauer 1,875), die folgende etwas kleiner als 
die nächste etwas grösser als ^ u. s. f. 

Für die Knoten ist, wenn wieder ~ — x gesetzt wird, 

\ 2 ^ \-oospxj 

f eP^e-P , \ (eP^~e-P^ , . \ 

= ^2 ^ p) V 2 f- sm px j • 

Wir wollen noch den Fall betrachten, dass, während das Ende 
5 = 0 frei ist, das Ende s — l in einer gewissen periodischen Be- 
wegung erhalten wird. Es sei für s = l 

§ = sin 27tnt, ^ = ß sin 2%ntj 20) 

wo a, ß und n gegebene Constanten sind. Der für | geltenden 
partiellen Differentialgleichung und den für 5 = 0 zu erfüllenden 
Grenzbedingungen genügt man auch dann durch die Gleichungen 17) 
und 19), wenn man p aus 18) berechnet; die für s = l aufgestellten 
Bedingungen geben 

a = A (- gf + ^ ^ 4- cosp) + B + sinp) 

= Ä — sinp) + B + cosp) , 

zwei Gleichungen, die im Allgemeinen A und B vollständig be- 
stimmen. Nur wenn die Determinante der Coefficienten von A und 
B verschwindet, d. h. wenn p und n einem der Töne entsprechen, 
die der Stab bei einem freien und einem befestigten Ende geben 
kann, werden A und B unbestimmt, falls das Verhältniss a : ß 
einen gewissen Werth hat, unendlich bei andern W^erthen dieses 
Verhältnisses. 

In ganz ähnlicher Weise lässt sich der Fall behandeln, dass statt 
der Gleichungen 20) die Gleichungen 

I = a' cos 27tnt, = ß' cos 27cnt 

für s = l bestehen sollen. Setzt man § gleich der Summe der Aus- 
drücke, die in diesen beiden Fällen für ^ gelten, so lernt man die 
Bewegung des Stabes in dem Falle kennen, dass für 5 = / 

g = a sin 271111 -|- a cos 27tnt 
p- = |3 sin 27tnt + ß' cos 27tnl 


ist. 
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§ 7. 

Wir wollen jetzt particuläre Lösungen der Gleichungen 16) aiif- 
sueheuj bei denen nicht gj und (? verschwinden und die auf die 
Transversalscliwingungen der Saiten sich beziehen. Man nennt einen 
gespannten Stab eine Saite ^ wenn seine Querdimensioneii hinreichend 
klein sind auch gegen die Verschiebungen seiner Theile. In dem 
zweiten Gliede der ersten der Gleichungen 16) kommt der Factor 

-y vor; dieser Factor ist von der Ordnung des Querschnitts; wir 

werden annehmen, dass der Querschnitt so klein ist gegen die Ver- 
schiebungen, die stattfinden, dass das genannte Glied unendlich klein 
ist gegen das dritte Glied derselben Gleichung. Die Gleichungen 
16) sind dann 

-Lr 

E dt^ hs ds ^ ds‘^~ 

^ de c>i\ 

E'dii^''~'ds 



Wir fügen die Bedingungen hinzu, dass 


für s = 0 g = 0 £a = 0 

für s = l § = 0 co = (u' 


ist, wo 03 ' eine gegebene Constante bedeutet; hierdurch ist ausge 
sf)rochen, dass die beiden Enden der Saite befestigt sind; der Werth 
von 0 }' bestimmt die Spannimg , die ihr gegeben ist. 

Wir wollen nur solche Bewegungen aufsuchen, bei welchen 

unendlich klein gegen ist. Bei dieser Annahme folgt aus den 


beiden ersten der Gleichungen 21), dass unendlich klein gegen 

+ IfH unendlich klein gegen , es 

muss also a ^ unendlich gross gegen und um so mehr un- 

endlich gross gegen |i sein. Hiernach ist die erste der Glei- 
chungen 21) 


dH 

Edt^~~ ds^ 


22 ) 


Daraus, dass unendlich klein gegen ist, folgt, dass um 

so mehr unendlich klein gegen o“ , dass also 6 unabhängig von s ist; 
nach der dritten der Gleichungen 21) hat man daher 
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und also nach 22) 


E di^ 


0 




23) 


Diese Gleichung vereinfacht sieh sehr wesentlich^ wenn die S^Dan- 

nung der Saite gross genug ist, wenn nämlich co' so gross gegen | 

02 £ 

ist, dass das zweite Glied des Factors von gegen das erste ver- 

7 Ö Ö 

nachlässigt werden kann. Bevor wir auf die Betrachtung dieses 
Falles näher eingehen^ wollen wir gewisse particuläre Lösungen der 
Gleichung 23) ahleiten^ welche gelten , wie klein auch die Spannung 
sein möge. 

Wir setzen 

^ = u sm ~Y~ ^ y 


wo m eine ganze Zahl, u eine zu bestimmende Function von i be- 
deutet; den Bedingungen, die § für 5 = 0 und 5 = / zu erfüllen hat, 
wird dadurch genügt; es wird auch der Gleichung 23) genügt, wenn 
man n aus der Differentialgleichung 

= “ (t ) F “ (t + (^) “■) 24) 

bestimmt. Das allgemeine Integral dieser ist 

u = a cos am h (i — to) , mod. % , 

wo a und zwei willkürliche Constanten sind, h und % zwei Con- 
stanten, die in gewisser Weise von a abhängen. Aus dieser Annahme 
für u ergiebt sich nämlich 



und diese Gleichung wird mit 24) identisch, wenn man 
^ -f- 4 / CO ^ 

macht. 

§ 8. 

Wir wenden uns zur Erörterung des Falles, auf den schon hin- 
gewiesen wurde, dass die Spannung der Saite so gross ist, dass in 

der Gleichung 23) das zweite Glied des Factors von gegen das 
erste Vernachlässigt werden kann. Die genannte Gleichung ist dann 
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dH _?ü_ . 

[i l d’*}^ 

Dazu kommen die Bedingungen, dass § für s = 0 und für s = l 
verschwindet. 

Dieselbe Differentialgleichung haben wir schon mehrmals zu 
behandeln gehabt, zuletzt bei der Untersuchung der Longitudinal- 
und Torsions-Schwingungen eines elastischen Stabes; unter den 
dort betrachteten Fällen befindet sich auch der, dass dieselben 
Grenzbedingungen, wie hier, zu erfüllen sind. Die für diesen Fall 
angegebenen particulären Lösungen gelten auch hier, und auch hier 
gilt, was dort über die möglichen einfachen Töne und die ent- 
sprechenden Knoten gesagt ist. Aus den bezeichneten particulären 
Lösungen wollen wir nun für die transversal schwingende Saite all- 
gemeinere zusammensetzen. Um die Formeln etwas zu kürzen, 
führen wir dabei solche Einheiten der Länge und der Zeit ein, dass 
I — 7t und die Dauer einer einfachen Schwingung beim Grundton 
= 7t wird. Eine particuläre Lösung ist dann 


eine andere 


I = sin mt sin ms ^ 


I = cos mi sin ms , 

wo m irgend eine positive ganze Zahl bedeutet; eine 
daher auch 


Lösung ist 


I — ^ (^An sin ml -|- cos mi^ 


sin ms. 


wo Arn) Bm willkürliche Gonstanten sind und die Summe in Bezug 
auf m von m = 1 bis m — oo zu nehmen ist. Diese Lösung lässt 

sich der Bedingung anpassen, dass | und |y für = 0 und für die 

ganze Saite beliebig gegebene Functionen von s sind. Gesetzt, 
sei für t ==■ 0 

wo U und TJ' Functionen von s bedeuten , die von s ~ 0 bis .s* = 7 t. 
beliebig gegeben sind, so wird erfordert, dass für dieses Intervall 


B = ^ Bm sin m s 
B' = m>Am sin ms 


25) 


ist. Vorausgesetzt, dass die Functionen ü und B' in dieser Weise 
darstellbar sind, lassen sich die Werthe, die den Constanten A^. und 
Bm ZU geben sind, leicht finden mit Hülfe des Satzes, dass, wenn m, 
und m' zwei verschiedene ganze Zahlen sind, 
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n 

^sin ms sin m' s ds = 0 ^ 
0 

und, wenn m eine beliebige ganze Zahl ist, 


s 

/ 


sin- ms ds = 


ist. Man bewei.st diesen Satz leicht, indem man benutzt, dass 
2 sin ms sin m's = cos (m — m') s — cos {m m') s 
2 sin^ == 1 — cos 2 
ist. Mit seiner Hülfe findet man aus 25) 


Br 


71 

-iß 


ü sin 7ns äs 


7t 

mAm~ — I ly sin ms ds. 

0 

Djiss U und V' immer in der gedachten Weise darstellbar sind, 
liat '/u(‘rst Dirichlet'^') streng bewiesen, indem er gezeigt hat, dass 
(li(‘ lUHindliche iteihe (eine sogenannte Fourier^sche Reihe) 

^ Gm sin ms j 

in (h.vr di(i (Jocfficienten durch die Gleichung 

7t 

== ^ f {s) sin msds 

0 

b(‘.slinmit sind, wo /'(.v) eine beliebige überall einwerthige, endliche 
und si.(;tige Function von s bedeutet, für alle Werthe von s zwischen 
0 und % g<'gen f{s) convergirt. 

Wir erwähnen noch eine andere Form der Lösung des be- 
hamhdtmi Problems der Saitenschwingungen. Behalten wir die zuletzt 
gebram'hten Einheiten der Länge und der Zeit bei, d. h. setzen wir 
\vi(ider die Jälnge der Saite und die Dauer einer einfachen Schwin- 
gung des Grundtons == jr , so ist die Differentialgleichung für die 
Verrückung § 

W ds^ 

und du.s allgemeine Integral derselben 

I == gj (/ -|- 5) ^ ^ 


■) Dove’s llcportorium der Physik I, 152; Crellc’s Journal, Bd. 4, p. 157. 
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wo (p und f zwei willkürliche Functionen der beigesetzten Argu- 
mente bedeuten. Aus der Bedingung, dass für s — 0 immer | ver- 
schwindet, folgt 

0 = 9 (0 + «/» (0 , 

also 

1 = ^ 5) _ qp — s) , 

und aus der Bedingung, dass auch für s = ä immer |=0 ist, 

(p (t n) = <p (t — it) 

oder 

g>{x 2jt) = (p (x)-, 

d. h. q) ist eine um 2 z periodische Function. Es würde hiernach 
q, und damit vollständig bestimmt sein, wenn q (x) für das 
Intervall von a:= — abis x = jt ermittelt wäre. Hierzu fülirt 
die Kenntniss des Anfängszustandes der Saite. Es sei für i = 0 
wieder 



wo ü und ü' Functionen von s bedeuten, die von .? = 0 bis .v = % 
gegeben sind. Es muss dann für dieses Intervall 


ü =^q {s) — q (— s) 

U'= q'(s) — q'(— s) 

sein, wenn q den nach dem Argumente genommenen Dilferential- 
quotienten der Function q bedeutet. Multiplicirt man die letzte; 
Gleichung mit ds und integrirt sie, so erhält man 

Ju'ds = q(s)-]- q(—s)^ 

wo die untere Grenze des Integrals eine willkürliche Constante ist, 
und dann weiter 

•P («) = 1 + ^ijü'ds 

q{-s)^-i,u+yju'ds. 

Durch diese Gleichungen ist q (s) für das Integral von s = — tt, 
bis s = -f ;r, und somit allgemein, bestimmt bis auf eine additive 
Constante; der Werth dieser ist aber ohne Einfluss auf den Werth 
von I, da dieses der Differenz zweier Werthe von q gleich ist. 



Dreissigste Vorlesung. 

(Gleiclige-wiclit und Bewegung einer anendlicli dünnen, ursprüngiicli ebenen, 
isotropen Platte. Dilatationen eines kleinen Theiles der Platte. Potential der 
durch die Dilatationen erzeugten Kräfte. Unendlich kleine Formänderung. 
Gleichgewicht bei longitudinalen Verrückungen. Differentialgleichungen für 
die Transversalschwingungen einer freien Platte. Integration derselben für den 
Fall, dass die Platte kreisförmig ist. Transversal Schwingungen einer gespann- 
ten Membran.) 


§ 1 . 

Aetnliche BetrachtuDgen, wie wir sie in Bezug auf einen un- 
endlich dünnen, elastischen Stab in den letzten Vorlesungen durch- 
geführt haben, lassen sieh auch in Bezug auf eine unendlich dünne, 
elastische Platte anstellen. Mit dem Gleichgewicht und der Be- 
wegung einer solchen Platte wollen wir uns jetzt beschäftigen, dabei 
aber allein den Pall ins Auge fassen, dass dieselbe in ihrem natür- 
lichen Zustande eben ist. 

In der Mitielfläclie der Platte, d. h. in der Fläche, die in der 
Mitte zwischen den parallelen Oberflächen derselben sich befindet, 
(lenken wir uns hei dem natürlichen Zustande ein rechtwinkliges 
Ooordinatensystem und nennen und ^'2 Coordinaten eines 
Punktes P der Mittelfläche in Bezug auf dieses. Wir stellen uns 
ferner B Linienelemente, 1, 2, 3, vor, welche von dem Punkte P 
ausgehen, und von denen die beiden ersten den Achsen der Sj und 
s.y parallel sind, während das dritte senkrecht auf diesen steht. Nach 
der Formänderung der Platte sollen diese Linienelemente die Achsen 
eines rechtwinkligen Coordinatensystems bestimmen, auf welches wir 
die Pankte in der Nähe von P beziehen; P soll der Anfangspunkt 
sein, das Linienelement 1 in der a;- Achse liegen und die Ebene der 
Elemente 1 und 2 die a^y-Ebene 'bilden; die letztere berührt dann 
die durch die Formänderung gekrümmte Mittelfläche im Punkte P; 
und die y- Achse bildet einen unendlich kleinen Winkel mit dem 
Element 2, die z- Achse einen unendlich kleinen Winkel mit dem 
Element 3. In Bezug auf dieses Ooordinatensystem seien x u, 
y -J- y , z w die Coordinaten eines materiellen Punktes der Platte 
nach der Formänderung, während y, z die Coordinaten desselben 
materiellen Punktes in Bezug auf dasselbe Coordinatensystem sein 
sollen, wenn die Platte in ihrem natürlichen Zustande und in der 
Lage sich befindet, beider die Linienelemente 1, 2, 3 in die Achsen 

Kirclihoff, Mechanik. 3. Aufi. 29 
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der y, z fallen. Es sind dann n, v, 
Xy y y Zy dass für x = Oy y = 0, z — 0 

M == 0, v = 0, w = {), J~^ == 0, 


solche Functionen von 


8w 

dx ^ d}f 


1) 


wird. Ferner seien wieder '^y S Coordinaten des Punktes P 
nach der Formänderung in Bezug auf ein beliebiges im Itainne 
festes Coordinatensystem und a^y ß^, yj; «2; ßt-» ^27 ^2 7 ß\\-> T:\ 
Cosinus der Winkel; welche die Achsen der Xy ijy z mit den Achsen 


der I; riy I bilden; so dass die Indices 1; 2; 3 den Buchstaben Xy 

y y Zy^ die Buchstaben ay ß, y den Buchstaben entsprechen. 

In Bezug auf das System der 5 sind die Coordinaten des 

materiellen Punktes; der durch die Werthe von .v., + y, - 

charakterisirt ist; nach der Formänderung 

^ (^ + ^) + ^2 (y + ^) + 

n + ßi{^ + ^) + ß 2 Q/ + ^) + ß?, 2) 

t+y^{x + v) + 72 (y + 2^) + ri{ 

Es sind diese Grössen Functionen von + x und S 2 + !/ daher 
sind ihre Differentialquotienten nach x gleich denen nach ,s‘j und 
ihre Differentialquotienten nach y gleich denen nach .v.2. So ergeben 
sich die beiden folgenden Systeme von Gleichungen: 


V + dO + 


ft (1 + fe) + fc fe + ft Ä - ft t + ft l:. + ft 1" 


dctz 




+ S + K; (*+»)+ z: fr + ') + z: + »> 

()i> , .. 3?i 

+ (y + *') + {z + w') 




8ßs 


7i 


(i+-£) 


und 


4-^1’' -Ly — -V 

^ 7l “T 7;{ — 7i 


^ ~ 8,v, + dl, + 8,, 


dsi ‘ dsi 




8.V, 

d?^ 






I I 

" + “2 8s, + '^•■1 


dw 

ds2 


+ li+ 15 (^ + “) + IS (2/ + ") + IJ 




8ß, 


8ß, 


8ß:< 


I / 1 I ^v\ . Sw 

^137 + 5^2(1+ 0y) + y?. s,, 


dft I Sv I Sw 

8s, + r-^ av,- + y^> 


+ 


K + fe m ^y + ^) + Zl 


^7; 


073 
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Die Gleichungen eines jeden dieser beiden Systeme multiplicire 
man einmal mit dann mit 0^2^ ?27 dann mit «3, ß^, y^ 

und addire jedesmal. Dabei setze man 


'+-.=/er+er+(£r 

‘+».=/tr+wr+(gy'- 

Es verhalten sieh aber wie die Cosinus der Winkel, 

die das Linienelement 1 nach der Formänderung mit den Achsen der 
g bildet, und da dieses Linienelement auch nach der Form^ 
änderung in die ^r-Achse fällt^ so ist 


Daraus folgt 


. dt 

’ ^«1 * dsi 


= «j : |S, : y, . 


H 

9*1 


= a, (1 + <?t) 1 


dn 

dsi 


= ßi -h 




11 

ds, 


= /! (1 + <?l)- 


5 ) 


Bezeichnet man durch ( 2 , |), (2, ij), ( 2 , g) die Winkel, die das 
Linienelement 2 nach der Formänderung mit den Achsen der I , , g 

bildet, so hat man 

£ = lä ft = (2, ri) : cos (2, £), 

und daher 


=(1 + 02) cos (2, I), 


tl 


( 1 + 0 ,) cos ( 2 , 7 ]) , = ( 1 + 02) COS ( 2 , g). 


Die Cosinus der Winkel, welche das Linienelement 2 nach der Form- 
änderung mit den Achsen der y, z bildet, findet man aber aus 
den Gleichungen 7 ) der zehnten Vorlesung bei Eücksicht auf die 
Gleichungen 27 a) der eilften (in denen u, Vy w für g ge- 

setzt zu denken ist) bei Vernachlässigung von Grössen, die von 
höherer Ordnung unendlich klein sind, als die stattfindenden Dila- 
tationen 



wo und die Werthe bedeuten, die und ~ für rr = 0, 

^ = 0^ 2:==0 erhalten. Der zweite von diesen Werthen verschwindet 
nach 1 ); bezeichnet man den ersten mit r, wo dann x den unendlich 
kleinen Winkel bedeutet, um den der Winkel zwischen den LinieU” 
elementen 1 und 2 nach der Formänderung von einem rechten sich 
unterscheidet 5 so folgt hieraus 

cos (2, §) = «2 + T, cos (2, 1?) == ^2 + ßi'^^ cos (2, g) = y, + r 
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U = («2 + (1 + ^l) 

g-=(/3. + /SlT)(l + ^2) <•) 

■ |^ = (r2 + yi^)(i + ‘^2)- 

Setzt man ferner 


Pl = 

«3 

d(X2 

d^i 

+ ß:i 

Mi 

3.5( 

+ J's 

372 

3.n 

3i = 

“1 

d s, 

+ ßi 

3si 

+ /i 

Sys 

3.«i 

ri=. 

«2 

doii 

dsi 

+ ßi 

t + 

Mt 

dsi 

P2 ~ 

«3 

dcC2 

dS2 

+ ßs 

Mi 

3äj 

+ fi 

Mi 

3ä2 

32 “ 

«1 

dccs 

dso 

+ ßi 

djs 
3 . «2 

+ 71 

3ys 

dxi 

^2 = 

a.. 

dccj 

+ ßi 

3 •«2 

+ ^2 

3y, 

3 .V 2 


so werden die auf die angegebene Weise aus den Gleich nngcni i\) 
gebildeten Gleichungen 

fe = + 'j'i (^ + “') — (y + *') + "'1 
£ == 

ll = + Pi (j' + *') — + «) 

und 

I 7 = £ + 32 e + *<') — 2-2 (y + + T (1 + 0-,) 

3® 1 / , \ / r \ I 

3^ + ~ P2 + '^'2 

If ~ + “)• 

Betracttungea, die mit denen übereinstimmnn , welclii! wir an 
die entsprechenden Gleichungen beider Untersucluing eines uiiendlicli 
dünnen Stabes geknüpft haben, zeigen, dass diese (il(‘ic.lmng(‘u in 
die folgenden sieh rereinfachen lassen 

^ — r^y + <?, = ,j^z — r.,1/ + r 

dv 

^^r^x-p,z ^^^ = r,x-p,z + a, 

dw 

— = P 2 V ~ 

Hier tritt aber noch eine weitere Vereinfachung ein; die für 
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|| und und 1^, und aufgestellten Ausdrücke müssen 

die nach x und y genommenen Differentialquotienten derselben 
Functionen sein; daraus folgt 

r^ = 0, r2 = 0, + = 0 

und also 

^ “ I _ du , . 

^ = _=_^j2r4-T 

dv , 

da: + 

dto , 

j^=Piy~qiX ^=P2y + PiX. 

Durch Integration findet man hieraus 

u = U(, — p^yz 4- q^zx + e^x + ry 
v = Vo - p^yz — p^zx + 02 */ 
w =w„— I x^ +Pixy + ^y^, 


WO Uq, Vqj die Werthe sind, die u, t’, w für x = 0 und z/ == 0 
annehmen. Man hat hiernach 


Xx= ^ + <>1 

Vy ^—P2^+ ^2 


Z. = 


dwot 

"TT 


y^' 

Zx = 

Xqi = 


dv^ 

dz 

dwo 

dz 


-2p,z + x. 


8) 


Alle diese Grössen sind von x und y unabhängig; dieselbe Eigen- 
schaft haben daher auch die Druckcomponenten Xx-, Yy, Yg, 
Zx^ Xy, und die Gleichungen 8) der achtundzwanzigsten Vorlesung 
werden 


dz 


= 0 




Nun wollen wir annehmen, dass auf die beiden Oberflächen der 
Platte Druckkräfte von solcher Grössenordnung wirken, dass sie bei 
einem Körper, dessen Dimensionen alle von gleicher Ordnung sind, 
nur Dilatationen erzeugen würden, die unendlich klein sind gegen 
die Dilatationen, die in der Platte stattfinden. Man darf dann, zu- 
nächst für die Oberflächen der Platte, und dann in Folge der abge- 
leiteten Gleichungen allgemein 

A,==0, F, = 0, Zg = 0 9) 

setzen; man vernachlässigt dabei in den Dilatationen und in dem 
Ausdrucke des Potentials der durch diese erzeugten Kräfte, den wir 
zu bilden haben werden, nur Glieder, welche unendlich klein sind 
gegen die beibehaltenen. 



454 


Dreissigste Vorlesung. 


Die Gleichungen 9) führen in Verbindung* mit der Bcdiiigüiig^ 
dass Vo, Wq für z = 0 verschwinden, die aus 1) sich ergiebt, zur 
Bestimmung von v^^J Wq, Ist die Substanz der Platte ^ wie wir 
voraussetzen wollen, isotrop, so sind diese Gleichungen 


oder 


0 , ys = Oy Z 5 + 


d2l(y 

dz 


0, ^» = 0, 


dwQ 

~dz 


- rf-e ((A a). 


und es ergiebt sich aus 8) 

+ <^1 

yy=—Pi^ + ^S 

= rfe ((^^2 — Ql) ^ — ^i) Xy= — ' + 


Za: = 


r . 


Da 


f = — K yy^+ ö(a:.,; + (/,, + :.f } 


so folgt hieraus 


f K + {ih^z 6 ^f + ;t ( 2/>,.2 r)'^ 

+ jpe ({ih — Ql) ^ - '>i — ''■•-) j 
Wir schreiben die Gleichungen der Oberlläclien der Plaiit; 


und setzen 


h und z == — h 
4-Ä 


F== ffäz-, 

—h 




dann wird 

^ = - 1 {qi^ + p-f + +0 (y, 

- 2 Kh + .|. -j. ^ ^ (o- + 0„f) , 

und das Integral 

^ F ds^ ds^y 


ß 


ausgedehnt über die Mittelfläclie der Platte, ist das Poieniial der 
durch die Formänderung dieser erzeugten Kräfte. I^lie (1 uidxiliariaten 
(rrössen <?,, ffj, t, pj^, p^, welche Functionen von.S|, .s., sind und 
in dem Ausdrucke von i?* Vorkommen , sind alle durch die Üillerential - 
quotienten von g, ti, J nach s, und s.^ ausdrückbar : o'j und sind 
durch die Gleichungen 4) bestimmt, t ergiebt sich aus der Gleicliunn 


(1 + ^0 (1 + ff,) r ^ fi |1 + |1 P + p p , 

0 i>l 0 i>2 0 6‘j d A'jj () .Vj d .S‘j| ^ 


10 ) 



§ 2. Unendlich Meine Verrückungen. 


455 


die aus den Gleicliungeii 5) und 6 ) folgte wenn man diese mit 
einander multiplicirt und addirt 5 die Gleichungen 5 ) lehren dann 
weiter und die Gleichungen 6 ) a,,, ß 2 j yo kennen; aus 

diesen sechs Cosinus sind die Cosinus ß^^ ^3 nach bekannten 
Formeln zu berechnen; die Gleichungen 7 ) erlauben dann endlich 
Pu auszudrücken. 

Ist die Platte endlich gekrümmt, so hat man bei der Berech- 
nung der Gestalten, die sie haben kann, statt der • Gleichungen 4 ) 
und 10 ), da 6 %, t unendlich klein sind, die Gleichungen 

©’+er+sir-' 

M 11 4- 1.1 11 === 0 

dsi ds2 * dsi ds2 ^ ds^ ds2 

zu setzen, welche aussprechen, dass 6^^ t verschwinden, d. h. 
dass die Eleiijente der Mittelfläche keine Deformation erleiden. Eine 
Fläche, die dieser Bedingung genügt, nennt man eine ahwickelbare 
Fläche. Um die Beziehungen zwischen der Gestalt der Platte und den 
Kräften und Druckkräften zu finden, die auf die Platte wirken müssen, 
um Gleichgewicht hervorzubringen, kann man von dem Princip der 
virtuellen Verrückungen ausgehen; auch dabei darf man = 0 , 
= 0, r = 0 annehmen, weil bei dieser Annahme den Gleichungen 
genügt werden kann, welche das Princip der virtuellen Verrückungen 
ergiebt. In dem Falle, dass die Platte endlich gekrümmt ist, darf 
man daher 

F = - -I ^ 

setzen- Auf diesen Fall gehen wir nicht näher ein, sondern ver- 
weisen in Bezug auf ihn auf die „Theorie der Elasticitat fester 
Körper von Olebsch, der zuerst die endlichen Formänderungen un- 
endlich dünner Platten untersucht hat. 

§ 2 . 

Wenn die Platte unendlich wenig gekrümmt ist, so handelt es 
sich darum, die unendlich kleinen Verrückungen zu finden, die die 
Ihinkte ihrer Mittelfläche erlitten haben, und hierbei darf man im 
Allgemeinen die Grössen < 3 ^, nicht vernachlässigen. Wir wollen 

nun für diesen Fall den Werth von F bilden. Dabei möge x und y 
für 6*1 und geschrieben werden. 

Das Achsensystem der g, ^ 2 ; £ denken wir uns so gewählt, dass 
g unendlich klein, § unendlich wenig von x, ri unendlich wenig von 
y verschieden ist, und setzen 
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Wir verfolgen zuerst die Amiahme, dass u, v und ^ aucli gegen die 
Dicke der Platte, d. k. gegen h unendlich klein sind, eine Aiinahnie, 
die deshalb eine wesentliche ist, weil von den beiden (Jliedeni , aus 
denen F sich zusammensetzt, das eine den Factor h'\ da,s andere 
nur den Factor h hat. Bei dieser Annahme ist es aiisreicheiRl, in 
beiden Gliedern nur die ersten Potenzen der Diöerentialquutienlen 
von w, g zu berücksichtigen. Die Gleichungen 4) und 10) gelxni 
dann 


du dv 


d u , dv 

die Gleichungen 5) und 6) 



OJj = 1 «2 = — 

d V 


dx 

* dx 

11 

1 

ß, = - !’i 

dy 

dt 

dt 


11 

II 

dv 

?‘A = i ? 

und endlich die Gleichungen 7) 




dH 


~ dx du “■ 

'd‘if 



Lassen wir die Voraussetzung fallen, dass ^ aiudi gegen // 

unendlich klein sind, so können wir für //,, dii* mir in dimi 

mit multiplicirten Üliede von F vorkoTiimen, iimuer mndi die rUvn 
abgeleiteten Ausdrücke setzen; bei der Bereclinung von o', , o, , r, 
die in dem Gliede von F Vorkommen, das den Fatjior // 
müssen aber gewisse Terme höherer Ordnung berücksicdiiigi. wio’dmi. 
Es werden in F nur Glieder vernachlässigt, welche unendlicdi klnn 
gegen die beibehaltenen sind, wenn man 


setzt. 



die . dv , 
+ 


da: du 


Wir bereeluaeu nun die Arbeit (l(!r durcJi tli(! 
zeugten, Kräfte für eine unendlich kleine Aeiukjruiiu 
die Variation 


I )ila,l,at lom*!! (‘r 
derselben , d. li . 


'./J 


Fdx dy\ 


12) 


dieselbe besteht aus zwei Theilen, von denen der erste den h’uclor 
li\ der zweite den Factor h enthält; wir entwick.dn zu.Tsi jen.ui 
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— I /{ /«=* # m+^i 


!1_V 


.dxdy/ 
0 


U/yV 


+ ITe (iJ + 0)1 • 


Mit jedem der Glieder, in welche dieser Ausdruck sich spalten lässt, 
können Transformationen nach dem Muster derer vorgenommen wer- 
den, die für das erste Glied angegeben werden sollen. Es ist 


/öH 

dx^ dx^ 


d' jj dx tly ^ dx dy ! 


2 ^ 


d /^ 

dx\dx^ dx ) 


dx\dx^ 


n)+B‘i)- 


Nennt man di ein Element des Umfanges der Mittelfläehe der Platte, 
lind n die nach dem Innern dieser gerichtete Normale von di ^ so 
ist derselbe Ausdruck 


= 2jjdxdy 2jdl cos (nz) (0 ^ 



Mit dem ersten Theile des hier vorkomnienden einfachen Integrals 
nehmen wir noch eine Umformung vor. Wir schreiben dem Ele- 
mente di eine von den beiden Richtungen zu, die wir ihm zuschrei- 
ben können, und zwar diejenige, die die a:-Achse erhält, wenn die 
(Koordinatenachsen so gedreht werden, dass die ^-Achse der Nor- 
male n parallel wird; wir nennen ferner cp den Winkel, den eine 
Linie beschreibt, wenn sie aus einer Lage, in der sie der rr- Achse 
parallel ist, in de?n Sinne gedreht wird, bis sie parallel mit n ist, 
in dem sie um einen rechten Winkel gedreht werden muss, um der 
y-Achse parallel zu werden, wenn sie der ^r-Achse parallel war. Es 
ist dann 


iü. 

dx 




COS {71 x) = COS (p. 


Benutzt man ferner, dass, da die Integration nach l über eine ge- 
schlossene Linie auszudehnen, 


ß 


V CO« 9 - gr 


- -/ " w (; 


■ 

sin 9 cos 9 




ist, so findet man 





+ 2jdl cos 9 


d'S - '^fäl ß 9 ^ 

+ w {U ^ ^)) 


Traiisformirt man iii entsprechender Weise die übrigen von den 
Gliedern, in die der Ausdruck 12a) sich zerlegen lässt, so findet 
man diesen Ausdruck 
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== - 4 - JJ ax d t, ( 1 ^, + 2 

+ -I Kh'^J dl j0- cos'^ <p + 2 siu 9 cos (jo + sin- 9 

"^1-1-6 '^y‘' 


1:!) 


i A7n'‘ J dl ((g - g) sin 9 cos 9 > + («»'-'9^ - c.,,s--7,,)) 

I 1 + 26 / ^ cp4-( 0 !' ^ * 

+ “i +T \\dcc^ + dxdyy ^ ^ V^*^**' dy ^ dy'^^ V ' ‘ 


Er bildet den einen Theil der durcli 12) dofinirteii Arbeit. Iktr 
andere Theil derselben, der den Factor h enthält, liiidet sich bei 
Rücksicht auf die Gleichungen 4) und 10) 


0 ^ (<>i + ^2) 


j öu 


= 4 KhJ j dx dy (|5 + 4|J + r+- 1 
+ 4 KhJ‘ dl (g-i cos 9 + 4-1^ sin 9 + 1^ 0 (‘^i + ^2) v) 

+ 4 ,„jß. ä, (|a + ,4' + '■’) 

+ 4 Kh J dl ^(^2 sin 9 + -|- t cos 9? + e (^1 ^V) ^ 

+ ^ 1^. (gi + i If * + r-Fe Ir + ''■ ') 

+ ^ + ^‘ £ ^^ + r+ e % + ''■■-' >)l ^ 

+ 4 ///^ dl {cos 9 (I ö, + 4 1 1 4 - e£ -f c.,.)) 

+ ^ + 4 £ ^ + TT 0 S + ''- 0 i' 'H- 

Von den Ausdrücken 13) und 14), deren iSimiiue (li(‘ Arlxdi- (l(*r 
durch die Dilatationen erzeugten Krätte für die durch di(‘ \V<h’(Ii<‘ 
von dWj dv^ dg bestimmten Verrückungen ist, wollen wir nun (uiiigi* 


Anwendungen machen. 


§ 3. 

Wir denken uns eine Platte, auf die keine Kräfte und lv(*iuc* 
Druckkräfte wirken; die Punkte ihres RandevS vsind so bebistigt, <la,s.s 
für sie g = 0 ist, u und v gegebene Werthe haljen; es sollen w, ?», g 
für den Fall des Gleichgewichtes gefunden werden. 

Den Gleichungen, welche das Princip der virtuellen Verrückimgoni 
giebt, wird genügt, wenn man 

g = 0 

macht und w, v aus den Gleichungen 
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2a + 2e)S + a + «)0 + (i + 3e)-jf|j-o 

2 (l + 29) 0 + (1 + 9) g + (1 + 36) = 0 

so bestimmt, dass sie für den ßand die gegebenen Wertlie annelimen. 

Eine Platte die unter den gedacliten Verhältnissen sich befindet, 
nennt man gespannL\ im Allgemeinen ist sie, wie man sagt, ungleich- 
massig gespannt; sie heisst gleichmässig gespannt, wenn 

u — ax^ V — ag 

ist, wo a eine Gonstante bedeutet, durch welche Ausdrücke den 
Gleichungen 15) offenbar genügt wird. 


§ 4. 

Die weiteren Anwendungen, die wir von den Ausdrücken 13) 
lind 14) machen wollen, sollen sich auf die Schwingungen, und zwar 
die sogenannten Transversalschwingimgen einer Platte beziehen. Wir 
machen dabei von dem Hamilton^schen Principe Gebrauch und ’ be- 
merken zunächst, dass, wenn T die lebendige Kraft, ^ die Dichtig- 
keit der Platte bedeutet, 

r %((!)’+ (|3y+(||)’) 

isl, die Integration über die Fläche der Platte ausgedehnt. Hier- 
aus folgt 

dj" Tdi = — + 1^1 ‘ 16) 


Wir nehmen an, dass der Rand der Platte entweder fest oder 
frei ist, so dass keine Arbeit geleistet wird von Druckkräften, die 
auf diesen Rand wirken; dann ist das . Hamilton'sche Princip durch 
die Gleichung 


Tdi -{-8 


dJJ 


F dt dx dy = 0 


17) 


ausgesprochen, deren Glieder die durch 16) , 13) und 14) bestimmten 
Werthe haben. 

Wir wollen zuerst voraussetzen, dass der Rand der Platte frei 
und t auch gegen die Dicke der Platte unendlich klein ist; wir 
dürfen dann aiinehmen, dass u und v gleich Null sind; indem wir 
das thun, gelangen wir zu den Gleichungen für die Trcmsversal- 
schwingiingen der Platte. Diese sind 


0 = 


dn 

di^ 


1 4- 20 ^ m , 9 dH , 

' 1 + 0 (I ‘ dtf ' dyv 


und für den Rand 
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dn 


g.. cos^ 9 + 2 9 cos 9> + 0 sin'^ cp + ^ ^ ^ (; 


e fci^s , a“f\ 

/ja;’' ■'” Ö;/V 


= !c ((S - S) ^ ^ *5"^) 

i)cosqp+(^^+g)sm<p). 


18 ) 


1+26 //a^j 
1 + 0 \Va^ 


dccdi/^ 


Die Lösungen derselben zu finden, ist bis jetzt nur für den Fall, 
dass die Platte eine kreisförmige ist, gelungen. Man gelangt zu 
ihnen für diesen Fall auf dem folgenden Wege. 

Man setze 


1+26 h^K 
1 + 0 


CTsin (4A2 at), 

wo ü eine Function von x und y ^ k eine Constante bedeutet Diese 
Annahme entspricht dem Palle, dass die Platte einen einfachen Tun 
giebt; die Dauer einer Doppelschwingung desselben ist 


YWä ’ 


Für U ergiebt sich dabei die partielle Differentialgleichung 


16 A 


dx^ 


+ 2 


da^df 


+ 


d^U 


zu dieser treten die Grenzbedingungen, die aus 18j entstehen, 
man ü an Stelle von § schreibt. Die partielle Differentialgleichung 
lässt sich durch die zwei Gleichungen 




df 

d‘^i^ 

d?' 


ersetzen, und diese geben, wenn man sie addirt und siibtrahirt und 


macht , 


U=S+ß, V = S-~ß 


«’«-S+ 


d^S 

W 

d^o 

dff 


Nun führe man statt der rechtwinkligen Coordinaten l^olarcoordinafen 
r, 0 ein, so dass 

X = r cos ?/ = r sin ^ 


ist; dann erhält man 


4:PS = 


d^S 

^j.2 

d^n 

dr^ 


r dr * ^^p'i 

-J_ 1 . J d'^ l> 

‘ r ' r- c)ip- 
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Diesen Gleichungen wird genügt durch 


S=ÄQosn‘il)Äj D = B cos F y 

wenn n eine ganze Zahl, A und B willkürliche Constanten, Ä und 
F Functionen von r bedeuten, die die Gleichungen 


d^X • . 1 

dr^ ' r dr 

d^Y ■ 1 dF 

dr^ * r dr 




z = o 


F=0 


erfüllen. Setzt man 
so werden diese 


Ar = X, 


(fix ,_t_±X 

dafi ' X dx 

dfiY . 1 dY 

da? ' X dx 



z = o 

F=0. 


Ein particuläres Integral der ersten von diesen Gleichungen findet 
man, indem man 

X = -f- A^x^+^ -)-■ ’ ' 

setzt 5 dann ist 

d V 

+ (}£ + 2 ) ^ 2 a:*+i _j_ _j_ 4 ^ A^x^+^ • • 


= « (« - 1) A + (^ + 2) 1) A, X- + (x+4) {z+ 3) A, x’'-+^ + • - 


und die genannte Gleichung wird 

0 = A^) x^~^ — 4 AqX^ 

-f“ A 2 ((oc -(“ 2)^ — — 4 A.^x^'^^ 

+ A^ ((k -|- 4 )^ — — 4 0 ;^+^ 


Man erfüllt sie, wenn man 

0 

A,(ix + 2y--n^ = 4:A, 

A 4 + 4 )- — = 4.^2 

macht. Wir genügen diesen Gleichungen, indem wir 

7c — n 

j ^ . dl j — ^2 ^ __ ^4 . ^ 

2 1 . 72 + 1 ^ 4 2 . + 2 ^ ö 3 . 72 + 3 ^ 

setzen und über A^ nach Willkür verfügen. Ein particuläres Inte- 
gral, das wir Xn nennen wollen, der für X aufgestellten Differential- 
gleichung ist daher 
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Y a?”' f . . , 4- . 

1 . ‘2 . 3 . . \ 1 . n + 1 • 1 . 2 Tn + 1 . n + 2 ' J 

UTid ein entsprechendes der für Y aufgestellten Diöerentialgloiehmig 

Y — [\ I : ^ . V 

Man sieht leicht, dass diese beiden unendlichen Reihen für jed(ui 
Werth ihres Argumentes convergiren. 

Andere particuläre Werthe von X und Y mögen noch erwähnt 
werden, obwohl sie bei dem vorliegenden Probleme eine Anwendung 


also 

^ dW . y d^ir 
dx dx ' ” 

Diese Gleichungen multiplicire man der Reihe nach mit 

-(£2 + 4); 1 

und addire sie dann; da X und X^ Integrale der in stehenden 

Differentialgleichung sind, so erhält man dadurch 


. Man setze 

X=: 

WXn, 

dX _ 

dX^ 

w — ^ 

dx 

dx 

d^X _ 

w ^ 

dx^' 

^ dx^ 


oder, wenn 
gesetzt wird, 

d. h. 
oder 

also 


fßW . ^ dX 

^ ( ^ ^ dx 


•9/A df't' 
ü ) dx 


= (I 


dW 

dx 


dW[ 

~W' 


= W' 


dX, 




lg + lg a; + 2 Jg A'„ = (Joiisi,. 

I 


PF' = Const. 




rr = Const 




■wo die untere Grenze des Integrales beliebig gewiUiH, wcnb'ii Iciiiu. 
Ein zweiter particulärer Werth von Ä ist daher 


X 

r dx 


und einer von F 
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r (ix 

Xo 

wo Xq eine willkürliche Constante ist. Diese ' Werthe von X und 
F werden aber, wie aus den Ausdrücken von Xn und 7^ hervor- 
geht, für X = 0^ d. h. für r — 0 unendlich und können daher keine 
Anwendung finden^ wenn die Platte^ wie wir voraussetzen, eine volle 
Kreisfläche bildet. 

Wir setzen also 

S — A cos nilJÄn) D — B cos mpFn 

und suchen nun die Constanten A, B, X so zu bestimmen, dass den 
beiden Grenzbedingungen genügt wird. 

Wir nennen den Kadius der 
Platte a. Bei Rücksicht auf die Be- 
stimmungen, die wir bei Ableitung 
des Ausdruckes 13) getroffen haben 
über den Sinn, in dem l wächst, > und 
über den Winkel haben wir dann, 
wie ein Blick auf die nebenstehende 
Figur lehrt, 

I = all) und 9 ? = 180® + Tp, 

Mit Hülfe hiervon werden die aus 18) 
herzu leitenden Grenzbedingungen 

0 = 4- - 4_ 1 _L 1 

^ 1 d f d^u 1 iu\ , i + 2e d (d^ , 1 . ^ j_ i 

4 d'^p Xjdrd'tp r d'ipj 1 -f" ® ** r dr ' d'ip^ J ^ 



oder, wenn man benutzt, dass 


ist, 


d^U , 1 d u , 1 ^ 

dr^ ~r j. gy, “[“ j,2 


0 = 




0 = 


L 

,.2 ^r'd'ip^ 


0 

1 + 0 

,.3 


V 

+ 4A2 


1 + 20 ^ 

i + 0 dr 


Nun drücke man ü und V durch S und Dy diese durch F^ und 
die zweiten Differentialquotienten von Xy^ und F^y die dann auf- 
treten, mit Hülfe der für diese Functionen aufgestellten Differential- 
gleichungen durch sie selbst und ihre ersten Differentialquotienten 
aus. Setzt man noch 
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SO findet man dann als die für r = a, d. h. x = zu erlullendeii 
Gleicliungen 

0=A (n‘^Ä„—x (n-^—4yx^) + ß (??'■•’ + 4j/a;'^) 

0 = J ((«'^ + 4 y - X ^2) + B ((«^ - 4 y ¥,. - x ■ 

Nennt man die Determinante d-ersclben z/, so hat mau aus (hu- 
transeeuclenten Gleichung 


X zu bestimmen und dann aus einer von ihnen das Vcfrhäli.iiiss 
A:B. 

Ist Xnm eine Wurzel jener Gleichung und setzt mau 


so ist 


^ nm 

— 


(»2 — 4 y x^) Vn — X j X — aknw. 

(n} + 4 y x^) — x J x = a K 


§ = 6’ • sin (4X-„,„ nt) Wn,,, cos n ilj , 


wo C eine willlcörliclie Oonstante bedeutet. Die Knolrniiiiioi ^ die 
dem durch bestimmten Tone entsprechen, Iiaben zu (ileieliiiii^en 


cos n-ip = 0 und Wnm = 0 ; 

die erste von diesen stellt ein System von n l)ur(;hni(;K.s(irii dar, dii( 
gleiche Winkel mit einander bilden, die zweite ein Sysbmi von (nm- 
centrischen Kreisen, ln Bezug auf die numerische Bereeliiiimg der 
Töne und Knotenkreise möge auf die unten gonanide Ablnuidhiiig"') 
verwiesen werden. 


§ 5. 

Wir wollen schliesslich die üilfercntialgleiehimg für di(‘ 'l'riuis- 
versalschwingungen einer gexpanntcn Mamhran anfstelien. Wir ge 
langen zu dieser, indem wir uns eine Platte vorstellen, di<!, mudnbmi 
ihren Theilen Verrückungen in ihrer Ebene, u und d, ertbeill, sind, 
die den Gleichungen 15) genügen, an ihrem Itande Indesiigi, i.si,. 
Diese Verrückungen sollen so gross gegen die Dicke der Platte sein, 
dass bei der Bildung der Gleichung 17) der Ausdriudc l,‘5) geg(ni den 
Ausdruck 14) vernachlässigt werden kann, und so gross gegen 'Q, 
dass die Gleichungen 11) 


6 


dn 


d V 
dy ^ 




d u 
dy 


+ 


d u 
d X 


*) IkirclihofF, lieber das Glpichge wicht und die Bewegung einer ('!laslis(‘fie!ii 
Scheibe; Crelle’s Journal, ßd. 40. 
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geschrieben werden können. Die Gleichung 17) wird dann erfüllt, 
wenn man u und v als unabhängig von der Zeit annimmt und g aus 
der Differentialgleichung 

^ ^ 1 r _i_ ß_2L I 

dt^ (I dcc\docdiX)'^\dy^d3c)di/‘^i^-{-^\doc~^dy)da:J 

4> A. ^ 4_ 1 -i_ ^ j_ Q ( d u I d g \ 

‘ dy\dydy^^\dy'^ dx) \dx dy) dy) 

und der Bedingung bestimmt, dass es am Rande verschwindet. 

Die Verrückungen w, v müssen den Differentialgleichungen 15) 
genügen, können dabei aber noch sehr mannichfaltige Functionen von 
X und fj sein. In dem Falle, auf den oben schon hingewiesen wurde^ 
dass die Membran gleichmässig gespannt ist, kann man 

u — ax^ V = ay 

setzen, wo a eine Constante bezeichnet; dann wird die Differential- 
gleichung für ^ 

^ M /y -L 

d yb 1 + 0 \dx^~^ C y^j 

Ohne Schwierigkeit lässt sich dieselbe lösen, wenn die Membran 
rechteckig oder kreisförmig ist; die Töne, die die Membran geben 
kann, und die diesen entsprechenden Knotenlinien lassen sich dann 
leicht berechnen. Bei der rechteckigen Gestalt hat man es dabe 
nur mit trigonometrischen Functionen, bei der kreisförmigen mit den 
Functionen zu thun, die wir bei der Untersuchung der Schwingungen 
einer kreisförmigen Platte durch Y bezeichnet haben; das sind die 
sogenannten Besserschen Functionen. Die Knotenlinien der recht- 
eckigen Membran sind gerade Linien, die ihren Seiten parallel sind, 
die der kreisförmigen Durchmesser, die gleiche Winkel mit einander 
bilden, und mit ihrem Rande concentrische Kreise. 



